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LABSCHNITT. 
DEFEREERENZIAEREGCHN TUNG: 


ERSTES KAPITEL. 


GRUNDBEGRIFFE DER DIFFERENZIALRECHNUNG. — DIFFERENZIATION DER 
FUNKTIONEN EINER UND MEHRERER VERÄNDERLICHEN GRÖSSEN. 


I. Grundbegriffe der Differenzialrechnung. 


310. Betrachten wir eine Funktion y —= f(x) einer einzigen un- 
abhängigen Veränderlichen & in Bezug auf die allgemeinste, jeder 
Funktion zukommende Eigenschaft, darin bestehend, dass die Funktion 
% ihren Werth verändert, sobald x eine Aenderung seines Werthes 
erleidet, so bietet sich sogleich die Bemerkung dar, dass die verschie- 
denen Funktionen bei einer und derselben Zunahme der unabhängig 
Veränderlichen die eine mehr, die andere weniger sich verändern, oder 
_ mit anderen Worten, dass die Geschwindigkeit des Wachsthums der 
Funktion verschieden sei für die verschiedenen Funktionen. Ja selbst 
eine und dieselbe Funktion ändert sich im Allgemeinen bei gleicher 
Zunahme der unabhängig Veränderlichen ungleich rasch, je nach dem 
speciellen Werthe der letzteren, von welchem aus die Zunahme erfolgt. 
Dabei ändern sich die Funktionen im Allgemeinen stetig, d. h. jeder 
unendlich kleinen Aenderung der unabhängig Veränderlichen entspricht 
eine gleichfalls unendlich kleine Zu- oder Abnahme der Funktion, und 
nur für besondere Werthe der unabhängig Veränderlichen erleiden ge- 
wisse Funktionen eine Unterbrechung der Stetigkeit. Die Probleme 
der höheren Geometrie, der physikalischen und technischen Wissen- 
schaften führen zuletzt grösstentheils auf Betrachtungen, welche von 
der Geschwindigkeit des Wachsthums der Funktionen abhängen, daher 
-die Aufgabe, für diesen Begriff einen analytischen Ausdruck herzustellen, 
von grösster Wichtigkeit ist. 

Lassen wir zu diesem Behufe in der Funktion y—= f(x) die un- 
abhängig veränderliche Grösse x, von einem beliebigen aber bestimmten 

1* 


I% 





"Werthe ausgehend, um die willkürliche Grösse 4x zunehmen, und be- 
zeichnen die dadurch bewirkte Veränderung der Funktion 9 mit Ay, 
soist y+ Jy=T(x + Ar), somit wegen y—=f(«): 

Ay=le+ I) — ra), 





und 
29 _ fix HA2)— fi@) (1) 
ArE Ax 


Die Funktion ändert sich offenbar um ‘so rascher, je grösser Jy 
im Verhältnisse zu /&, je grösser also der Werth des Verhältnisses 


Ay 
“ ist, und wir werden demnach dieses Verhältniss als das natürliche 


A% 
Maass der Geschwindigkeit des Wachsthums der Funktion betrachten 


fe + de) —f(®) 


können. Der Ausdruck dieses Verhältnisses ist: f( —— , und 
X 





wird im Allgemeinen, wie man sieht, wieder eine Funktion von x sein, 
wie es auch sein muss, weil ja eine Funktion f(x) an den verschiede- 
nen durch die speciellen Werthe von & bestimmten Stellen ihres Ver- 
laufes sich ungleich rasch verändert; der besagte Ausdruck hängt aber 
auch noch von dem der Grösse ./x beigelegten Werthe ab; so lange 


x SENE DR; 
dieser willkürlich ist, bleibt auch der Werth des Verhältnisses —, un- 
x 


bestimmt, wodurch aber dasselbe unfähig würde, eine völlig bestimmte 
(Grösse, nämlich die Geschwindigkeit des Wachsthums der Funktion bei 
einem bestimmten Werthe von x auszudrücken, und von dem Verlaufe 
der Funktion Pe) in der Nähe dieses bestimmten Werthes von x ab- 
hängig wäre. Diese Unbestimmtheit wird beseitiget, wenn wir Jx un- 
endlich klein werden lassen; es wird dann, in Folge der Stetigkeit der 
Funktion y, auch 4y unendlich abnehmen, während das Verhältniss 





Ad A N Sr z 
5 oder Be an . f®) dieser beiden unendlich abnehmenden 
4x Ax 


Grössen einer bestimmten und endlichen Grenze sich nähern wird. 
Diese Grenze ist im Allgemeinen wieder eine Funktion von &, und 
wird die abgeleitete oder derivirte Funktion genannt, und 
nach Lagrange mit f’(x) oder %’' bezeichnet. 

Diese abgeleitete Funktion f’{x), welche nach dem oben Gesagten 


durch die Gleichung: 


a — Pe RE Cban ce Et) 
A% 


As 


Ay 
als Grenzwerth des Verhältnisses FF bestimmt wird, ist nun als das 











#% 


genaue Maass der Geschwindigkeit zu betrachten, mit. welcher die 
Funktion sich ändert, wenn man die unabhängig Veränderliche sich 
ändern lässt. Denn der Ausdruck dieses Grenzwerthes ist nun voll- 
kommen bestimmt und hängt weder von den absoluten Werthen der 


- beiden Inkremente .„/x und S/y ab, noch von dem Verlaufe der Funk- _ 


tion in der Nähe desjenigen Werthes von x, von welchem aus die 
Aenderung erfolgt. 


Die vorstehende Betrachtung wird durch die geometrische Dar- 


‚stellung der Funktion y= f(x») sehr anschaulich. Sei (Fig. 1) AB 





die Curve, welche aus der Construction der Fig. 1. 
Gleichung 4 = f(x), bezogen auf ein recht- y R 
winkeliges Coordinatensystem, hervorgeht. Las-- | RE 
sen wir die Abscisse x, von irgend einem wi 
Werthe 2 — OP aus um das Stück PP' —= 4x mh | 
zunehmen, so wächst die Ordinate y um das det ah : 
Stück MP— MP=M'R= Jy und es folgt TI | 

aus dem A MM'R: =0 73 D% VER A 





Ay. fie + Ic) — fee) MR = 
TEE SER, mWuR: 
Au. Ar MR. 





ED Ay ? 5% - 
das Verhältniss Zr der gleichzeitigen Zunahmen der Abscisse und Or- 
1% 


dinate stellt demnach die trigonometrische Tangente des Winkels dar, 


welchen die durch die Punkte MM’ gezogene Sekante mit der Abseis- 


senaxe einschliesst. Lassen wir nun /x& unendlich klein werden, so 
wird auch Sy gegen Null convergiren; der Punkt M’ wird sich dem 
Punkte M unendlich nähern und die Sekante mit der Tangente MT 
zußammenfallen. Bezeichnen wir daher den Winkel, welchen letztere 
mit der Abseissenaxe einschliesst, mit 7, so verwandelt sich obige Glei- 


chung, wenn wir zur Grenze übergehen, in folgende: 





NE Yn ne RD CL 
lim Vase lim ——— A et la) eteT 


Die abgeleitete Funktion f’(x) stellt demnach die trigonometrische 'Tan- 
gente des Winkels dar, welchen die geometrische Tangente an dem 
durch die Abseisse — x bestimmten Punkte der Curve y= f(x) mit 
der Axe der & einschliesst. | 


Der Winkel z, welchen die Tangente am Punkte M mit der x-Axe 


bildet, bestimmt offenbar die Steigung der Curve in diesem Punkte; 


diese ist aber einerlei mit dem Grade der Schnelligkeit des Wachs- 


6 
thums der Funktion an dieser Stelle, so dass also auch diese durch 
die abgeleitete Funktion f(x) —=tgr bestimmt wird. 


311. Die Aenderungen Ax, Ay werden, insoferne dieselben nichts 
anderes sind, als die Unterschiede zweier aufeinanderfolgenden Werthe 
von x und y, Differenzen genannt; lässt man dieselben unendlich 
klein werden, so führen sie den Namen Differenziale, und werden 
mit dz und dy bezeichnet, indem man die Charakteristik d an die 


Stelle von 4 schreibt. Die Grenze f&) = lm a welcher sich der 


: L. a 
Differenzenquotient a beim unendlichen Abnehmen von fx nähert, 


wird der Differenzialquotient genannt und mit n bezeichnet; 
( 

dieser ist somit einerlei mit der abgeleiteten Funktion, und durch die 

Gleichung: 


a a line 








definirt. 
So lange 4x einen endlichen Werth hat, ist 2 von er verschie- 
den, und man hat daher, wenn der Unterschied mit & bezeichnet wird: 
Ay__dy | 
Az da ar 


wo &-eine mit /x gleichzeitig verschwindende Grösse. Hieraus folgt: 
5 
Ny—=-,.I@ + 242, oder Ay=f'(a) In + eAm, 
welche Gleichung, wenn man /x und /y unendlich klein werden lässt, 
sich in folgende; 
ee 
Des, de oder dy=f’(x) dx es 


verwandelt; d. h. das Differenzial der Funktion ist gleich dem Pro- 
dukte aus dem Differenzialquotienten in das Differenzial der unabhän- 


a I 
gig veränderlichen Grösse. Der Differenzialquotient 4 Ef 1) eird 


aus diesem Grunde auch Differenzialeoefficient genannt. 

Es bedarf kaum der Erwähnung, dass die Differenzialien Grössen 
von derselben Gattung sind, wie diejenigen, deren unendlich kleine 
Inkremente sie vorstellen. So ist de eine Linie, Fläche, ein Zeittheil- 
chen, wenn x eine Linie, eine Fläche oder die Zeit vorstellt. 
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Eine Funktion y = f(x) differenziren heisst, das Differenzial der- 
selben suchen, welches, wie aus (1) erhellt, sofort gegeben ist, sobald 
man den Differenzialquotienten der Funktion kennt. Der Weg, auf 
welchem dieser erhalten wird, ist durch die Gleichung: 

z . f(@+ 42) — f(@) 
vorgezeichnet; man hat nämlich in der gegebenen Funktion x + Ix 
an die Stelle von & zu setzen, von dem Resultate dieser Substitution 
die ursprüngliche Funktion abzuziehen, und die Differenz durch JIx 
zu dividiren; endlich die Grenze zu suchen, welcher sich der-so er- 
haltene Quotient bei der unendlichen Abnahme von x nähert. 





Um diese Operation nicht für jeden einzelnen Fall vornehmen zu 
müssen, werden zunächst die Differenzialquotienten der einfachsten 
Funktionen: 


RUE 1X, 5 510% ,.C08E, 7 ale, sint .und= are 608% 


ein für allemal entwickelt, und sodann Regeln aufgestellt, nach welchen 


man das Differenzial jeder zusammengesetzten Funktion ohne Schwierig- 
keit bestimmen kann. 


” 


Die Entwickelung der Vorschriften, nach welchen das Differenzial 
jeder wie immer beschaffenen Funktion gefunden wird, und die Anwendung 
der Eigenschaften der Differenzialien und Differenzialquotienten auf die 
verschiedenen Probleme der Analysis und Geometrie bilden den Gegen- 
stand der Differenzialrechnung. 


I. Differenziation der einfachen Funktionen einer 
unabhängigen veränderlichen Grösse. 


312. Differenziation der Potenz. Es sei y —= x", unter m 
eine constante, übrigens beliebige Zahl verstanden, so wird: 


1% m 
SER (ea + Isyr — a" > (i rn 2) et 


AIx A% Ax 











ä Ix 
oder, wenn man der Kürze wegen —- = « setzt, wo « eine mit Jx 
2 


verschwindende Grösse bezeichnet: 


en ara, & ae ara 5 
A & 








re RE ee a eh DT en ne a EN NEE A Be nö 
Sg 3 “ ET UNE FL AR RE en > m. Ir Ge a N Ta RE I Be Ve EN n 6 
g Fe 6 0 r Sen Ga ee Bar nF VHL ar HEN ec Ra BR j DR ae BE hie TRUE Ehe 


S Ex 
Lässt man nun eine Grösse bedeuten, welche gleichzeitig mit « un- 
endlich klein wird, so kann man: 


a en (») 
setzen; hiemit verwandelt sich die letzte Gleichung in: 
Ay gl =. 
Ag a 
aus welcher sofort 
dı Ar h 
en == lim — — er Um 5 


folst. Es kommt daher nur noch auf die Bestimmung des Grenz- 

werthes: lim B an. Aus der Gleichung (») folgt aber, wenn man von 
0 

beiden Gliedern die natürlichen Logarithmen nimmt: m2(I+a)=I(1-+-P), 

1 in ae) 

m 11-4 P) 


LEBACH AN Le) | * . 
— _— 1 zart a | I, 
mc a P a a 


oder: 





ER iS 
d. i. wenn man beiderseits mit & multiplicirt: 
& 





1 


Geht man nun zur Grenze über, und beachtet, dass lim/(1 + a)* 
1 
—/lim(l+oe)* —=le= 1 |$. 66], und aus gleichen Gründen auch 


P ß 


1 
1 
lim?(1 + P)? = 1 ist, so kommt: — lim -—1, woraus lim re 
m [64 


folgt. Hiemit erhält man: 


d 
a MEN I und mE, 


dx 
Die in dieser Gleichung ausgesprochene Regel zur Differenziation 
einer Potenz mit constantem Exponenten lässt sich leicht in Worten 
ausdrücken. Als besondere Fälle derselben mögen ihrer häufigen An- 
wendung wegen folgende bemerkt werden: 


313. Differenziation der Exponentialfunktion. Es 
sei y — a®, so wird 
. Ay ar r2% _—_ 8% ad — 1 
— L 


—— a®. 
Ax As A 








und somit 








ERR BETEN ei] log a : 
Es ist aber |$. 65] lim “— =———, wo, die Logarithmen aus 
Ax log e 





einem beliebigen Systeme genommen werden können und e=2,7182. 
die Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet. -Man hat daher: 





di lo l 
a9 — q® SR und. d.: 0%. == 0% ec dx. 
dx log e log e 


Gebraucht man, wie gewöhnlich, die natürlichen Logarithmen, so gehen 
diese Gleichungen in die folgenden einfacheren über: 


dy | ERE 
er GET Re INA rl cr. 
dx 
20290 —e2wirds9—.6*, und 
dy | | 
ee A ne 
dx 


die natürliche Exponentialfunktion besitzt demnach die bemerkenswerthe 
Eigenschaft, dass ihre derivirte Funktion gleich ist der ursprünglichen 
Funktion. | : 


"8314. Differenziation des Logarithmus. -Für y=logx 
erhält man: 


Ax ( | 
ol le 
Ay log(z -FAs)#=logr 7 os ( ® % ) are Bu ” 


An As Ax Fa Ax 








setzt man hier der Kürze halber — =«, so wird 
| % 





lı 1 loe (1 Y) 
See lim 9 = lim _ \ = : 
d& TEEN & 
log (1 -+«) : ; 


Es ist aber lim 





— lim log (1 +)“ — log lim (1 + a)“ 


— 


; 4 
—=log’e, ‚somit | 
dy_ 1 1 


FE loge und d.lgz = „. lg e Kork 


Ist db die Grundzahl der hier mit iog bezeichneten Logarithmen, 


C3 


| | 1 
so hat man bekanntlich loge — en IS: 69], wenn mit / wie gewöhn- 


lich die natürlichen Logarithmen bezeichnet werden; man kann daher 
obige Gleichung auch in folgender Form schreiben: 


10 
L.: d& 
2.1 — —,, 
Be 
Ist endlich 5 = e, so wird y = Ix und 
d 1 
en EAN TR Re 
dx 


315. Differenziation der Funktionen: sinxz und cos. 
1) Es sei y=sin«, so findet man: 
Ar ( n 
sin Fe 
Ay sin(& HAIE) — sine Ber ET 2 
AR: Az Re Ax 





9, 


As 
d. i. wenn Kürze halber = .4 gesetzt wird: 


Iy sine 
Ve cos(2 + 0). 


Lässt man nun x und somit auch « unendlich abnehmen, so folgt, 





2 , SID ; 
weil bekanntlich lim FaNreeg Ie1sh: 
A d Ä 
ums a ee cosz, -und: d.snz —cosrd«. 


2) Kurz, — cos erhält man auf ähnliche Weise: 


A d 
2 sin 5 sin (2 + =) 








Ay__eos(® + Aa) — cos® 


A A% As 
sine . 
— — —— sin(C +0); 
a 

und hieraus durch den Uebergang zur Grenze: 
d 
ee 2 sinz, d.cos£t—= — snx de. 
dx 


316. Differenziation der cyclometrischen Funk- 
tionen: arc sin& und arc cos. 
1) Es sei y = arc sinz, so ist x — siny, somit: 


Ax — sin(y + Jy) — siny — 2 sin = cos (v + —) : folglich: 





Ay Ay 2 1 


EEE T NEN BRATEN re ze Kerzen ER 
7 A A ’ 
AR 2 sin” cos (v + = in“ cos (v + o 


























11 
hieraus erhält man nun, zur Grenze. übergehend: 
1 A 1 1 
EL IM 49 = —— re 
da Ag cosy Vi siny? 
oder auch wegen siny= x: 
d Kr dx 
L Sehne ce draresinz—— er, 
de Vı-ma? V1—.° 
2) Für y =are cosz wird & = cosy, somit 1% — cos (+ Ay) 
Ar Ar 
— 00859 —= — 2 sin . sin (v + =) ‚ und 
AIy 
Ay: Ay 2a 2 SL 1 : 
Au” Er N N 
Er 2 sin S sin (v + &) sin % sin (s + =) 
hieraus: 
ay Ay Leer a 
de a. eny a SV Sr og 
also: 
dy 1 dx 
en ee d.arc COX = — ——. 
dx Vı--a? 121 2 


III. Differenziation der Funktionen von Funktionen 
und der zusammengesetzten Funktionen. 


817. Es sei y=F(w) und w=f(x), so wird bekanntlich 
Funktion einer Funktion genannt; wie man sieht, ist im Grunde y doch 
nur eine Funktion von &, und es entsteht daher die Aufgabe, den 


Differenzialquotienten „ dieser Funktion in Bezug auf die unabhängig 


Veränderliche x zu entwickeln. Lassen wir zu diesem Ende x um Ix 
zunehmen, so werden auch « und % beziehungsweise die Aenderungen 
Aw und 4Jy erleiden. Aus der Gleichung y—= F(u) folgt zunächst 
Ay—= F(u + Ju) — F(w), folglich ist: 
Ay  F(uw+ Au) — F(w) 
DE ET A 
eine Gleichung, welcher man auch die Form: 
Ay  F(u+ Au) — F(u) Iu 
AR, Au AI 


geben kann. Beim unendlichen Abnehmen von ./x wird, wie aus dem 














She ER r er RR 
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Begriffe des Differenzialquotienten [8. 311] unmittelbar erhellt: 


im Ay. :dy im F(u + Au) — F (u) ' Ay dy RE 
im —- — —, m _— .  — -—-———, RN 
IR SR Au | Au du A 0 = dib 
hiemit verwandelt sich obige Gleichung in folgende: 
dy - dy dw dy du 
_— —--.— or Iy = — ED 
de ae du dee BE 


Ih, 
folgt. Das Symbol - bedeutet, wie man aus der obigen Entstehungs- 
du 


weise desselben sogleich erkennt, den Differenzialquotienten der Funktion 
= F(w), so genommen, als ob « die unabhängig Veränderliche wäre, 
oder — wie wir kurz sagen werden — den Differenzialquotienten der 
Funktion y nach (oder in Bezug auf) u genommen. 


Die obige Gleichung spricht daher den Satz aus, dass der Dif- 
di 
ferenzialquotient - der Funktion yin Bezug auf x ge- 


funden wird, wenn man den Differenzialquotienten dieser 
Funktion, nach w genommen, mit dem Differenzial- 
quotienten von-w, nach x genommen, multiplicirt. 
Wäre die Funktion y = F'(w) gegeben, und u=f(e), 2=9(x), 
so fände man auf gleiche Weise: 
dy  dy du dz ee dy du de 


de duwde'de du de de ' a2 





u. s. f. für eine beliebige Anzahl von Funktionen. 
Die Anwendung dieser Regel auf besondere Beispiele bietet keine 
Schwierigkeiten dar. So findet man: 


für? y = 1 sin x, indem /man sine. = w Setzt, 4 == lu, und 
dy 1 1 du dy 1 
a ler — COS BEN er 20050 OL, 
du: sinxz d& de sin® 


somit d.! sinz = cotsx de: 
für y —= (lx)", indem man Ix = u setzt, y = u", und 

dy | du 1. dy L 
Be a ER aer- — —-,. an (layfalis- 

ee dos an di (2) x. 
j | dx 
somit d. (a —.n (ie) —. 
2 

Bei einiger Uebung wird, wie man bald findet, die Einführung 

solcher Zwischenfunktionen, welche am Ende doch wieder herausfallen, 


ganz entbehrlich. So findet man leicht: 


2/7 ER | 4% 


Er 
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d.sin® cos« de | 
d.! sin& = — —- [nach $. 314) = ———— [nach 8. 315] = .cote x. de, 
sin ® sin&® 
| dx 
Be — net \ d.. Te [naeh 8. 312] —nka) =: 
; & 


übereinstimmend mit den früheren Resultaten. 


318. Es sei nun y— (u, v), wo u und v beliebige Funktionen 
der unabhängig Veränderlichen & bedeuten sollen, und % aus diesen 
Funktionen auf eine beliebige Weise gebildet sein mag. Die Funktion 
%,. welche in diesem Falle eine zusammengesetzte Funktion 
genannt wird, ist auch hier mittelbar eine Funktion von x, und es bietet 


ö 4 \ { i : da, 
sich wieder die Aufgabe dar, den Differenzialquotienten n derselben, 
da 


unmittelbar nach x genommen, aufzusuchen. Zu diesem Behufe sei fx 
der der unabhängig Veränderlichen x ertheilte Zuwachs, welcher in 
Y, u, v, die Zunahmen Jy, Au, Av nach sich zieht; aus der Gleichung 





Yy= fiu, v) folgt: 

Ay u Au, Ur AD) Fu, U, 
addirt und subtrahirt man im 21% Theile die Grösse f(u + Au, v), 
so erhält man: 


Ay=f(uw-+ fu,v) — fiu, v) 2 fu + Au, v + fo) — (u + Au, v), 
Ay _ fu rFfuo) we) , Mut Am HA) Flur Aw) 








. 
’ 


endlich 
Ay flu+fuv)— f(u,v) a fu+Au,v+4v)—f(u+Afu,v) Av 
DEN: Au "A« 








Av Ax 


Lassen wir nun /x unendlich klein werden, so nehmen auch Ay, Au, 





Av unendlich ab; die Quotienten ne a an haben bekanntlich die 
ae 21& 41% 
dy dw dv n 


zur Grenze. Ferner ist 





Differenzialquotienten 1 


R) 


dr : de 


f(w + Au, v0) — fu, v) d:flu vo)  dy 

Se 

d. i. gleich dem Differenzialquotienten der Funktion y — f(u, v), wel- 
chen man erhält, wenn man bei der Differenziation bloss « als unab- 
hängig veränderlich betrachtet, v» aber als constant ansieht. Dies erhellt 
sogleich, wenn man erwägt, dass in der im Zähler stehenden Differenz 
flu + Au, v) — f(w, ®) bloss u, nicht aber v eine Veränderung er- 


litten hat. Ferner ist: 








lim 
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. fu + Fu, v + Ir) — fu + Au, vo). d.flw + Au, ») 
Av | dv 

oder, weil fu zugleich mit fx verschwindet: 


..d.flw, v)___dy 
ae dv en 


d. i. gleich dem nach ® genommenen Differenzjalquotienten der Funktion 











y=/[(w, v), d. h. so genommen, als ob bloss » eine unabhängig Ver- 
änderliche, « aber eine constante Grösse wäre. Demzufolge wird also: 
dy dy du , dy de dy du dy dv 


en Idy=-—-. Ir 78 
mEnR du dx AUT dv de 3 


de du'de ' dv de 
Statt der letzteren Gleichung schreibt man kürzer: 
dy dy 
— du 
du a. dv 
Wäre die Funktion y —= f(u, v, w) gegeben, so würde man auf 
dieselbe Weise: 


dy — dv. 


dy_ dy dw | dy dv dy dw 
de dwdz dv de " dw de 
und 





dy — ( ae) 
dudz dvdz  dwdx 
erhalten; u. s. f. für eine beliebige Anzahl von Funktionen. Hieraus 
folgt nun der wichtige Satz: 

Das Differenzial einer zusammengesetzten Funk- 
tion wird gefunden, wenn man diese Funktion der Reihe 
nachin BezugaufjedederBestand-Funktionendifferen- 
zirt, so alsob nur immer eine der Bestand-Funktionen 
eine unabhängig Veränderliche, und die übrigen con- 
stant wären, und endlich die Summe der so erhaltenen 
Differenziale bildet. 


319. Die in den beiden vorhergehenden Paragraphen aufgestell- 
ten Sätze reichen hin, um jede beliebige Funktion einer unabhängig 


Veränderlichen zu differenziren. Bevor wir jedoch zu speziellen An- 


wendungen schreiten, wollen wir noch einige allgemeine Regeln ent- 
wickeln. 

1) Zunächst ist klar, dass das Differenzial einer constanten Grösse 
der Nulle gleich ist, weil ja eine ÜÖonstante als solche jeder Verän- 
derung unfähig ist. Bezeichnen wir daher mit a eine Üonstante, mit 
u eine beliebige Funktion von x, so folgt: 
für WEI FH SAY, rn Al; 


Mu £ h r 
a I zu N eds 











95) 


2) Aus y°= ausfolst ferner: Ay = uta + Au) au= adu; 


Ay 
hieraus folgt: — — a, somit, wenn man zur Grenze übergeht: 
Tu S 
dy 
RE a, - dy = adu, -oder -d.aw = adu. 
% 


Constante Faktoren, mit welchen eine zu differenzirende Funktion be- 
haftet. ist, gehen daher als solche auch auf das Differenzial über. 
3) Sind w, v, w, ... Funktionen von x, undy=tutrtw+ 
Sr 280 Habe man Ze AERO ARE N 


Ay Au dv. Aw 
und eye rer at 
woraus durch den Uebergang zur Grenze: 

day du dv dw 

de da sdere Unser 


und somit auch: 

DAB trVenN Wer 2. rau Bar tr awer re 

folgt. Das Differenzial einer Summe oder Differenz mehrerer Funktio- 

nen ist also gleich der Summe oder Differenz der Differenzialien der- 

selben. 
4) Für y = wuv erhält man: 


Ay (ur Au) + Io) ww . Au Av Au. Av 
Be RE, bi er 








Ax Ax An 
somit, wenn man zur Grenze übergeht: 
In du dv 
— En + u 15" oder d.w = vdu + ude. 
Allgemein, ist y — wvwt... das Produkt aus einer beliebigen Anzahl 
veränderlicher Faktoren, so ist: 
NUDE du + uwt ..... dv + wit ..... dw + uvw ..... dE + ..... 
oder, wenn man diese Gleichung durch y = uvwt ... dividirt: 
dy du dv dw , dt 
Be N Par 


Ein Produkt wird daher differenzirt, wenn man das Differenzial 
jedes Faktors mit allen übrigen Faktoren multiplieirt, und die Summe 
aller so erhaltenen Produkte bildet. 


u 
5) Es sei y= -, so hat man: 
® 











Ay & + Au s) 1 Br As 
4% 


® zu An: v 
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woraus durch den Uebergang zur Grenze: 
du dv 
B— — U— 
dy dx dx u vdu — udv 
> 7 oder d. = — 
dx ® (1 Q* f 


folgt. 

Das Differenzial eines Bruches ist daher gleich dem Nenner mul- 
tiplieirt mit dem Differenzial des Zählers, weniger dem Zähler multi- 
plieirt mit dem Differenzial des Nenners, das Ganze dividirt durch das 


Quadrat des Nenners. 


320. Wenden wir nun diese Sätze zunächst auf die Differenziation 
der noch übrigen goniometriscnen und cyelometrischen Funktionen an, 





wobei wir uns erinnern müssen, dass dsinz = cosxdx und dcosx 


=) - Sn dx -ISt. 



































sin x cosx’de 4 sinx’de °. de 
De u 
cos & c08 X” cos x? 
2) A ce — sin z’de — cos x’da dx 
a YT— COLE Zn dy — WER) EEE TER = = SS RAD 
7 ö ma. sin x? sin«? 
2 sinz d& 
2 Dedyer 
cos & c0s2? 
1 cosx dx 
Ice, yn rg 
sin & sin & 
5) y=.sin versw — 4.7.6008 2, 7.dyN=- 510.2 ds 
6) Yy= cosin verse — 1 -—- sn 2; /dy — = cos» dir; 
£ | dy 
7) y=arctgx; hieraus folgi: e — tgy, de = ——, folglich: 
cos y? 
dy f 1 1 1 + 
—- = (008 y? = —— = ——— — —— ——; somit: 
dx seccy 1i+ty 148% 
1.arc t z 
de are te we ne) 
1+ «° 
dy 
8) y=arccotge; z—=colgy, de—= — ———; 
sin Y 
dy Ba 1 | 1 
Ve sin ya I ee BE EP ee ers folelieh 
dx cosee Y” 1 + cotgy* 1.-+ x?’ 2 ; 
I .arc cot iu | 
ee are Sole ur a an 
Ver | 
Auf dieselbe Weise findet man: Br. 
dx dx 
9).d: are seen —= ı  — 5 darecoseer — a 
zVa®— 1 Year 1 
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Bezeichnet man mit ı irgend eine der vier goniometrischen Funktionen 
sin, tg, sec, sin vers, mit WU die entsprechende Cofunktion, so ist be- 
kanntlich areyz + arceWx —= dor, woraus darevix + dareWx — 0 
folgt. Hierin liegt der Grund, dass sich d.are sin — — d.are cos, 
d.arcetge = — d.arc.cotgz, u. Ss. w. ergibt. 
Sind überhaupt «, » zwei Funktionen von x, Ü eine Constante und 
w“trv=C, so folgt hieraus [nach $. 319, 1) und 3)] du + dv = 0 








oder dt —= F dv; dies gilt natürlich auch für C = 0. Hat man also 
i du dv 

u »—=.0. der un, So ist"auch du =.dv, oder — == dh, 
da dx 


sind zwei Funktionen von & identisch einander gleich, so sind auch 
ihre Differenziale und Differenzialquotienten gleich. 

Der Uebersicht wegen wollen wir die bisher entwickelten Differen- 
zialien der Hauptfunktionen zusammenstellen. Es genügt, diese im Ge- 
dächtnisse zu behalten, um sodann mit Hilfe der in den Paragraphen 
317, 318 und 319 aufgestellten Sätze jede wie immer zusammenge- 
setzte Funktion einer Veränderlichen leicht differenziren zu können. 


ER NE a der FrARla AR: Qr6r Seeid: 
dx dx 
d.. loe'e == loge. =; d.e 
0,3100 698. %0.dg., d.cos@ = — sinz.d«, 
7 da } { da 
d.tge ec = —— d.cotg x = — —— 
; cos 2?’ a sin x? ’ 
sin x d& | cos x da 
ÜRSEObe an d.cosee 2 = — ———, 
cos x“ sin 2° 


d.sin vers? 


sin 2.dR, 


d . cos versx = 


== 008. 0.dr, 


$ dx dx 
d BALCHSsIN.d nn en d ALOE EOS. erg 
2 F > 
yı — x Via? 

] t di ] ne dx 
dt .arc lg X = nn, EN ERBE COLE rn 

Le) ne, 

dx dx 





d., are see x = d.arc cosec 2 — = 








aVa®— ı 


321. Zur Erläuterung der bisher entwickelten Sätze über das 
Differenziren von Funktionen einer veränderlichen Grösse lassen wir 
einige Beispiele folgen. 


1) y— V5r—e?; man setze Bz=u, 2’—=v, 2e=u— v, So wird 


2 ; de 
Vz Vi, somit dy — az da = dw —- dv; dw — Bda,.dv — 2xde; 
2 


Herr, Höh. Mathematik, Il. 3. Aufl, 2 
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folglich de = (5 — 2x) de und 
— 2x)d £ 
re (5 x) ® 
2 V5n — x? 


Schneller gelangt man aber zum Ziele, wenn man mit der gegebenen 


1 . 
Funktion y = (52 — x°)” unmittelbar nach Vorschrift der‘ Gleichung: 
d.au" — mu"—tdu operirt. Man erhält dann: 


1 1 is 3 
dy—d(52— 2?) —4de—a”) ?dalde— a) —4(br—a?) *(5 — Ar)de, 





2) y—(a?-—b’rr)V22’+5; setzt man-a?2—b’x’—u, v 20? -5=r, 
3 Ir x B 
so wird y—=uv, dy=vdutudv—y2x? +5.du +(a?—b?’x?)dv. Aber- 


2) 2,9 9 DR 32 
du — d(a? — b?a?) = — 2b’rde, d—=dY2x? + 5— d(2x? +5)” 
- Arda 
— 1(22°-4 5) 3 Arde — Eee ‚ folglieh wird: 
3722" 5)° 
ee en 4x (a? — b’x?) de 
dy = — 20’ V2«°” +5 de a far ee E e 
3y(20* + 5)? 
3) y= al”; setzt man db? —='u, so wird y —= at, dy = arla du, N 


du — b*lb. dx, folglich : 
dy — at’brla lb de. 
4) y—=x*; hieraus folgt y—=xlxe, d.y—=x dc + le. de di 











da 
: — de +le.de—=(1 + Ile) dx; somit 
dy—= a” (1 + Ix) de. 
\ der to diae 
bB)y—=lhtgse, dy= ————; es ist aber d.tglx = —— 
a tg Ix 52 2 cos 4? 
= dr, da 
somit dy — =; - = ——., 
2.008402. , 18482, -22,c0s ix sin) "sin 
i 2E 2% h 
Sy —atetg sag? setzt man. U — Peer so wird y=arctgu, 
en u 7 a 
du 1— x» 4 2(1 4 
dy=———,. Aber du—- a ohaer = —— N eek > az 
1 u* (1 — 22)? da 





a 
1+wW=1 = a. Imrr£ folglich : 
en 
Rue e 
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IV. Differenziation der Funktionen von mehreren unab- 
hängigen Veränderlichen. 


322. Betrachtet man eine Funktion mehrerer von einander unab- 
hängigen veränderlichen Grössen, so kann man entweder nur eine, oder 
auch gleichzeitig mehrere oder alle diese Variablen sich ändern lassen. 
Im ersten Falle sind die übrigen Variablen als constant anzusehen; die 
Funktion ist- dann nur in Bezug auf die eine Veränderliche zu differen- 
ziren, was sofort nach den bisher vorgetragenen Vorschriften ausge- 
führt werden kann. Man sagst in diesem Falle, die Funktion werde 
partiell differenzirt in Bezug auf diese oder jene Veränderliche ; 
der durch diese Operation erzeuste Differenzialquotient der Funktion 
heisst ein partieller Differenzialquotient, und das Differen- 
zial ein partielles Differenzial. Ist z=f(«, y,...) eine Funk- 
tion mehrerer unabhängig Veränderlichen x, %, ... so wird der nach 
x genommene partielle Difterenzialquotient von z durch das mit Klammern 


dz 
versehene Symbol (2 ‚ und das nach x genommene partielle Differen- 
dK 


i ade 
zıal mit Be dx bezeichnet. Indessen werden die Klammern auch 
dx 


häufig weggelassen, wie auch in der Folge geschehen soll, da hie- 


durch eine Zweideutigkeit nicht leicht veranlasst wird; man hat nur 


£ 


vor Augen zu behalten, dass das Symbol —- eben nur ein „analytisches 
dx 


Zeichen ist, und nicht etwa dz und d« wie Zähler und Nenner eines 
Bruches sich verhalten. 


Betrachten wir nun den Fall, in welchem sämmtliche Variable 


eine Veränderung erleiden. Sei zunächst 2= f(x, y) eine Funktion 


- 





von zwei unabhängig Veränderlichen x und %; lassen wir letztere um 
4Jy zunehmen, so wird die Zunahme z der Funktion 2 gegeben 
sein durch die Gleichung: 


welcher man auch die Form: 


As, y — fe, y) + fe + As, y +Ay) — file + AR, y) 





+E ; A Ay, — dA: 

Nor 4n 97 - fiat EI IR ,y+Ay)— fe +Ax, Y)y 
Ax Ay 

ertheilen kann. 


a 
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Lässt man nun die Differenzen /x, /y unendlich klein werden, 
so wird, gemäss den in $. 311 entwickelten Principien : 


„Sat Is) ta s) _d.flo 9) _de 








As RS De da’ 
d. h. gleich dem partiellen Differenzialquotienten der Funktion 2z=f(x, %) 


in Bezug auf x genommen, weil, wie man sieht, in der Differenz 
fix + Ax, y) — f(x, y) eben nur & eine Veränderung erleidet, % 
aber constant. bleibt. Eben so ist, weil in dem Faktor von _/y bloss 
y sich ändert: 

fi + Ae,y + I) fe + AR, y) _d.fe + AR, 9) 
NE Re, r AR RR dy KRs 








lim 


I 


welche Grösse, da gleichzeitig auch ./z unendlich abnimmt, in: 


d. Flo, 9) _ de 


dıy Su 
d. i. in den partiellen Differenzialquotienten, nach y genommen, über- \ 
geht. Hiemit werwandelt sich die letzte Gleichung in folgende: 
d. 1. Fl , 9) a d.T(®, Y) 
l dx dy, 
RE © + NE 


oder 
dz dz 
de zn HUB 
dc " Ay’ 


Die linker Hand stehende Grösse de ist nun die unendlich kleine Ver- 
änderung, welche die Funktion durch die gleichzeitigen unendlich kleinen 
Veränderungen beider Variablen erfährt, und heisst das totale Dif- 
ferenzial der Funktion. Die obige Gleichung spricht daher den Satz 
aus, dass das totale Differenzial einer Funktion gleich 
ist der Summe der partiellen Differenzialien. 

Die obige Entwickelung lässt sich ohne alle Schwierigkeiten auf 
Funktionen mit mehr als zwei unabhängig Veränderlichen ausdehnen. 
Man hat daher allgemein, wenn u —=f(«, 2 2, ab yaist: 


du — du + dy nn AST Eh) 


Hiedurch ist die Aufgabe, das totale Differenziale einer Funktion 
von mehreren unabhängig Veränderlichen zu bilden, darauf zurückge- 
führt, die Funktion der Reihe nach in Bezug auf jede einzelne der 
Variablen zu differenziren, wobei alle übrigen jedesmal als constant 
gelten, und somit wieder die in den früheren Paragraphen für Funk- 
tionen einer Variablen entwickelten Vorschriften Platz greifen. 


2] 





Beispiele.) Sei. 2 sin z’eosy, so‘ ist: 


dz = 008% 608y de — sin» sin y dy. 














s 2 Y { ev 
Ba 2) a ee ee hieraus folst : 
w Ve: ty? 
de (ae +y?—x)yer de Be 
EN re 
: (2 + 99) er 
3 somit 
22 PPET 
Be = ye® Eee 
R dd — u de + —— ; dy. 
ee 2 an 2 
En 3) Bezeichnet man mit «, JR y, A, B, C die Seiten und Winkel 
eines sphärischen Dreieckes, so ist bekanntlich : 
Be c08 @ —= 005 c0sy + sin siny cos A, 
welche Gleichung den Winkel @ als Funktion von £, y und A bestimmt; 
" man hat also: 
Br u ee W + da 14 
- AU ZZ. — > IV Sen . 
% ap way dA? 
; differenzirt man nun obige Gleichung partiell nach jeder der unabhän- 
= gigen Veränderlichen £, 7 und A, so erhält man: 
— sin de — — (sin ß cosy — cos ß sin y.cos A) dß — -— sina cos Ö dP, 
3 — sina da — — (cos sin y — sin ß cosy cos A) dy—= — sina cos B dy, 
— sina da —= — sin siny sin A dA—= — sine sinysinDB dA; 
somit sind die partiellen Differenzialquotienten: 
5 da die da 
Be: — —6080,. ——c0B;  — —siny sin B 
dß dy dA ’ < 
und man hat folglich: 
Bi: da —= cos C dß + cosB dy + siny sinB dA. 
E Anmerku 28.4 Ist, wie oben, v=f(&,.Yy, 2, 8%,» J.und: sind: % 2,1%... 
\ Funktionen der einzigen ln Veränderlichen x, gegeben durch 
4 die Gleichungen: „= y(a), 8s= (2), t=X(&), ....,.so erhält man nach 
5 8. 318: 
Iı du l 
Be... du -. de 4 =) dy-+ 7, de+ Er detR 
Bn\ welche Gleichung mit (1) vollkommen ee und demnach stattfindet, 
es mag nur eine der Veränderlichen ©, y, 2. t,... unabhängig sein, oder 


wenn alle es sind. Der Unterschied besteht aber darin, dass im letzteren Falle 
die unendlich kleinen Inkremente dx, dy, dz, dt alle willkürlich und von 
K- einander unabhängig sind, während im ersten nur dx willkürlich ist, und die 


= übrigen von d« abhängig, und durch die Gleichungen dy = y’(x)d«, de = 
E i : : . ! 

8 pn (a)da, de = X (a) de u. s. w. bestimmt sind. 

H 

- 





Pu 
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328. 1. Betrachten wir noch als speziellen Fall eine homogene 
Funktion von mehreren Veränderlichen. Eine Funktion u=f(x. 9, £, ...) 


/ 


heisst bekanntlich homogen vom Grade n, wenn sie der Bedingung genügt: 
Hierin starvi NE a ), 
wobei / eine neue Veränderliche bedeutet. Differenziren wir diese Glei- 





chung in Bezug auf t. Der Differenzialquotient des zweiten Theiles ist: _ 


MUT UER 
Setzt man ferner: 
DEU TE ar 
so-wird.der erste Theil = F(&,9,% .... .), und dessen Differenzial- 


quotient: 

df de df dr df dc 

ERS GERT ee en ee 

d& di dn dt di di 
beachtet man nun, dass aus den Gleichungen a =$&, y=n, lz={£, 
U.28.2w, tolst: 





ds dn de 
ri, = —MW, — ZZ, 
dt dt dt 
so erhält man: 
df df df i 
0.— Y— 2 RE RE RN a 
".dE Ei I dr = dd © Bere} 
»Setzs. man endlich ZI, ewunteg nr ya... und de 


letzte Gleichung verwandelt sich in folgende: 


df ar df 
re Ya, 25 BEER 
Multiplieirt man daher die partiellen Differenzialquotienten einer ho- 
mogenen Funktion des »t" Grades beziehungsweise mit jenen Verän- 
derlichen, nach welchen sie genommen sind, so ist die Summe der so 
gebildeten Produkte gleich dem Produkte aus der Funktion selbst in 
die Zahl n. 

Dieser Satz ist unter dem Namen: Lehrsatz von den homo- 

genen Funktionen bekannt. 


s Re 3 du du 
Ist z.B. u = (2? +9?) e&®— r?z?, so hat man — = 20’, 
dx dy 
5 du : u : 
a2, ne 2r%2 und 22; und-es-ist in der That: 
dz 





20:0 .2 + 20’y.y — 2r?z.2 —= 2[(x? + Y?) c* — r?2?] = 2u. 
II. Eine bemerkenswerthe Eigenschaft kommt auch den Funktio- 
nen von der Form: 


v=fe +y+2+....) 








3 a A Pe > Er ed A ae Be Da BE ee U ER 
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zu, wenn nämlich die Funktion bloss von der Summe mehrerer unab- 
hängig Veränderlichen abhängt. Setzt man t= 2 +y+:z-+. so 
wird «= f(t) und 

du df d du df d. du df 

der de ’de’ dy  di’dy‘ de di’de 
Aus der Gleichung = 2 + y+2-+ ... folgt aber: 
di dt dt 











somit auch 
du du du 


da» dy . de 
die partielleu Differenzialquotienten solcher Funktionen sind demnach 
unter einander gleich. 


V., Differenziation der unentwickelten Funktionen. 


324. Wir haben uns bisher nur mit entwickelten oder explieiten 
Funktionen beschäftigt. Es sei nun eine Gleichung von der Form: 
f(x, YUV RAR, (1) 
gegeben ; die Auflösung derselben nach %, gleichgiltig ob sie ausführbar 
ist oder nicht, würde ein Resultat von der Form y—=g(x) darbieten, 
woraus man erkennt, dass nür eine der beiden Veränderlichen, etwa x 
als unabhängige Variable, die andere 9 als Funktion von x betrachtet 
werden muss. Man sagt in diesem Falle, % sei durch die Gleichung 
(1) als unentwickelte Funktion gegeben. Handelt es sich nun um die 
da . > 
Darstellung. des Differenzialquotienten — und kann oder will man die 
da 
Gleichung y—= p(x). aus welcher er nach dem bisher Vorgetragenen 
leicht gefunden werden könnte, aus (1) nicht ableiten, so kann derselbe 
auch aus der Gleichung (1) unmittelbar ohne Schwierigkeit entwickelt 


werden. 


Diese Gleichung besteht nämlich für jeden Werth von’ x; lassen 
wir also x in 2 + 4x übergehen und bezeichnes die entsprechende 
Aenderung von 4 mit Jy, so erhalten wir: 

+ I, y+ I) = 
Durch Subtraktion beider Gleichungen und Division mit „fx folgt 
Kat de, y+ I) — fa, y) 
EEK 


welche Gleichung auch in der Form: 





al 
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far de. — Na 39) , ers y HAN TIerAey) a, 
As a: Ay "de 


geschrieben werden kann und für jeden Werth von Jx gilt. . Lassen 
wir nun „/x unendlich klein werden, so ergibt sich (ebenso wie in $. 318): 
df(z, 9), dio, y) day... 


: 10) 
dx dy dx 





als Resultat der Differenziation der Gleichung /(x, y)=0, wofür man 
auch einfacher: 

df day 

de " dydae 


schreibt. Hieraus folgt nun: 


& a 
l lc „de: 
er = — ae ‚, md dy= — a Br 
dy dy 


Ohne daher die Gleichung f(x, y) = 0 nach % aufzulösen, er- 
dy:. 
hält man den Differenzialquotienten - indem man den ersten Theil der- 
dx 


selben nach x und 4 partiell differenzirt, als ob beide Grössen unab- 
hängig Veränderliche wären, die beiden so erhaltenen derivirten Funk- 
tionen durcheinander dividirt, und den Quotienten mit entgegengesetztem 
Zeichen nimmt. 


ö BB df 3 
Sei z.B. 1) f(x,4)—=y° —2ax”y”+x°—0; man hat T —snttanye, 














Ex ——5y4 — dax’y, somit 
dy 
dy sat E Aany? day? — 58° 
de By Aanty By — Aany' 
€ / Y b df 
2) Ist /(&, y) = xy — arc tg IN 0, so erhält man SER y-4 
) df 
2 2 = ee ug folglich: 
Or a ey 
Ben eye 


Man kann übrigens auch, wie leicht einzusehen, die gegebene 
Gleichung unmittelbar differenziren, und wird dadurch, ohne auf obi- 


e da 
gen allgemeinen Ausdruck von n, zurückzugehen, oft schneller zum 
d& 


Ziele gelangen. So ist das Difierenzial der Gleichung des ersten Bei- 


Eh > En zaXx REN 2 Gl 7 5 A 7 BE VRR Ba VE Dark U 2 AR a ET a N en FEN 
ET et Fi Re. ER RE EN. ? Di en ae Bi, N ee eg N er 
ee vr. & y F hr - we 4 5 re Ir 


R 7 


Es 


DiSE> 
2 





ur) 
< 9 ar 3 2 E77 \ dy 
spieles: _ (94° — dax’y) dy — (duxy” — 5%) de —= 0 ,\woraus ER, 
dx 
any? 50 
BT ———- folgt, wie oben. 
97° — dax’y 


Es liegt in der Natur der Sache, dass der Ausdruck des auf diese 
Art gefundenen Differenzialquotienten einer unentwickelten Funktion im 
Allgemeinen nebst x auch noch y enthält, welche Grösse aus demselben 
auch nicht weggeschafft werden kann, wenn man die Gleichung 

Ka) =0 

allgemein nach % nicht aufzulösen vermag. Nichts desto weniger kann 
aber der einem bestimmten Zahlenwerthe von & entsprechende Zahlen- 
werth des Differenzialquotienten immer angegeben werden. Man wird 
nämlich zuvörderst den gegebenen Zahlenwerth von 2 —=«a in die Glei- 
chung f(x, 9) = 0 substituiren, wodurch dieselbe eine numerische 
Gleichung mit einer Unbekannten % wird, welche bekanntlich durch 
Näherungsmethoden immer aufgelöst werden kann. Findet man aus 
derselben 4 = b, so wird man die Werthe @=a, y=b in den Dif- 
ferenzialquotienten substituiren, und so den gesuchten Zahlenwerth des- 
selben für 2 — «a erhalten. 

Das Verfahren bleibt dasselbe, wenn die gegebene Gleichung mehr 
als zwei Veränderliche enthält. Ist z. B. die Gleichung f(x, y, 2) —=U 
gegeben, in welcher &, %, die unabhängig Veränderlichen sein mögen, 
so erhält man zunächst durch Differenziation nach allen drei Ver- 
änderlichen ; | 


Il. If If 
2 dx ER dy + _ li. Me) 
df df 
da dy 
woraus de =. — if de — Me dy 
R: dz dz 
If df I cd 3 
folgt. Hier sind — A 8 un a die partiellen Differenzial- 
dx dz dy dz 


quotienten der Funktion 2 nach x und y genommen. Man kann diesel- 
ben auch noch auf einem anderen Wege erhalten. Da in Folge der 
gegebenen Gleichung z als Funktion von x und % bestimmt wird, so 





dz dz Ä Sa 
hat man dd = Ir de + 1 dy. Setzt man diesen Werth von dz in die 
dx y 


Gleichung (m), so verwandelt sich dieselbe in folgende: 


de ' de de dy ' dzdy 
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da nun die Grössen x und %, folglich auch ihre Differenzialien von 
einander unabhängig sind, so kann diese Gleichung nur bestehen, wenn - 


jeder der Öoeffieienten von de und dy für sich = OÖ ist; man hat 
daher: 

[BE If dz If If dz 

x Ey und = er ; 

de: de ds dy dedy 


1. 


- Er es 5 in £ - tz 
aus welchen Gleichungen für die ypartiellen Differenzialquotienten Ar 
| dx 


m 
3 
5 


( R PR 
und -— die schon oben erhaltenen Werthe sich ergeben. 
dy 
325. Es erübrigt noch die ‚Betrachtung des Falles, wenn die ver- 
änderlichen Grössen durch mehr als eine Gleichung mit einander ver- 
knüpft sind. Es seien z. B. die beiden Gleichungen: 


HU ON; 210.9, 400 
gegeben, in welchen x, y unabhängige Variable, «, v zwei Funktionen 


derselben bedeuten. Differenzirt man diese Gleichungen nach =. und 
y, und beachtet, dass « und ® Funktionen von x und y sind, so er- 








hält man: 
df di-du2= zdf a) (2 df du  -df ) 
-_ _ — Id. - ——Idy—=VQ, 
( du dx ze do. da) "” Eu .dy e dudy  dvdy > 7 





Ka dFdu  dF 4) e dFdu  dF 2) 
3 da + day —ÄR 


r du dy “ 


Da die Grössen x, 9, und folglich auch ihre Differenzialien dx und dy, 
von einander unabhängig sind, so können diese beiden Gleichungen 
nur bestehen, wenn jedes der vier in Klammern eingeschlossenen Tri- 


de " du de | dv da dy dv dy 


nome für sich —= 0 ist, wodurch obige Gleichungen in vier andere 
zerfallen, aus welchen sofort die vier partiellen Diiferenzialquotienten 
du du dv d 


e) 





bestimmt werden können. 


dx dee’: dy 


























ZWEITES KAPITEL. 


VON DEN HÖHEREN DIFFERENZIALIEN UND DIFFERENZIALQUOTIENTEN 
DER FUNKTIONEN. 


I. Höhere Differenzialien der Funktionen einer 
Variablen. 


326. Wir wissen, dass der Differenzialquotient y — f’(x) einer 
beliebigen Funktion y= f(x) im Allgemeinen wieder eine Funktion 
von x ist. Nichts hindert daher, diese Funktion „= f’(x) einer 
neuerlichen Difterenziation zu unterwerfen; der Differenzialquotient der- 
selben, den wir mit 9” oder f”(x) bezeichnen, wird abermals eine 
Funktion von & sein, welche wir wieder differenziren können, und 
deren Differenzialquotienten wir mit y”’ oder f”’ (x) bezeichnen wollen. 
Auf diese Weise fortfahrend können wir aus jeder Funktion y —= f(x) 
eine Reihe anderer Funktionen ableiten, von welchen jede der Diffe- 
renzialquotient der vorhergehenden ist; hiedurch entstehen die Diffe- 
renzialquotienten der verschiedenen Ordnungen der 
Funktion y = f(x); man bezeichnet sie mit: 


Y, y, x”, yN, er yo), 


oder 


Da er lee 


„und nennt nun insbesondere f’(x) den ersten, f”(x) den zweiten, 


...f"(z#) den nt" Differenzialquotienten der Funktion f(x). 
In gleicher Weise können aus dem ersten Differenziale 
dy—= f(x) dy 
der Funktion „= f(x) die höheren Difterenzialien derselben abgelei- 
tet werden, da jenes wieder als Funktion von x sich darstellt, und so- 
mit einer neuerlichen Differenziation unterzogen werden kann. Hiebei 
ist in dem Produkte f(«)dx, dx als ein constanter Faktor zu betrach- 


ten, indem der an sich willkürliche Werth des Inkrementes d« von x 


unabhängig ist. Dies vorausgesetzt, ergibt sich durch Differenziation 
der Gleichung dy=f’(x)dx die folgende: d.dy=df’ (x). dx; es ist 
aber dem Begriffe des. 2'°" Differenzialquotienten gemäss: df’ (x) — 
f"(x)dx, somit, wenn man den bei der zweiten Differenziation der un- 
abhängig Veränderlichen x ertheilten Zuwachs dx gleich dem früheren 
annimmt: d.dy—= f"(x)de?; statt d.dy pflegt man Kürze halber d’y 


zu schreiben, und hat daher: 


RL (8) de: 


Ey sg x et 2 BE Si BR ER DT nr PRDN RT SNet RER EZ be I 


I: 
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als zweites Differenzial der Funktion f(x). Aus diesem folgt auf 
gleiche Weise: d. d’y—=df”(x).dx?,.d. i. weil df" («)—=f” (x) dx ist, 
und wenn man d’y statt d. d’y schreibt: 
dy— fe (2).de? 

als drittes Differenzial u. s. w. Wie man sieht, sind in den Aus- 
drücken der anfeinanderfolgenden Differenzialien der Funktion y„=f(®) 
die endlichen Faktoren f’(&), f” (x), f” (x), u. s. w. mit immer höhe- 
ren Potenzen der unendlich kleinen Grösse d& multiplieirt, und sind 
demnach unendlich kleine Grössen derselben Ordnung, wie die Poten- 
zen von dz, welche in ihren Ausdrücken erscheinen. Betrachtet man 
daher dx als ein unendlich Kleines der 1°“ Ordnung, so sind die suc- 
cessiven Differenzialien der Funktion y—= f(x): dy = f(x) d«, d’y = 
Fla)de’r, day —f"(z)Ard,...d’y—= f"(x)de” beziehungsweise un- 
all kleine der en aan en I rANUNG oe dasE 
also jedes dieser Differenziale unendlich klein. ist im Verhältniss zu 
dem unmittelbar vorhergehenden. 

Die obigen Gleichungen lassen sich noch in folgender Form schreiben : 


da a d’y = d’ı nn d"ı 
a), Sera, Gt. 


dx dx? dx? dar 





wodurch die häufig angewendete Bezeichnung der höheren Differen- 
Py d’y 


zialquotienten durch die Symbole a TEE gerechtfertiget wird. 
2 x 


327. Nach dem Gesagten hat die successive Entwickelung der 
höheren Differenzialien einer Funktion keine Schwierigkeit. Betrachten 
wir zunächst die einfachen Funktionen. 

1) Für y= x" findet man: 


A 
d’y = mm. — 1)" 22 det, 
dy—=m({m — 1) (m — 2) a" 3 da?, 


dy—=m(m —1)(m — 2)... [m — (n — 1)| 2" a". 
Man sieht leicht, dass die Reihe dieser Differenzialien ohne Ende 
fortläuft, wenn m eine gebrochene oder negative Zahl; ist: aber m eine 
ganze positive Zahl, so wird das m!® Differenzial und der m“ Niffe- 
renzialquotient beziehungsweise: 
day —= m(m — 1) (m — 2)... .. 3.2.10. de, 
dm | 
de 
also constant, und alle folgenden sind der Nulle gleich. 





I—_ mm —ı)(m — 2). re Dr). 


MS 


en. 

Ü 
Fr gr 
N * 
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Aus obiger Gleichung für d"y, folgt: 
1 RATEN, 
N de, 
A 2 gen Hi 
x a Se ER BEAL SIEBEN NE 
BE AN RE ee u - V AR", 
D) i i DIN pl 
R 1 a ER an ee 
| für m = I: Rn rl F ee = A 1) dan. 
4 E\ X IM gen Vx 
Zero y — al und y —.e&,.erhält man: 
dere a La I ERZENET AR 
Ma a ka) der ee er 
dena —e alla) dr? dee .de> 
ar ala"dzt., de „ee — e2.. da", 


Die Differenzialquotienten der verschiedenen Ordnungen der Funktion 


e” sind daher unter sich gleich, 


3} Für. y = I findetman! 


P) 1 h ‘) 





dr dry da dy— der, an. 
R T GER 
1 N U Ei 
d" Ic — MT ( . de © _ En oe. . u er ) ch, 
7 gen 
4) Für die Funktionen y — sinz und 9 —= cos« ergibt sich: 
d sinz cosx.dx d cos 2 sm de 
d?sin& — sinzd«” d? cos & 005 2 de” 


d’sint —= 


d*sinx 


— c0st2.dx? 
sin x d«* 


d’ cos & 
dt cos x 


sin © dx? 
cos x dx*. 


und cosx& haben daher vier ver- 
‚schiedene Werthe, welche periodisch wiederkehren. Allgemein ist: 


Die abgeleiteten Funktionen von sin & 


N 


: i 7U ZU 
d" sinz — sin (» +n >) da wdR Co 4 — 608 (2 +n 5) DER 


man überzeugt sich hievon leicht, wenn man erwägt, dass n nur eine 
der vier Formen, Am + 1, 4m + 2, Am + 3, Am + 4 haben kann, 


{ h ZU e £ 
für welche sich sin (2 4 n = der Reihe nach auf cos, — sin, 


— 08%, sinx reducirt. Ein Gleiches gilt vom Cosinus. 


5) Für „= are sin« findet man: 





y— a u 1 Bas 2 =, 
Eee et) ee RER: (1422) 1— 2?) *; 








MA Und: TUR > ara 008 








dy ey Ay ee ng 
At 2?) 9, et 2”) m 14+2e9) (1-2?) x. 
Us2S.2W% - 


II. Höhere Differenzialien der Funktionen von Funktio- 
nen und der zusammengesetzten Funktionen. 


328. Es sei y—=f(w) und « — p(«), so hat man bekanntlich 


318): 
day dydu 2 


de dudae' 


differenzirt man diese Gleichung mit Rücksicht darauf, dass der 21° 
Theil ein Produkt aus zwei veränderlichen Grössen ist, so erhält man: 


dy du 
3 di = d— 
d’y du du dy dx 
des de de au de 
du 
dB 
. UK . (? . . Y . 
Nun ist offenbar - - der 2'° Differenzialquotient der Funktion =, also _ 
dx 
da 


d’u du € e 2 
— ——.; das Symbol SE drückt den ersten Differenzialquotienten der 
“ IX 


._  .dy & ' 
Funktion en nach x genommen aus; erwägt man nun,- dass. m ZU- 
du du 


nächst eine Funktion von « ist, so hat man, gemäss der Regel des 





Rull 2 

de 

dies BYE ee 

810. = - — - .— 3; hiemit wird nung 

dx du” dx 52 

dayız. dey du: dy d’u Say ready, | 
I — — — und dy—=--du? + — d’u. 
de” du? d«: du dx” 3 du? an du 2 


Hieraus ergibt sich durch eine 3t° Differenziation : 
d’y  d’y du? 13 Uy du du  dyd’u 
de? du? de? du? de de? | du da?’ 


u. s. w. Wäre z. B. die Funktion y=!tgx gegeben ,. so kann man 








y—.lu, w=tgx setzen und hat nun: ü 
1ys 35: 24U 1 nd 2 - 
Te. re re DIN ee se 
du... u. de: cos x“ ... dee 7 Sin: 2% | Er 


2 d°%Y A t Arm. 2,5in 
du? war: dr Neosweit dr Cosa u 

















e & w ve de e jr ) r- “ iS ne 
Sl 
womit man nach leichter Reduktion: 
2 
d’ı 4 .c08 2% 
2 ———- findet; u. s. w. 
dx sin 22° 


In speciellen Fällen hat man übrigens nicht nöthig, auf die obigen all- 
‚gemeinen Ausdrücke zurückzugehen; es ist in der Regel immer ein- 
facher, mit der gegebenen Funktion unmittelbar zu operiren. So hätte 
DENIM 4 c052%. 


man für y=Iltgx!: — = <——) 1 — — - SEI MARSL 
dx sin?2x' da? sin 2x? ’ 





8329, Es sei y=fl(w, v), und v—=gp(&), v—=w(e) zwei. Funk- 
tionen von x, aus welchen % auf beliebige Weise zusammengesetzt sein 
mag. Nach S. 318 hat man: 

dy  dydu | dydv 








de dudz ' dvdz' 


um diese Gleichung zu differenziren, erwägen wir, dass die Grössen 
.dy dıy 


u 


m und Fr im Allgemeinen Funktionen von « und ® sein werden, und 
du dv 


somit nach der Regel für die zusammengesetzten Funktionen zu diffe- 


2 


> 
12, 4 


renziren sind; bezeichnen wir daher mit —  -— und -—— 
| du dv dv du 


f 
[3 


die Differen- 





: ; # da dy 
zialquotienten, welche man erhält, wenn man -— nach » und — nach 
da dv 
« differenzirt, so kommt: 


ey Rn du d’y a du  dyd’u 





= + ost 


dx” du? de dudv dx) da du dx? 


a ( d’y du , d’y = dv dydv. 
dvdu de ' dv? de) de ' dvdz?': 








are BE, d’y d’y 
es ist aber, wie wir später [$. 330] sehen werden, . —— = ———— ; 
dv du du dv 





somit: 


day d’y du?  dyd:u d’y dude  dyd’v _d’ydv”? 


ae 
In dieser Weise fortfahrend, könnte man ohne Schwierigkeit zu den 
höheren Differenzialquotienten gelangen, was jedoch von wenig Nutzen 
wäre; das Gesagte reicht hin, um das Verfahren deutlich zu machen, 
wenn mit allgemeinen Funktionszeichen zu rechnen ist. In besonde- 





+2 


" du dv de de 





da du? dx? du de? dvd: ' dv? da” 


ren Fällen führt die unmittelbare suecessive Differenziation rascher 
zum Ziele. 

Betrachten wir, um ein allgemeineres Beispiel über diesen Fall zu 
geben, die Funktion 4 = wv, unter w und © beliebige Funktionen ver- 
standen; wiederholt differenzirend erhalten wir: 








ee) 
1) 


d .wv —=udv + vdu, 
d?.w —=nud’v + 2dvodu + vd’u, 
d.w —=ud’v + 3 dud’v + 3d’udo + vd’u, 


d.w = ndw + Adud’v + 6d’ud’v + Adude + vd'n, 


u. s. w. In den Coefficienten erkennt man das Gesetz der Binomial- 
coeffiecienten, so dass also allgemein sein wird: 


h N q: Eure 
d". uw — ud"v + () dud'=w —+ >) Ama TReT  e. + vd"u; 


die Richtigkeit dieses Ausdruckes lässt sich leicht durch den Schluss 
von n auf n + 1 nachweisen; man bedient sich desselben mit Vortheil, 
um die höheren Differenzialien eines Produktes zu bilden. 


Es sei z. B. ein Ausdruck für den »'°" Differenzialquotienten der 


Funktion f(x) =tgx zu entwickeln. Schreibt man diese Gleichung 
in der Form: sin ROSE so erhält man durch »malige Differen- 





ziation derselben, indem man auf den 2'°" Theil die obige Formel für 
d" .wv anwendet, und beachtet, dass d" sin“ — sin(@ + }nar ) da" ist: 


76 1 Dr. N 
sin (« +n 5) — 009% rw(@)--(}) sin f | s) cos fa) + 
-1- en sin af" ade) + (;) eosaufin Aa) ES 


€ 


woraus: 


cos x 


folgt. Diese Gleichung gibt den n!*" Differenzialquotienten, ausgedrückt 
durch alle vorhergehenden, und kann demnach zur successiven Entwicke- 
lung derselben benutzt werden. 





Um eine Rekursionsformel für den n'°" Differenzialquotienten von. 


DER ale sinz zu erhalten, differenzire man diese Gleichung zweimal, 
wodurch man: 


1 2 


< N SH ‚, = ü Fe m 
N a Se: 


erhält; durch Elimination von yı -—- x? gewinnt man aus diesen beiden 
Gleichungen folgende Relation: 


1— er) fe) =af le); 


differenzirt man nun diese Gleichung (n — 2) mal, indem man auf jedes 
der Produkte die Forn N für d", av» anwendet, so ergibt- sich: 











(a) On are) —2 ("5 ) Fee) = are) 
+n — 2) IR), N 
(In — 3) fe) + m 2 re) 


eg 


und hieraus: 
fe) = 


Auf ähnliche. Weise kann man sich Rekursionsformeln für die 
übrigen goniometrischen und eyklometrischen Funktionen verschaffen, 








I. HöhereDifferenzialienderFunktionenvonmehreren 


veränderlichen Grössen. 


330. Es sei u=f(x, y, 2, ...) eine Funktion von mehreren un- 


abhängigen Veränderlichen; das Differenziale derselben: 


at dt der... 
ist im Allgemeinen wieder eine Funktion von &, %, 2, ..., und kann 
demnach wiederholt differenzirt werden, entweder nach allen Verän- 
derlichen oder nur nach einer oder mehreren derselben. Im ersten 
Falle erhalten wir die successiven totalen Difterenziale der Funktion 
u, welche wir mit du, d’u, d’w, ... bezeichnen; im zweiten Falle 
entstehen die successiven partiellen Differenzialien und Differenzialquo- 
tienten, über deren Bezeichnung folgendes zu bemerken ist. 
| du du SE 
dan’ dy"? 
renzialquotienten der Funktion « vor, genommen bloss nach einer Ver- 
änderlichen &, %, u. s. w., welche man erhält, wenn man die Funktion’ 
nmal hinter einander nach &, oder y u. s. w. differenzirt. 

Jeder solche Differenzialquotient ist aber im Allgemeinen wieder 
eine Funktion von &, %, 2, ... und kann daher wieder nach. jeder 


= 


Die Symbole u. Ss. w. stellen die »'%% partiellen Diffe- 


ı 


dieser Veränderlichen differenzirt werden. Wollte man z. B. ee mmal 
R DA 


nach y differenziren, so hätte man den resultirenden Differenzialquo- 


“ tienten zu bezeichnen mit: 








du 
m 
da" 
dt 
Armng 
wofür man kürzer RE? schreibt, wobei zugleich die Reihenfolge der 
y"da 


Differenzialfaktoren im Nenner, von rechts nach links, die Ordnung 
Herr, Höh. Mathematik, II. 3. Aufl. 3 
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anzeigt, in welcher in Bezug auf die einzelnen Variablen difierenzirt 
wurde. Hieraus geht die Bedeutung von Symbolen, wie folgende: 


d’u d’au d’u d’u . = ei. 


9.58. W. 





dyde’ de?dy’ dedy?’ dedyde’ 


2 

du Ä y : 
klar hervor; —— wird erhalten, wenn man die Funktion « zuerst 
dydz 


: ; ß : du 
nach x, und den hiedurch gewonnenen Differenzialquotienten I sodann 
u 


[53 
07 


——— Ist das Ergebniss einer dreifachen Differen- 


nach % differenzirt; —— 


ziation, die 11° nach 9, die beiden folgenden wiederholt nach ® aus- 
geführt; u. Ss. w. 

Der Ausdruck oder Werth eines solchen nach meh- - 
reren Veränderlichen genommenen partiellen Differen- | 
zialquotienten ist völlig unabhängix von der Ordnung, 
in welcher man die angezeigtenDifferenziationen nach 
den einzelnen Veränderlichen ausführt. = 

Wir. wollen diesen Satz zunächst für den  Differenzialquotienten 
zweiter Ordnung: s 372 Br 

UN WER 
dyde“ dady | 47 5 
nachweisen. Bekanntlich ist, wenn wir w— f(x, y) sein lassen, ee 





die Grenze, welcher sich das Verhältniss 
Au fi + 48; Else ed) 
DR Ax 
bei unendlich abnehmendem x nähert; hieraus folgt, dass, nach dem 
d? , 
Begriffe des Differenzialquotienten, ek die Grenze des Verhältnisses: 


fe + As 9» +) -faytSsy) _ fetIs )— fo y) 


Ax As 


| ; Ay 


ist, wenn fx und /y sich gleichzeitig der Nulle nähern. Gehen wir 











du 
umgekehrt von dem Differenzialquotienten 2, als der Grenze des Ver- 


hältnisses:- u 
Au Ta AN tn 
Ay Ay. | E 


2 


U 


d 
dad 








aus, so haben wir als die Grenze des Ausdruckes: 
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fe + An y + Ay) — fe + Ie, y) fa y + Ay) — flo, y) 
a 14 sa" = RT (m) 
| ER ve 


zu betrachten. Wie man sieht, sind die beiden Ausdrücke (m). und (n) 
identisch gleich, folglich sind es auch ihre Grenzwerthe; es ist folglich: 
du d’u 

dedy dyda' 

Dieser Satz erstreckt sieh nun auch auf die Differenzialquotienten 
höherer Ordnung, da jede beliebige Aenderung in der Aufeinanderfolge 
der nach den verschiedenen Variablen auszuführenden Differenziatio- 
nen immer durch mehrmalige Anwendung des obigen für zwei Ver- 
änderliche nachgewiesenen Satzes bewerkstelliget werden kann. 


Essei 72. Be %,==arc to” -, so hat man: 
Y 





du Y du 3 
FE ET oe 
d’u x? — y* a N d’u 








— d = — — — B 
dydx (x? + y?)” “ dedy (2? + TE dy da 


331. Nach dem- im vorigen $. Gesagten hat nun die wiederholte 
Differenziation von Funktionen mehrerer Veränderlichen keine Schwie- 
rigkeit. Es sei: 


I “12, 4) 
so hat man 
du du 
— — d = di 
“= da er m 


| du du. 
- differenzirt .man neuerdings, und beachtet, dass ER und ES im Allge- 


meinen Funktionen von x und % sind, so erhält man, da dx und dy 
als constant zu betrachten sind: 


du du PA = 
Le Er 4 
Bu a rd —, de an  dy dy, 
dx dy 
Ri 
d’u du d’u du 
u de” = yayd ed ad, 
u dyd& a a RT PO: 2 
Ba d’u 
- und ne weil dyde dedy 
d’u du d’u 
ZN er ae? I. d NER | 2 
du — a TE Ne 


3* 








Hieraus findet man; | 
3 3 3 


d’u dA’u U 
u— de +: de 2dy + 
dA’ die3 da’ 3 2? dy 97 dy ee 


u. s. w. Es treten hier abermals die Binomialcoeffieienten auf, und man 
hat allgemein: 


| aA" (") da = du ; ie 
Te Ir N BESTE 1? d n—1 dı n—a 2 En 
du = dar “ + dat! dy ie % er: da" 2 dy? die dy IE \ : 


St dr 
da dye + u ays 
dy? 


wofür man symbolisch schreiben kann: 


Ay — er de + — 1%) 3 


wenn man nur nach vollbrachter en allenthalben d’u statt 
du" schreibt. 

Eben so einfach liessen sich die Formeln für Funktionen von mehr 
als zwei Veränderlichen entwickeln, was hier kein weiteres Interesse 
gewährt. Das Bildungsgesetz des nt®" totalen Differenzials einer Funk- 
tion von einer beliebigen Anzahl von Veränderlichen wird ganz allge- 
mein durch die symbolische Gleichung: 

u 
(dr ar ++ ln de 4 4 4) r 


„dargestellt. 


IV. Höhere Differenzialien der unentwickelten 
Funktionen. 


332, Es sei durch die Gleichung: f(x, y)=0, y als unent- 
wickelte Funktion der unabhängig -Veränderlichen x gegeben, so er- 
halten wir durch Differenziation derselben bekanntlich die erste Diffe- 
renzialgleichung: 








=df  -di Ay. y 
nn RE re 1 > 
da ae dy da 9 (1) 
woraus man, wenn nöthig, den 1" Differenzialquotienten : 
dı If d 2 
A Me a 
dx dx dy 


ziehen kann. Differenziren wir nun die Gl. (1), und erwägen dabei, 


d df 
dass = und an Allgemeinen Funktionen von z und y sein werden, 


; 
nr jedoch bloss von x abhängig ist, so kommt: 








DE NE Be 2 Pe tn u WEN, RE ee a, FW en A ET . 

N a Le DB: ZN Mn DA RN CE 5 Pia Ü 
er a BESSERE 
EN a Et : R 
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d“f af “y EB AT a dy df d’y = 
da? " dyda da dedy ' dyraxlar ' Ayd 

y: a°f d?f 

d. i. weil 

dyda da dy 5 

def d’f dy de R 2). df diy 
dx? ar dx dy da dy? (2 dy dx? —0; Eu (3) 


als 2° Differenzialgleichung der primitiven Gl. f(, y)=0, aus welcher 
j 2 

sich sofort der Werth des 2%” Differenzialquotienten = 
da 

Auf gleiche Weise könnte man aus (3) die Differenzialgleichung 
3'e" Ordnung entwickeln, wobei alle in (3) vorkommenden Differenzial- 
quotienten als Funktionen von & und % zu behandeln sind, mit Aus- 


ergibt. 





1 ?y 
nahme von = und . und bekanntlich: 
d’f d°f d>f 
| 3 3 == und 
dydı dx’dy dedydk 
erden sed 








dedy? dy?de dydaxdy 

zu setzen ist; man findet: 
ee ea 
dx® dx’ dy da dx dy: \dx dy? \dax | 
| af day, „Ufdyd’y | dfd’y | 











a 





es 
iE dedy dx? sh dy?dxde?: dydx? 


1% 
woraus sich er ergibt; u. s. w. Es bedarf übrigens kaum der Erinne- 
(Ch 
rung, dass man in jedem besonderen Falle diese Differenzialgleichun- 
gen einfacher erhält, indem man die gegebene Gleichung Glied für 
Glied differenzirt, auf dieselbe Art mit der ersten Differenzialgleichung 
_ verfährt, u. s. f., ohne die allgemeinen Ausdrücke (3) und (4) zu Hilfe 
zu nehmen. 
Beisp. Sei f(x, y) = «#: — 2a’cy + y!=0, so erhält man als 
1% Differenzialgleichung: 
gl 
(24? — a’x) = + 22° — a’y=0, 
dx 
hieraus als Differenzialgleichung 2'°" Ordnung: 
ak] (2) dy 
2YyE a0 5 6 =) 2242 Dr: 
(29 re ee 


aus welcher die Differenzialgleichung 3° Ordnung: 


zialquotienten 





Ay Searud dı a 


gewonnen wird; u. s. w. 


335. Man wird dieses Verfahren ohne Schwierigkeit auch auf 
implieite Funktionen mit mehreren Veränderlichen anwenden können. 
Beispielsweise wollen wir das 21° Differenzial: d?’z entwickeln, wenn 2 
als implieite Funktion der beiden unabhängig Veränderlichen x und % 
durch die Gleichung 

fe 9, 2) = (1) 
gegeben ist. Bekanntlich hat man, wenn z als Funktion von x und Y 


angesehen wird: 
de de 


d—=— de + ;n dy. (2) 


12 
d’z — a +27 





de du + ea" (3) 


Differenzirt man nun die Gl. (1) partiell nach x und y, so erhält man: 


RE OL 
de " dede 


dfd 
ee 
dy  dedy 
welche Gleichungen die partiellen Differenzialquotienten : 1° Ordnung 
Ed : 
Fr und > darbieten, wie schon 8. 320 gefunden wurde. Um jene der 
Qten Ordnung zu erhalten, welche in (3) erscheinen, werden wir die 
Glen. (4) und (5) partiell sowohl nach & als auch nach y differenziren, 
wodurch wir folgende vier Gleichungen gewinnen: 
d’f 19 d’f de A =) df ae 
dx? dedede ' de?’\dx 





dz da? 
ah dee AR dif. de Er afdede dfde 
dyde ' dededy . dydzdz  de?dedy ' dedyde 
d’f d’f de af de d’fdede  dfde 
dedy  dzdyde  dededy  de?de ay dedady 

A af ng D de ar es df d?z 

.dy? dedydy ' de? \dy de dy? 
Die 1° und 4° dieser Gleichungen liefern nun die partiellen Differen- 


22 2 


d d’z : 3 d’z 
Fre und RE aus der 24°" oder 3% erhält man ET 


Wie man sieht, sind die 2° und 3t° Gl. von einander nicht verschie- 
den, was im Voraus zu erwarten war, wenn man die Entstehung dieser 
Gleichungen ins Auge fasst. 











£) 








I 


Set), 




















334. Durch einmalige Differenziation der Gleichung 


fa, y)=0 (1) 


erhält man bekanntlich die Differenzialgleichung 1!" Ordnung: 
ar dl dy 
dz:..dy ds 
nung der Differenzialquotienten bedienen und bedenken, dass z und 


— 0, welche, wenn wir uns der Lagrange’schen Bezeich- 


® 


: | 
5 Funktionen von & und y sind, in der Form: | 

| | Fe, yy)=0 (2) 
geschrieben werden kann. Enthält nun die Gl. (1) ein constantes Glied 
so wird dieses aus (2) verschwunden sein, und wenn man (1) als Gleichung 


einer Curve-betrachtet, so gehört die Gl. (2) zu allen Curven, welche 
aus (1) durch Variation dieses constanten Gliedes hervorgehen, und 


drückt eine allen diesen Curven gemeinschaftliche Eigenschaft aus. Es 


Sei.z. D, 

fo -rtP—=0, 
welche Gleichung bekanntlich einem aus dem Ursprunge mit dem Halb- 
messer a beschriebenen Kreise angehört, so erhalten wir durch Diffe- 


renziation derselben : 


dy % 
1 KR) d —— — 
de + ydy oder Fr 2 


‚ als 1'° Differenzialgleichung, welche abermals einen aus dem Ursprunge, 


aber mit willkürlichem Halbmesser beschriebenen Kreis bedeutet, indem 
sie eine, allen solchen Kreisen gemeinsame Eigenschaft ausspricht. In 
der That, denken wir uns zu einem beliebigen Punkte x, y% der durch 
die obige Differenzialgleichung ausgedrückten Curve die Tangente und 
den Radiusvektor gezogen, und die Winkel, welche diese Geraden mit 
der Abscissenaxe einschliessen mit z und « bezeichnet, so it gr — 


— — = 8910], andrter == =. somit tgz.ge = —1, d.h. 
die Tangente steht an jedem Punkte der Curve senkrecht auf dem Ra- 
diusvector des Berührungspunktes ;'eine Eigenschaft, welche bekanntlich 
nur einem der in Rede stehenden Kreise zukommt. 

In den meisten Fällen kommen jedoch dergleichen constante Pa- 
rameter in der Gl. (1) auf irgend eine Weise mit den Veränderlichen 
x und y verknüpft vor, und werden dann, wie leicht einzusehen, auch 
in den Differenzialgleichungen derselben erscheinen. Es sei z. B. 


a)=W-M+R—at—r—0 


die vorgelegte Gleichung, bekanntlich einem Kreise vom Halbmesser 


r angehörend, dessen Mittelpunktscoordinaten ce und P sind. Differen- 
zirt man diese Gleichung dreimal, so erhält man: | 


W—P)yte—a=0d, 

”+W—-Ay+ti=0, 

sy" Hy — By" —d, 
als Differenzialgleichungen des Kreises der 1te?, 2ten und ten Ordnung, 
in welchen, wie man sieht, die Parameter « und f wenigstens theil- 
weise noch erscheinen. Durch Elimination von y — ß aus den zwei 
letzten Gleichungen erhält man aber sogleich: 

Hy) gt. 
Aus dieser Gleichung sind nun alle Constanten verschwunden, und sie 
drückt einen Kreis aus im allgemeinsten Sinne, ohne über Lage und 
Grösse desselben etwas festzusetzen. 

Man sieht hieraus, dass die Differenzialgleichungen, namentlich die 
höheren, eine viel allgemeinere Bedeutung haben, als die endlichen 
Gleichungen, welchen sie ihren Ursprung verdanken. E ; 

Enthält die ursprüngliche Gleichung » Constante, so hat man die- 


- selbe nmal zu differenziren; die hiedurch gewonnenen Differenzialglei- 


chungen, n an der Zahl, ‘reichen in Verbindung mit der ursprünglichen 
Gleichung hin, um die » Constanten zu eliminiren, und das Resultat 
wird eine Differenzialgleichung der nt" Ordnung sein. 


335. Zu noch allgemeineren Resultaten gelangt man auf dem im 
vorigen $. betretenen Wege, wenn die vorgelegte Gleichung mehr als zwei 
Veränderliche enthält; mit Hilfe der partiellen Differenzialien können 
selbst willkürliche Funktionen, welche in der ursprünglichen Gleichung 
vorkommen, eliminirt werden. Einige Beispiele werden das Verfahren 
deutlich machen. ; 

1) Es sei die Gl. y— bze= f(x —az)...(1) gegeben, welche 
bekanntlich einen Cylinder ausdrückt; differenziren wir dieselbe par- 


_ tiell in Bezug auf die beiden unabhängig Veränderlichen x und y, so 


ergibt sich: 
dg >, dg 
N @— as) .(1 a, 
de 2 
day: Ss“ dy' 
wo die Funktion f’(&—- az) zu f(®—az) in der durch die Gleichung 


en, — f'(#8 — az).a 


ausgedrückten Relation steht. Durch Elimination von 
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f(x — az) aus den zwei letzten Gleichungen gelangt man zur te 
_ Differenzialgleichung der Gleichung (1): 
dz dz 
De +b Ei =—y, (2) 
welche keine willkürliche Funktion mehr enthält, und die Natur einer 
cylindrischen Fläche, deren erzeugende Gerade zur Geraden £ = az, 
y==bz parallel ist, allgemein darstellt, indem sie nämlich, wie wir 
später sehen werden, ausdrückt, dass alle Berührungsebenen zu einer 
festen Geraden parallel sind ; eine Eigenschaft, welche den eylindrischen 
Flächen ausschliesslich zukommt. Differenzirt man die Gl. (2) noch 
einmal partiell, so erhält man: 





d’z d’z > d’z d’z 
mi er | BI 
"dx: ER dx dy z dy da 2 dy? .. 


und gewinnt aus diesen beiden Gleichungen durch Elimination von 7% 


D 


die Differenzialgleichung 2? Ordnung: 
de dee dr 
De Ta (3) 
welche auch von den Constanten a und 5 frei ist, und eine noch allge- 
meinere Eigenschaft der ceylindrischen Flächen ausdrückt. 


2) Die Gl. einer Kegelfläche, deren Mittelpunkte die Coordinaten 
@, $ und y entsprechen, ist bekanntlich: 


en Be (4) 


wenn man dieselbe partiell in Bezug auf x und % differenzirt, ergeben 
sich die beiden Gleichungen: 


ea (u I 
a, 20.0 eg De, 


2 Y dx 
Be | , a a & 


P 


aus welchen durch Elimination von f’ ) die partielle Differen- 


zialgleichung der 1° Ordnung: 
S dg dz $ 
==) 4+W-M, ) 
folgt. Diese Gleichung drückt aus, dass jede Berührungsebene der 
krummen Fläche durch einen festen Punkt «, $, z gehe, eine Eigen- 
schaft, welche den Kegelflächen ausschliessend zukommt, 
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Durch nochmalige partielle Differenziation der Gl. (5) erhält man: 


d’z KIARE d’z 


@— 0) 





d’z 
dy da 





d? 


DE e—0a:, E X 
aus welchen durch Elimination von ER die partielle Differenzial- 
Y pri 


gleichung 21°" Ordnung folst: 


(ey (6) 
‚dyda: de?" dy? 





Sie ist, wie man sieht, mit (3) identisch. In der That ist diese Glei- 
chung, wie wir später sehen werden, die allgemeine Gleichung der 
developpablen oder abwickelbaren Flächen, d. h. solcher Flächen, 
welche sich ohne Risse und Falten in eine Ebene ausbreiten lassen, zu 
welchen, wie leicht einzusehen, sowohl die cylindrischen als conischen 
Flächen, als specielle Fälle gehören. 


V. Vertauschung der unabhängigen Veränderlichen. 


336. Nicht selten tritt im Laufe einer Rechnung das Bedürfniss 
ein, an die Stelle der bisher als unabhängig veränderlich betrachteten 
Grösse eine andere treten zu lassen, und es entsteht die Aufgabe, 
diese Umgestaltung an den bereits gewonnenen Ausdrücken auszuführen. 
Nehmen wir an, eine Aufgabe habe auf die Gleichung: 
day. dy.730% 
la er (a) 
geführt, indem x als die unabhängig veränderliche Grösse, und y als 
Funktion derselben betrachtet wurde. Es soll « aufhören, die unab- 
hängig Veränderliche zu sein, und dafür die Grösse £ als solche ein- 
geführt werden, deren Zusammenhang mit einer der Grössen x, %, oder 
mit beiden natürlich gegeben sein muss. 
Die Frage redueirt sich offenbar darauf, was in (1) an die Stelle 
der Differenzialquotienten - 
dy. d’y -d’y 


929 a0 0. 


de’ da?’ da’ 
gesetzt werden soll, wenn x als Funktion von £ betrachtet wird? Be- 
achtet man nun, dass der ursprüngliche Zusammenhang zwischen den 
Grössen « und y nicht aufgegeben wird, so haben wir jetzt y als Funk- 
tion von x, und & als Funktion von Z zu betrachten, und erhalten 


demnach, kraft der in $. 317 aufgestellten Regel: 


KR “ By aaa 
5 ER EENBAE NET: 
AP Pain ER er, 





\ 


Be 





wiE BET EN a TE N ne al rt FR a ME, 7 nt} 5° 7 u ” 
le en a A LAS a AN LE TE a Ars 
m De a 4C) ana De a 5a b = R 


x 43 
dy_ dyda 
dt. . de dt’ 
dy 
dy di 
Sax ey 2 
u de... d& = 
dt 


OR di 
folgt. Dieser Ausdruck ist in (1) an die Stelle von “ zu setzen. 


Differenziren wir die Gl. (2) neuerdings nach {, wobei wir dt als 
constant betrachten und ‘erwägen, dass die linker Hand stehende 


l x 
Grösse: er als Funktion von & wieder nach der Begel des $. 317 zu 


differenziren ist, so erhalten wir: 

ded’y  dyd’ 
d’yde. di di? di. di? 
dad (=): 














‚dt 
woraus 
de d’y:: dyd?’x 
® d’ı ech die 
z a 3 (3) 
d& (2) 
dt 
1" 
folgt, welcher Ausdruck statt Te in (1) zu substituiren kommt. Hieraus 
d 


ergibt sich durch neuerliche Differenziation nach ? ohne Schwierigkeit: 
> ?d’y  .-da.d?x d’y dy (ee) 2 de dy.d’x 
ay 





di) ddr de de di ar dt \dt?) dt di di? (a) 


de? de\? 

(1) 
u. s. w. Die in diesen Ausdrücken (2), (3), (4) erscheinenden Diffe- 
renzialquotienten von x und y in Bezug auf die neue unabhängige Ver- 
änderliche ? sind aus jenen Gleichungen abzuleiten , welche den Zu- 
sammenhang ausdrücken, in welchem { zu den ursprünglich vorhandenen 
Veränderlichen steht. Wir wollen in Kürze einige der am häufigsten 
vorkommenden speziellen Fälle betrachten. 








337. I. Es soll y als die neue unabhängig Veränderliche und » 
als die von y abhängige Variable betrachtet werden. In diesem Falle 
ey day ı 
a 
Ausdrücke folgende Gestalt erhalten, wenn man zugleich allenthalben % 
statt t schreibt: | 


I, 
ist = y, folglich == 4, und . 0, wodurch obige 
q 





(oder umgekehrt die Werthe von y, 
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Ä den a). dx d’x 
ay_ 1. Ay _ My Ay Na) ya SE 
be. dere (2): EN 2), Be 
dy dy dy 


] | 
Beisp. Aus y= sin folgt ne — cosx, wobei x die unabhängig 


. Veränderliche ist. Soll nun diese Eigenschaft auf y übertragen werden, 


dx 


| =) | : 
so hat man 1 27 statt in der letzten Gleichung zu setzen, wodurch 


dx 
dieselbe übergeht in: 
BR aS 1 en 1 
dy "cose Yı- sin«? 25 VEzyr 
d. I. weil # =arcsiny: : ä 
d.arcsiny | 1 
A ee 
wie bekannt. Durch dieses Verfahren könnte man die Differenzialien 
aller umgekehrten Funktionen entwickeln, und dasselbe auch auf die 
Darstellung der höheren Differenzialien anwenden. 








II. Ist die neue unabhängig Veränderliche ? mit & durch die 


Gleichung p(x, t)—=0 verbunden, so wird man aus dieser die Werthe 


de dx d’x 





von ; ri - u. Ss. w. ableiten und in den allgemeinen Ausdrücken 
WEEBEUN di” 

(2), (3), (4), .. . substituiren; werden sodann diese Ausdrücke für 

dy d’y 


$) 


da’ da?’ | 
substituirt, so erhält man die gesuchte Gleichung #0, in welcher 
nur noch 4, t und die Differenzialquotienten von y nach # erscheinen. 
Wäre die Gleichung ı(y, t)—= 0 gegeben, so würde man ganz 
in derselben Weise die Grösse y aus (1) hinausschaffen können. 
Wenn endlich eine Gleichung von der Form ®(x, y, {= 0 


zwischen allen drei Veränderlichen gegeben wäre, so würde man aus- 





u. Ss. w. nebst dem Werthe von & in Funktion von £ in (1) 


derselben, < und %4 als Funktionen von t betrachtend, die Werthe von _ 


et 2 ig 

N. ziehen, ausgedrückt durch y, t, u We 

Iy d& | | 

=; a u. Ss. w., ausgedrückt 
| 7 d% NER. 5 

durch », t, Fre en w.) und in die allgemeinen Ausdrücke (2), (3), 

du, Say: 


ıE de?’ u.8s.w.in (1) 


(4) u. s. w. substituiren, welche sodann statt 
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einzusetzen sind. Die Ausführung hat in diesen Fällen gar keine theo- 
 retischen Schwierigkeiten. 

II. Nicht selten tritt der Fall ein, dass die Gleichung, welche 
den Zusammenhang zwischen den ursprünglichen Veränderlichen und der 
neuen unabhängig „Variablen ausdrückt, auch Differenzialquotienten von 
x und y nach # enthält, oder mit anderen Worten, dass irgend eine 
Funktion der ursprünglichen Differenzialien als neues constantes Diffe- 
renzial betrachtet werden soll. Das Verfahren bleibt im Wesentlichen 
dasselbe. Es sei z. B. der Ausdruck: 


S + (6) 


dx? 





gegeben (in welchem ds das constante Differenzial), und eine neue un- 
abhängig Veränderliche s einzuführen, welche mit den früheren durch 
die Gleichung: 


da\? dy\? $ 
| = &) + 2) oder ds? — dx? + dy‘ (n) 
verbunden ist, so dass nun ds das constante Differenzial werde. Sub- 
stituirt man zunächst in (6) für . rn die Ausdrücke (2) und (3), 
d d. 


so erhält man, wenn mans statt ? schreibt, und sogleich Zähler und 





Nenner mit () multiplieirt : PA 
(BEIN 
dis ds 
ee | a; 
dzd’?y dyd’x 





ds ds? ds ds? 
‚welcher Ausdruck, mit Rücksicht auf die in (n) ausgesprochene Be- 
dingung in: 


BEN = ee ds? 

STE Yan — dady — dydir 
ds ds? ds ds? 
- sich verwandelt, und in welchem noch kein Differenzial constant ist. 
Differenziren wir nun eine der Glgn. (n), etwa die zweite, unter der Vor- 
aussetzung, dass s die unabhängig Veränderliche, ‘also ds constant sei, 
‘so erhalten wir O = dxd?x + dyd?y, und mit Hilfe dieser Gleichung 
können wir aus (7) entweder d’x oder d?y eliminiren und erhalten mit 
Rücksicht auf (n): 








[0% 








46 | | | TR 
deds __ dyds 


ee dx (8) 





Die Ausdrücke (6) und (8) geben den Krümmungshalbmesser einer 
ebenen Curve in einem bestimmten Punkte; in (6) ist das Differenzial 
dx der Abscisse, in (8) jenes ds des Bogens als constant vorausgesetzt. 

IV. Sehr häufig kommt endlich der Fall vor, dass man beide 
ursprüngliche Veränderliche x, % durch zwei neue r, Z ersetzen will, 
von welchen # die unabhängig Veränderliche: sein soll, in welchem Falle 
zwei Gleichungen gegeben sein werden, welche den Zusammenhang 
zwischen &, % und r, £ vermitteln, und aus welchen die-Werthe von 
dx. »d°% dy d’y 
eg a 
in den Ausdruck (6), in welchem d& constant ist, die neuen Veränder- 
lichen r, 9 einzuführen, welche mit x und %: durch die Gleichungen: 

CO YETLEING 
verknüpft sind. Wählt man 6 zur unabhängig Variablen, wodurch r 
als Funktion von ® erklärt wird, so findet man: 


‚ gezogen werden können. Es seien z. B. 


Ran Ar, | 5 BR OR dr . 
a sind, 76: 968 cos 6 — 2 „sind — r. cos, 
dy _ dr LE RE dr A 
ze 7 n0 Fr cosh, 102 265 sind +2 „, c0s6 — r sind, 


und erhält durch Substitution dieser Ausdrücke in (2) und (3) nach 
leichter Reduktion: | 











dr 5 EN der 
dy_ 76 sin d Se r c0sS6 re + 2 16, Bere 
y 27% 1, a 

de Un 005 cos® — r sind Br (% cos0 —- r sin 0) 


Mit, diesen Werthen verwandelt sich nun (6) in: 
3 
„de +! 


dr\? - d’r' 
er ( 716? 


Dieser Ausdruck gibt den Krümmungshalbmesser in Polarcoordinaten. 


9) 





{ 





338. Die bisher betrachtete Aufgabe wird im Wesentlichen auf 
dieselbe Weise aufgelöst, wenn mehr als .eine unabhängig Veränderliche 
vorhanden sind. Es sei z. B. z eine Funktion von = und y, und die - 
vorgelegte Gleichung: | 
de er an 02, d’z | 0: 10). 

days. de”. dyen. dady 








He. Wan: 

















| 47 
statt ©, y sollen die neuen Veränderlichen &, n eingeführt werden, 
welche mit jenen durch die Gleichungen: 

ya, Ss n)=0, vw,y,&,n)=0 (11) 
verbunden sind. Die Gleichungen (11) machen nun x und y zu Funk- 
tionen von &, n, wodurch auch 2 von diesen neuen Veränderlichen ab- 
hängig wird; man hat daher: 

de : dede dedy de deda  dedy. 


EN ET AN Sr ae \ 
de  dedE dydE dn. dedn dydn’ 12) 





en ) Ä a der ndgEN. 
aus diesen Gleichungen wird man die Werthe von en ziehen und 
de Yy 


in (10) substituiren; die in (12) noch erscheinenden Differenzialquo- 





tienten = ay. 2 “y 
dd. de Mid 


Man differenzire nun abermals die Gleichungen (12) nach & und n 


bestimmen sich selbstverständlich aus (11). 


de’=»"de 
diese Grössen wieder von & und n abhängen, so erhält man: 
de d’z (2) ‚idee de dy® d’z (= 2 2.de.d’x. 7 .d2r0y 
der =: da! BE de dydSds | dy? de de?" dy de?’ 
d’z  d’z da de d’z E dy7 Sad. 72. dy.dy de die 
de dn > de? de dh dir dy ) 35 dy? de dn : da ds a 
de d? 
dy dödn’ 
BER 2 =: „Werde dy da (2) de d?x , de d’y 
dn? — de? (% 35 dedydnydn  dy” \dn da dn? pi dy dy?' 
u Re darbieten; sie 
de”. .de.dy.. day” { 
enthalten noch die Differenzialquotienten 2% Ordnung von x und % 
nach & und n, welche sich wieder aus (11) ergeben. 

Diesen Weg verfolgend gelangt man auch zu den Differenzial- 
quotienten höherer Ordnung, wenn die Gl. (10) deren enthalten sollte. 
Auch bleibt das Verfahren dasselbe, wenn die Funktion 2 von mehr 
als zwei Veränderlichen abhängt und eben so viele neue abhängige 
‚Variable eingeführt werden sollen. 


mit der Rücksicht, dass Funktionen von x und % sind: und 











dE 








dE dm dn dE 








welche Gleichungen die Werthe von 


Eine häufig vorkommende Transformation, durch welche man von 
den rechtwinkeligen Coordinaten x, %, 2 auf Polarcoordinaten r, 9 und 
c). übergeht, welche mit jenen durch die Gleichungen: 





= rCo0s0, y=r sind 0080, 2 =r sind sin (m) 
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verbunden sind, möge zur Erläuterung des Vorstehenden noch ange- 


führt werden. Wir betrachten hiebei &, 4 in dem rechtwinkeligen und 
6, & in dem Polarcoordinatensystem als die unabhängigen Veränder- 
lichen. Da z, als Funktion von x und %, kraft der Glgn. (m) auch von 
cv und 9 abhängt, so hat man: 


dz de Be dy de de dx dz dy 
16 da’d6 dy d6' do da’ de dy do’ 








x dz de | 5 
bestimmt man hieraus — und — und setzt zur Abkürzung: 











dedy de dy _p de da a, dx dy de dy_ 
dd dv dw dd sdo-dd . db dwr2 200. do ddr 
so erhält man: 
de "Dede nd 
de R y RR‘ 
Durch Differenziation der Gleichungen (m) nach 0 und w findet man 
aber: 
de "dr \ dx dr 
ee Fr 
2 Zn sind cosw + r cos cosw, = —— 5 sind cos w-— r sin sin w 
dz dr . ; Da: de dr 
Fi 6 sino + r cosd sino, ae sindsino-+rsind cosw. 
Mit diesen Werthen ergibt sich nach leichter Reduktion: 
dr 
ee: & Ar ) 
sine sind +rsind}, 
dr dr 
u ] B — _—— ] _— it — ] t 
() r sin cos w & cosd r sin 0) Y Io sin w, 
R= —rsin$ sin er s6 r sin ) Y ar cos W 
= og si 30 . 


SEHE a ’ d2 d ; 
Hiemit- sind die Differenzialquotienten 1°" Ordnung 2 n durch die 


neuen Veränderlichen ausgedrückt. 
Eine nochmalige Differenziation der obigen Gleichungen würde jene 
d? d? 2, 
der 2te" Ordnung a eh Gr darbieten; u. = f. 
/ de?’ dedy’ dy? 





2 2 | 
Ist z. B. der Ausdruck v-Yı + + (5) zu trans- 





formiren, so-hat man: U= R V P2 + 0°? + R?; man findet nach 


2 Er 
E Nr 
Pe 








gehöriger Reduktion ; 


POP — lr + (| sin 6° + “a8 


do j 3 
somit: 


de\? dr \? 
.2 Er 02 ee 
VI u (1) | A a) 


NE N a 
dr ; i } dr 
— 60589 — r sind) sind sino + 7, 05 w 
0) 








dd 


| Vi. Beziehungen, welche zwischen den Funktionen einer 
\ Veränderlichen und ihren Differenzialquotienten der 
verschiedenen Ordnungen stattfinden. 


339. Lassen wir in der Funktion y = f(x) die unabhängig Ver- 
änderlicke x um fx zunehmen, wobei /& immer positiv voräusge- 
setzt wird, so ändert sich die Funktion um Jy—= f(x + Ax) — f(x), 

_ und es wird diese Aenderung eine Zunahme oder Abnahme sein, je 
nachdem die Differenz /y positiv oder negativ ist. Man kann daher 
auch sagen, dass bei zunehmendem x die Funktion y% zunimmt oder 


abnimmt, je nachdem der Quotient Z, positiv oder negativ ist und es 
E 


gilt dies offenbar, wie klein man auch fx annehmen mag. Da/nun 


- lim TE — f(x), so wird man /x immer so klein wählen können, dass 
$ 


das Zeichen von — mit jenem von /’(x) übereinstimmt; hieraus folgt, 
| X | 

dass mit zunehmendem x die Funktionf(z) zunimmt oder 

abnimmt, je nachdem der 1% Differenzialguotient f(x) 

positiv oder negativ ist. 


Hieraus ergibt sich unmittelbar noch der folgende Satz: Wenn 
üteFunktion f(2) vo m, bis z—z, stetig ist, so,kann 
dieselbe, während x von a, bis z, zunimmt, nicht vom 
Zunehmen ins Abnehmen oder umgekehrt übergehen, 
wennnichtderersteDifferenzialquotientf (z)innerhalb 
‘dieses Intervalles sein Zeichen ändert. Im Falle die Funk- 
tion f(x) zwischen den Grenzen x, und x, einen Zeichenwechsel er- 

“ fährt, muss sie — wie.leicht einzusehen — durch Null gehen, wenn 
sie zwischen diesen Grenzen stetig ist, und durch ©, wenn sie eine 
Unterbrechung der Stetigkeit erleidet. 

Hear, Höh. Mathematik, II. 3. Aufl. 4 
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340. Wenn zwei Funktionen von x, Fix) und f(«), 
sammtihren Differenzialquotientenstetigsind zwischen 
den Grenzen @, und ©,+h, und der Differenzialquotient 
f(x) der zweiten Funktion innerhalb dieser Grenzen 
sein Zeichen nicht ändert, so ist, wenn Ö einen positi- 
ven echten Bruch bedeutet: 

F(x, + h) — PR EE oN). a) 

fa tm) fa). Fl + 9h) 
d. h. es existirt immer ein zwischen den Grenzen x, und x, + A lie- 
gender Werth von x (er kann mit x, + #% bezeichnet werden, wenn 




















gu 
6 ein positiver echter u p 88 0 dem Ver- - 
8 
F(@,+h) — F(a,) 
alülese Fa gleich macht. 
flo + R) — f(x) 


Es sei A der kleinste, B der grösste unter denjenigen Werthen, 


(# 
(’() 
zunehmen vermag, so werden die zwei Differenzen 
RR ” P(%) 
Bee | 
innerhalb der gedachten Grenzen x, und x, + Ah nothwendig entge- 
gengesetzte Zeichen haben, und ihre Zeichen nicht wechseln ; dasselbe 
wird daher auch von den Differenzen 
F(x#) — Af (x), Ele) — Bf (k) 
gelten, da der Voraussetzung nach f’(x) von x, bis x, + h sein Zei- 
chen nicht ändert, und folglich weder Null noch unendlich werden kann. 
Diese beiden letzteren Differenzen sind aber die a NN 


welche der Quotient innerhalb der Grenzen &, und x, — AR an- 


SER 


der zwei Funktionen 
Ex) — Aft@), Ela) —:Bfle); 

die eine dieser Funktionen wird daher vn = bse=x, th 
beständig wachsen, die andere beständig abnehmen |$. 339]; somit 
müssen die beiden Differenzen : 
Fa, +) — Alla, + — IF) Allen 
IF (&, + h)— Flo) — Alte, + A) f(@o) 
[F(@, + h) — Bf, + W)] -—- IF(@ I—PDri&,) 
[FF je h) F(&,)l Ki bif (2% IE h) Er Fix ). 
entgegengesetzte Zeichen haben. Da nun kraft der Voraussetzung, dass 
f(«) 
Differenz Alm, en I En oder stets negativ ist, so werden 
die zwei Differenzen 





und 


— 
ne 
—— 





sein Zeichen nicht ändert, die 





51 


Ef, =f2 h) Fr E%,) ? Ne, + h) ER“ E(&,) 
arte a EMEte): 


ebenfalls entgegengesetzte Zeichen haben, und es wird daher das Ver- 
F(# Sr, h) — Fi%,) 














hältniss grösser als A und kleiner als B, folglich 
Fa +) — Te) : 
2 1 
zwischen dem kleinsten und grössten Werthe von 7 (#7 enthalten sein. 


Nun ist der Voraussetzung nach sowohl F’(x) als f’(x) stetig von =, 


P*f% 
bis x, + h; der Quotient ee wird daher, während x von «&, bis 
%, + h geht, alle möglichen zwischen A und B liegenden Werthe 
durchlaufen, und folglich muss es einen zwischen x, und x, + h liegen- 


F(«) 


den Werth von x geben, für welchen das Verhältniss -— dem Ver- 


7) 
F h) — F 
hältnisse N gleich wird. Bezeichnet man daher mit 
fo tm Ir) 
Ö einen positiven echten Bruch, so ist =, -— 0% ein zwischen x, und 
&, + % liegender Werth von x, und man darf setzen: 
Fa, + Rh) — Fa) _F'(@, + On) 
f(&, + h) — f(®,) F(&, +) 
d. h. das Verhältniss der Differenzen F(x, + h) — F(x,), und 
f(x, + h)—f(x,) ist einem der Werthe gleich, welche das Verhäftniss 
I | 
ri 5 zwischen den Grenzen <=x, und <&=x, 4 h anzunehmen 
vermag. 
Wenn die Funktionen F(x), f(x) für «= x, verschwinden, so 
folgt aus (1): 

















Pie ch. 8 Fa, 06) (2) 
fo, +) fla, + 9%)‘ | 

Die Voraussetzung, dass die Differenzialquotienten F’(x) und f’(«) 
für <= x, verschwinden, ‚ändert offenbar nichts an dem Gange des 
Beweises, so dass die Gleichungen (1) und (2) auch für diesen Fall 
in Kraft bleiben. 

341. Nehmen wir an, dass die Funktionen F(x) und f(x) sammt 
ihren successiven Differenzialquotienten stetig seien von @, bis ©, +; 
dass die Differenzialquotienten von der At bis (n — 1) Ordnung: 


F'(2), F’(w),.... Po (g), 
Pla). = Pike): 2.2 0-0 Ka) 


- für 2—x, verschwinden, und jene der Funktion f(x) zwischen &, 
4* , 











52 | 
und x,+h ihr Zeichen nicht verändern, so besteht zunächst die Gl. (1): 
Fi, + bh) Fi) Fl, HM) (n) 


fr Pirate Bee 
den Bedingungen, welche die Funktionen F'(x) und f(x) erfüllen müs- 
sen, damit die Gl. (2) bestehe, genügen aber jetzt der Reihe nach die 
Kunktionen;# Fa), E20 as FR), fe (g); 
daher ist: 
F(o, +6) Fa, +9h) Flo, + Pd;h 
fa, on) fa, Fan) DS Prla, En 
Fee, + 9-ah) - FR, + Ou-ıh) 
Tee 








EN. 
) 








wo 6,, d,, .... 8,1 positive echte Brüche bedeuten; man hat daher 
mit Rücksicht auf (n), und wenn man 6 statt ®,_, schreibt: 
Fi, +) — Fla,)_. F®(&, + $h) (5) 








fo th) fe) Fa, + 6m) 

Verschwinden auch noch die Funktionen F (x), f(x) für »—x,, so ist 
Fix, + Br) (x, + Ph) (4) 

fa, tm  f®la, + Oh) 

Setzen wir endlich in dieser Gleichung &, —= 0, und schreiben x statt 
h, so wird: 





F(«) __FW(0%) Br (5) 
r@) 7 (0) 
Diese Gleichung setzt also voraus, dass die Funktionen F(x) und f(z) 
sammt ihren Differenzialquotienten stetig seien und für @=0 ver- 
schwinden bis einschliesslich zu jenen der (n — 1)" Ordnung, und 
die n ersten Differenzialquotienten von f(x) zwischen den Grenzen 0 


und & ihre Zeichen nicht ändern. 





342. Die Bedingungen, welche die Gl. (3) an die Funktion f(x) 
stellt, sind offenbar erfüllt, wenn wir /(&)—=(x -— &,)" setzen, denn die 
Differenzialquotienten f’ (e)—=n (a—x,"}, f’ (@)—=n (n—1) (a —2, "7°, - 


u. 5. w., bis. zum (n — 1): form ()—n(n —1)..:3.:2.(@—-%,) 
verschwinden für = — x, und ändern von &, bis x, — h ihr Zeichen 
nicht ; ferner ist f® (x) =n(n —1).... 3.2.1 von 0 verschieden, 


und (weil unabhängig von @&) = f(x, + 9%h). Ist daher noch die 
Funktion F'(x) so beschaffen, dass ihre Differenzialquotienten vom 1'en 
bis incl. zum (n — 1) für = x, verschwinden, so folgt aus (3): 





| h" ; Se 
F(@a,+h) - Fi) = ER Ex, + 6h). (6) 0 





“ 
Kr 
Ei, 
Er. 
En 
Be - 
TR 









+ 


ER SE pa 
a a 
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Setzt man hier x — I, d. h. nimmt man an, dass die Differenzialquo- 
tienten von F'(x) für x == x, nicht verschwinden, so folgt: 

Ba, FR) Fila) ne, 06h), (7) 


welche Gleichung auch aus (1) für f(«2)= x — x, sich ergibt. 


Verschwindet die Funktion F'(r) für —=x,, so hat man aus (6): 


h“ 
Na Eee Ed: (8) 


Setzt man in (6) und (8) ©, —=0, und schreibt x-statt h, so erhält 





man folgende Gleichungen: 


geh 





248) — F(0)— ae gr 202), (9) 
und wenn F'(0) = 0 ist: 
Fe) — —. — Fin) (6x), (10) 
DRITTES KAPITEL. 4 


ENTWICKELUNG DER FUNKTIONEN IN REIHEN. 


I. Der. Taylor’sche und Maclaurin’sche Lehrsatz für 
Funktionen einer veränderlichen Grösse. 


343. Die Differenzialrechnung bietet sehr allgemeine Hilfsmittel 
dar zur Entwickelung der Funktionen in Reihen, welche nach Poten- 
zen der Veränderlichen fortschreiten; mit diesen wollen wir uns nun 


| beschäftigen. 


Es sei f(x) eine Funktion von x, welche sammt ihren Differen- 
zialquotienten stetig ist zwischen den Grenzen x und & 4 h, so hat 


“ man [G. (7), 8. 342]: 


fe +h) — f(x) — hf’ (& + $h); | (m) 


ist ferner die Funktion F(x) so beschaffen, dass sie und ihre Differen- 


 zialquotienten bis inelusive zu jenem der (n — 1)!" Ordnung: F’(x) 
F’(&),... FR D(x) für &—=0 verschwinden und zwischen den Gren- 


zen O und x stetig bleiben, so hat man [Gl. (10), $..342.]: 


KEN RL ET ER LE a Re a Zn 
ER A a MR: 
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u" 
re 

Dies vorausgesetzt, schreiben wir den 2#®" Theil der Gl. (m) in 
der Form: hf’(x) + p, (h), was offenbar gestattet ist, wenn wir mit 
f, (h) eine, übrigens unbekannte Funktion von h bezeichnen, so be- 
schaffen, dass hf'(x) + p, (Rh) =hf’(x + bh) sei; die Gl. (m) ver- 
wandelt sich dadurch in: 

f(& + h) — fle) hf (a) = y, (h). 
Diese Funktion p, (k) und ihr 1*° Differenzialquotient: a 
Yıh)=fle+h)—f (@) 

verschwinden für = 0 und sind so wie der 2t° Differenzialquotient: 
p",(A)=f”(# + h) stetig zwischen den Grenzen O und h; in Folge 





„F" (dx). B (n) 


Fe) — 


dieser Eigenschaften können wir auf diese En die Gl. (r) in 





Anwendung bringen, und erhalten: p,(h) = — 9 (Oh), dr Pech 
po, (h)=f"(« + kh), also @", (Oh, f” 5 3 dh) ist: p,(h) = 
} 2 
5 ”(& + 6h). Hiemit wird: 
| i ; Ba 
f(2 + h) — fe) — hf GR at (x + Bh). 


2 


/ 
La f’la) + psln), so wird 





n2 
Setzen wir nun: 5 f"(x + Ph) = 


f ’ h? ” 
fett h) fa) Ho) Zen h) 
Die Funktion g,(h), und ihre Differenzialquotienten der 1 und 
212 Ordnung: 9, (h)—=Ff let h)—F (2) hf &, 9, WM) — 
f"(& + h) — f"(x) verschwinden für A = 0, und bleiben sammit den 
sten Differenzialquotienten 9”, (h)—=f” (© + h) stetig 0) und fe: 


3 
daher ist zu Folge der Gl. (n):g, (h)—= Es 59 2) FR" (c+ ON); 
folglich: 

f. h? „ m 
f(x + h) — f(x) — hf’(&) — ze (2) E a. f” (x + $h), 
d r . . d h3 Im H} Dar h? aM .- G ] 
Be ST a (x + 9h) = up! (2) + @; (h) 
setzen: 


h? 


IR Er ‚ BEN gm SE met DR 9 SA rel j ; 

fle+ 1) a) - fh) 
Es ist nun wieder @,(h) eine Funktion, welche sammt ihren Diffe- 
renzialquotienten bis inclusive zum 3" für A=U verschwindet, und 











| ferh)=fle)thf(e)+ = 


| 
a | 3 5% \ - 
« En . . 
in e . 





fr 


deren 4'° Differenzialquotient pY, (h)—= f''(x + h) ist; man hat da- 
her nach (n): 
h* ns 


p,(h) = 032 p, (06h) = 1031 f"(& + 6h), 
somit: 
’ / 5 BAR Add 
fer) re) hl) gt ern) 


Offenbar kann man auf diesem Wege beliebig weit fortschreiten, und 
man hat daher: 


flat) — fe) — hf’ (& re) — 





haR—U) 
aan > 
hr 


woraus folet: 


12 | (n—1) 
rat an ı 
(4) 


AR | 
+ ST f"(& +0). 
Diese Gleichung, deren Giltigkeit an die Bedingung gebunden ist, 


dass f(x), f(x), f"(&), ... f(x) innerhalb der Grenzen x undx-+h, 
diese selbst mit eingeschlossen, stetig bleiben, heisst der ee 





Lehrsatz oder die Taylor’sche Reihe. Das Glied IE x 6n), 


in welchem # einen übrigens nicht näher bestimmten dt echten 
Bruch bezeichnet, wird das Ergänzungs-Glied oder der Rest 
der Reihe genannt. Den Werth desselben kann man in Folge der 
Unbestimmtheit von 8 im Allgemeinen nicht angeben, wohl aber zwei 
Grenzen, innerhalb welcher derselbe nothwendie liegen muss. Diese 


N 


Ä h Tu ae 
Grenzen sind offenbar = G und = (, wenn man mit @ und @ den 
n! n! 


kleinsten und grössten Werth bezeichnet, welchen f(x) zwischen den 


Grenzen x und x -+- % anzunehmen vermag. Hiedurch ist man in die 
Lage gesetzt, den Fehler schätzen zu können, welchen man begeht, 
wenn man die Reihe (1) bei irgend einem Gliede abbricht. 

Wenn aber das Ergänzungsglied für ein unendlich wachsendes » 
unendlich klein wird, so folgt aus (1), für n = » die unendliche 
Reihe: | 


h? & P% < 
fat = re) HH ++. 


welche Reihe in diesem. Falle nothwendig von x bis & -+ h convergirt, 
[$. 25] und deren Summe die Funktion f(x + h) ist. 





a DER N 3 An Een nn ar 
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Schreibt man die Taylor’sche Reihe in der Form: 
f(x + h) — f(e) = hf’ (x) Fa)... 


so gibt, wie man sieht, die rechte Seite dieser Gleichung die Aende- 
rung, welche die Funktion f(x) erfährt, wenn sich x um die endliche 
Grösse h ändert, und zwar geordnet nach aufsteigenden Potenzen von 
h. In den Anwendungen der Mathematik wird hievon eine sehr häufige 
Anwendung gemacht. 


222 








344. Setzt man in der-Gl. (1) des vor. $&. <= 0 und schreibt 
sodann & statt A, so erhält man: 


a—r(0) + a1) + 570) + UF" (0) ++ 2,10 (de). (8) 


welche Gleichung der Maclaurin’sche Lehrsatz genannt wird, und 
voraussetzt, dass. die Funktionen f(x), f’(&), f"(&) ... f® (x) von 








N 
2 —=0 bis £= x stetig sind. Das "Glied f")(9x) heisst auch hier 


das Ergänzungsglied oder der Rest der Reihe, und es gilt in je 
Bezug auf ihn dasselbe, was im vorigen 8. von dem Reste der Taylor’- 
schen Reihe bemerkt wurde. 


Wenn beim unendlichen Zunehmen von n der Rest — 1008) un- 


endlich klein wird, so folgt aus se 
fo) = Flo) + af) + Er) + Et) +... (6) 


und die rechter Hand stehende unendliche Reihe ist in diesem Falle 
zugleich nothwendig convergent und hat die Funktion f(x) zur Summe. 
Es verdient bemerkt zu werden, dass die Reste der Taylor’schen 

und Maclaurin’schen Reihe: 

h" 7 

EEE NUN ae 
beim unendlichen Zunehmen von » immer unendlich klein werden, 
wenn die Grössen f" (= -+-8h) und f(x) endliche Werthe behalten, 
wie gross man auch n wählen mag, weil der andere Faktor von der 
Form 1.3 a _—- “ n 3 on beim unendlichen Zuneh- 
men von n immer unendlich klein wird, wie gross auch der endliche 
Werth von Ah sein mag. | 
Man kann die in den Glgn. (2) und (4) rechter Hand stehenden 


unendlichen Reihen unmittelbar auf ihre Convergenz untersuchen; die 





f" (6x) 





N r 2. 
{ 5 RE N 2 
2 lud Ale ee 
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Reihen haben nämlich die Form: 
ot a2 +a2” + a2’ +. 
und convergiren somit [$. 38] für alle Werthe von h, beziehungsweise 


Er welche innerhalb der Grenzen + lim —— liegen. Hieraus folgt aber 
Mm+l 


noch nicht mit Nothwendigkeit, dass innerhalb dieser Grenzen ihre 
Summen den rechter Hand stehenden Funktionen f(x + h), beziehungs- 
weise f(x) gleich sein müssen, indem sie von diesen um eine endliche 
angebbare Grösse verschieden sein können; diese Gleichheit erfordert 
vielmehr stets, dass auch der Rest beim unendlichen Wachsen von 
verschwinde. 

Setzt man in (1) A=a — x, und vertauscht sodann die Buch- 
staben a und & unter einander, so kommt: 


(2) =fl(a) + (a —a)f/la)+ a f'(a)+. | 


(5) 





+ ET pn + 0 @ all, 
eine allgemeinere Form der Maclaurin’schen Reihe, welche wieder in 
die obige (3) übergeht, wenn man a —= 0 setzt. 

Es mag noch bemerkt werden, dass man auch umgekehrt die 
Taylor’sche Reihe aus der Maclaurin’schen ableiten kann. Kraft der 
letzteren hat man. nämlich : | 


F(h) —= F(0) -+ hF'(0) He a — P" (0 it F® (6h): 


setzt man nun F(h) —= f(x is ne so wird: | 
Ehe th), ET le th)... FON) th); 
a a u 2 .FW(OR)—f® (x + dh); 


somit, wenn man substituirt: 


2 
f&+M=f(e)+hf (x) = 





RE. - oo ‘(2 + h). 


345. Der Gebrauch des Taylor’schen und Maclaurin’schen Lehr- 
satzes zur Entwickelung der Funktionen in Reihen bietet keine weite- 
ren Schwierigkeiten dar. Folgende Beispiele mögen zur Erläuterung 


dienen. 
1) Esseif(2)=eR sowrd (dem Fiden (ma, 
u. ’s. w. und allgemein fW (a)—=m(m—1).... [m— (n— 1)]a"; 


man erhält daher nach dem Taylor’schen Satze: 


(+ hP—ar mar KT = n = Beh a 


in25 0 


2) msn. 
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Die Entwickelung bricht ab, wenn m eine ganze positive Zahl; in jedem 
anderen. Falle ist die Reihe unendlich, und convergirt nur, wenn 


h 
() < 1; an. diese Bedingung ist dann die obige Gleichung gebunden, 


wie aus früheren Untersuchungen bekannt ist. 
2) Es sei f(@«)—sinz; es ist f(x) = cos«, f" (#) = — sine, 
u. s. w f®Y(x)= sin (x + $nsv); folglich nach dem Taylor’schen 


Lehrsatze: 
] 2 h 3 





v 
in(@ + h)=sine + heose — sine - 
sin («+ h)—=sinz + hcosx ol Tee FE sina+.. 
Ebenso erhält man: 

n 
0 Be a I 
cos (c-+h) net gg 008% 


Beide Gleichungen gelten für En Werth von x und A. 
Setzt man £ == 0 und schreibt sodann x statt A, so verwandeln 
sich diese Gleichungen in folgende: 








R Da x 
Spa Zuger ae 2 
EEROEE EN 
x x‘ 
cost = 1 -— — BER AR 
ROSE PAIN 


welche sich übrigens auch unmittelbar mittelst der Maclaurin’schen 
Formel ergeben. 


3) Für f(x) — Ix liefert der Taylor’sche Lehrsatz : 


42 13 4 
h* I 
ar 


lı } 
u Aut De: 


(a a ar ar 





we 
Die Reihe convergirt, wenn —- ein echter Bruch ist. 
EL 





Erwägt man, dass (x + h)—=Ix (i + ) — Ir +1 (i +.) ist, so 
% He 
folgt hieraus, wenn man /x zu beiden Seiten aufhebt und sodann & 


h 
statt schreibt: 
x 


et 
(1 en ge a 1 
\ + ) 2 +5 4 = ESS ir 


die bekannte logaritımische Fundamentalreihe, welche man auch un- 
mittelbar mittelst der Maclaurin’schen Formel gewinnt, wenn man die- 
selbe auf die Funktion f(x) = I!(1 + x) anwendet. Auf die Funktion 
f(#) = Ix lässt sich hingegen die Maclaurin’sche Formel nicht anwen- 
den, da die Funktion /&s und ihre sämmtlichen Differenzialquotienten 


su 
. 





Z 
% 
7 


27.5; A a ee ET 2 Va u": aA Te 
. e Wr 2 “ Be & 2 N * 
a ni ne Sr ee i) 
T ah AEG PR A PL, re na FRE, I2 ae 
TE e , ; 
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für 2= 0 unendlich werden. Diese Funktion kann daher in eine 
nach steigenden Potenzen von & fortschreitende Reihe nicht entwickelt 
werden. 
+) Mor (2), ar ‘erhält man f’ eat la. NEE) ga, 
u. s. w. und allgemein /® (2) = a®(la)"; somit -f(0)—=1, f'(0)= la, 
. f" (0) = (la); der Maclaurin’sche Lehrsatz liefert daher die 
Gleichung: 


a—=1-+ ala + an + - ; .n +. 


welche Reihe für jeden Werth von x gilt. 


346. Die Taylor’sche Formel setzt voraus, dass die Funktion 
f(x) und ihre successiven Differenzialquotienten für jenen Werth von 


x, von welchem die Zunahme %h erfolgt, nicht unendlich werden. Hier- 


9 
aus folgt, dass man zwar jede Funktion nach der Taylor’schen Reihe 
entwickeln könne, dass jedoch bei gewissen Funktionen für besondere 


Werthe von x dieser Lehrsatz zur Entwickelung unbrauchbar werden 





kann. Es habe z. B. die gegebene Funktion f(x) die Form: at 

unter p(x) eine beliebige Funktion verstanden, welche für Br 
ge 2 pe + h 

weder Null noch unendlich ist, so wird fx + h) = = 2: En ne —— 


fa) + hf’ (@) 1 nn DR (2) + ...; die Differenzialquotienten: f’ (x), 


ET) U: 8 W; u a zu entwickeln, und enthalten sämmtlich, so 
wie f(x) im Nenner Potenzen von (e — a). Für <—=a werden daher 
sämmtliche Glieder rechter Hand unendlich, während die linke Seite 


arm a 


einen vollkommen bestimmten Werth erhält. 


Es ist aber: 


a h | ER 
fla-+h) ZEN En —h"pla) + hmttglka)+ et (a)+..; 
die Entwickelung erhält daher, wie man sieht, für 2=.« in den An- 


fangsgliedern negative Potenzen von h; aus diesem Grunde kann die 





Taylor’sche Reihe, welche nach positiven ganzen Potenzen von h fort- 
pe + N 
+ h— 





schreitet, die Entwickelung des le - für den spe- 


ziellen Werth x = «a nicht geben. 


Aehnlich verhält sich die Sache, wenn die zu entwickelnde Funk- 
tion eine. Wurzelgrösse enthält, und die Grösse unter dem Wurzel- 
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zeichen für einen besonderen Werth von 2 =a verschwindet: die 
Entwickelung enthält dann für 2 — a nothwendig gebrochene Poten- 
zen von h und kann daher durch die Taylor’'sche Reihe nicht erhalten 
werden. Es sei z. B. f(x) = (& — bJ" Vz? — a?, die Differenzialquo- 
tienten dieser Funktion werden für © == «a unendlich; man hat aber 
fat)=ta— db + Mh) V2ah + h?, und die Entwickelung dieses 
Ausdruckes (mit Hilfe der Binomialformel). liefert offenbar Potenzen von 
h mit gebrochenen Exponenten. In allen diesen übrigens selten  vor- 
kommenden Fällen wird man zu den gewöhnlichen Entwickelungsme- 
thoden seine Zuflucht nehmen. 


I. Der Taylor’sche und Maeclaurin’sche Lehrsatz für 
Funktionen mehrerer Veränderlichen. 


347. Die Taylor’sche und Maclaurin’sche Reihe lassen Sich leicht + 
auf Funktionen mehrerer veränderlichen Grössen ausdehnen. Es sei 
RN Y) Sa 
eine Funktion zweier unabhängigen Veränderlichen & und %, und 
f(& + Rh, y-+ %k) in eine nach steigenden Potenzen von h und % fort- 
schreitende Reihe zu entwickeln. Setzen wir zu diesem Behufe Hear 
k= tm, so wird: 
f&e+h y+=fak tt y+in= Ft), 
welchen Ausdruck wir nun als Funktion von ? betrachten, und als solche 
nach dem Maclaurin’schen Satze entwickeln können. Man hat diesem 
zufolge. 


> 
3 


lo JOE NTDE EU RO E + FOR), 


Aus der Gleichung: 
F)=f@+#&,9y+1n) | 
folgt aber, wenn man Kürze halber ee +&E = uw y+tm=v setzt: 





roten 
x: en + Mr 
mr = +: ae es 3 ward" 4a 7 
li ee Sl 


AL ie 
du 5. A 








Setzt man in diesen Gleichungen, mit Ausnahme der letzten, = 0, 
wodurch # und ® in £& und % übergehen, so kommt: 


FO)=fe,y), 





Bar af 
Ne Ba ER 
ee an le a2f 
- re RE 

Bi EN ER a. ra 
N Ba a Ta 


U. S. W. 


Werden nun diese Ausdrücke in die obige Reihe für F'(t) substi- 
tuirt und statt /£ und in wieder die Werthe A und % eingeführt, so 
erhält man: 

aa 


fetter) ++ 
de 2 +2, 4 a] 


tee + er | 


+ 


R 


n!’ 





wo A das totale n'® Differenzial der Funktion f(x, y) ist, wenn in 
demselben die Grössen A und % statt. der Differenzialfaktoren dx, dy 
gesetzt. werden, und « + dh statt x, y + dh statt y geschrieben wird. 
Hiebei bezeichnet 0 einen positiven ‘echten Bruch, und man erhält 
zwei Grenzen, innerhalb welcher der Werth der Reihe nothwendig 


R 
ließt, wenn man für Ö jene zwei Werthe wählt, welche den Reste ar 


beziehungsweise den möglichst grössten und kleinsten Werth. ertheilen. 


Das in der obigen Reihenentwickelung stattfindende Gesetz fällt 
leicht in die Augen, und man könnte nun nach demselben Gesetze die 
Taylor’sche Reihe leicht für Funktionen von einer beliebigen Anzahl 
von Variablen hinschreiben. | 

‘Setzt man in der obigen Taylor’schen Reihe ==), ==. 0, und 
schreibt sodann ® statt h, y statt %, so erhält man den auf Funktio- 
nen mehrerer Veränderlichen ausgedehnten Maclaurin’- 
schen Lehrsatz: | 
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fa = 10, 0) + Dr +0 
ae Paten) 
Halte" + er 29. +7 a: 2 
= 


welcher die Entwickelung der Funktion f(x, %) nach Potenzen der 


ER EL: 








Veränderlichen & und % liefert. Die Symbole ar Ss. w. 
| AP FOR 

bedeuten jene Werthe, welche die Differenzialquotienten L / : [ 
d2’ .dy de 


u. s. w. für z2=0 und = 0 annehmen. 


348. Beispiel. Man suche die Veränderung, welche die Seite « 
eines sphärischen Dreieckes ABC erleidet, wenn der opponirte Winkel 
A um JA und die Seite # um 4ß sich ändern. 

Es ist bekanntlich: 


Cosa — cos cos y re sin # siny cos A, | (m) 


und folglich @&—=f(f, A); bezeichnet man daher den geänderten Werth 
von «@ mit @, so hat man nach dem Taylor’schen Lehrsatze für mehrere 
Veränderliche: 


; da da 


1 


ee 





d?« i 
fer dß dA j 
+ us w. 


Differenzirt man nun die Gl. (m) partiell nach # und nach A, so er- 
hält man: 


de 
— sin es — sin cosy + cosß siny cos A, (n) 
ne in y sin. A | (p) 
" a Su siny in A. p 
Die 1'° dieser Gleichungen nach £, die 2° nach A differenzirt, gibt: 
da \* d?a 
2.005 U (5) 7— Sin. 788 — — (eos cosy + sin siny cos A), (q) 
da \? Se i { 
— (050% (5%) — sine ER sin ö siny cos 4; (r) 
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endlich, wenn man (n) nach A, oder (p) nach £ differenzirt, so kommt: 
da de ! d’« 
— er — 
‘Bleiben wir bei den Gliedern 2ter Ordnung stehen, so folgt nun aus 
(n) und (P): 


— cos siny sin A. (s) 


“— cos( ee 
A AREA 
da nach bekannten Formeln der sphärischen Trigonometrie: 


— sinß sin, 


sin # cosy—cosßsinycos A=sin@cosC und sinysin A=sineasin C 


l 
ist. Aus (g) folgt ferner, wenn man für = den eben gefundenen Werth 


einsetzt, und beachtet, dass der 2!° Theil = — cos« ist: 
da Di 
TE = 36018. 0.811: 02. 
Aus (r) zieht man: 
rien \ \ ! re 
Sind 5, — sin # (siny cos A — cosa sin P sin 0°); 
es ist aber siny cos A = cos« sinß — sina cos ß cos C, womit 
d’a se | 
Fu ß? cos O(cotga cos C — cotg f) 
wird. Endlich folgt aus. (s), wenn man sin« sin statt siny sin A 
schreibt: 
d’a Ä ; 
RES sin ö sin O (cotg ß — cotga cos (). 


Hiemit wird bis auf Glieder der 2° Ordnung genau: 
@ — 0a —=c00s0Aß + sin sin OAA 


+ a cotga sin O?4P? 
+ sin ß sin C(cotg ß — cotga cos C) APAA 
+ = sin #? cos CO (cotga cos CO — cotgP) AA?. 


II. Die Umkehrungsformel von Lagrange zur Entwicke- 
lung der implieiten Funktionen. — Anwendung der 
Differenzialrechnung auf verschiedene Reihenent- 
wiekelungen. 

349. Es sei 


y=r+ef(n), (a) 
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und u—=F(y), wo f, F wie immer geformte Funktionen und x, z zwei 
von einander unabhängige Veränderliche bezeichnen. Man soll die Funk- 
tion u—=F(y) in eine nach steigenden Potenzen von x fortschreitende 
Reihe entwickeln, so dass die Coefficienten dieser Potenzen nur allein 
Funktionen von 2 sind. 

Denken wir uns die Gl. (a) nach y aufgelöst und den Werth von 
yin uw = F(y) substituirt, so erscheint « als. Funktion von x und 2 
und kann demnach nach Maclaurin’s Lehrsatz in eine nach Poötenzen 


von & geordnete Reihe: 
du x” 13 x° 
— F' en ra Verse, — 1 IT en 
* NZ +), aka a a 


: du du 
verwandelt werden; hier ‚bezeichnen #,, I], 1-53), u. 2% w. 
dc) o AL I oR 


jene Werthe, welche die Grössen «, A 2 u. s. w. annehmen, wenn man 
dee dor 
in denselben 20 setzt, und es kommt daher darauf an, diese Werthe, 
bloss durch 2 ausgedrückt, darzustellen. 
Da für <=0, y=2 wird, so hat man sogleich 
en. 
Differenzirt man die Gl. (a) partiell nach 2 und x, so erhält man: 


“ EEE 


BA | % 
dz N de’ da 
aus welchen Gleichungen durch Elimination von f (y): 


dy ‚ dy 


le | (b) 
folgt. Durch Difterenziation nach # ergibt sich noch aus dieser Gleichung : 
I Erw). (W) 


Ist aber ıu (y) eine beliebige N von %, so hat man: 


a ul). 5 


d’y „49 du 
nr N er du de’ 


d 12% 
d.i. wenn man obige Werthe von ii Dale aus (d) und (b ) substituirt: 
dx’ dadz 











= ur). EHE +WW)LE) er 


der 2'° Theil dieser Gleichung ist aber, wie man leicht sieht, der nach . 


dx 





a mare Diterenzialquotient de: Produktes ur P £ (a v): ee es ist | 


” f 
f r 


% 


u. U): nt 


AED ET EEE h \ 
de ade (©) 


_ Diese ne besteht, 12 (Y) mag was immer für eine Funktion von 


E- Y sein, wenn nur Y=2 + fly): 738 2 
Dies vorausgesetzt, differenziren wir die Gl. u— = r(y ) nach x, 


En und erhalten eh 3 j. mit Rücksicht auf (b): 
Be: ne | IR dy 
e, elle Ko. 


Eine zweite Dillerenziation dieser Gleichung nach © gibt uns: 


Ede | a 
4. nähe wir Anfeden Ba Theil die GL. (e) in rn bringen, 
vu) = (u):f) setzend | 

ay\ 


au “ an Io a8 
_ Diese Gleichung abermals nach & differenzirend, erhalten wir: 
; ERSTELLE) 
F(y). nn GR 
= we de 
oder im -alen Theile die Ordnung des Differenzirens umkehrend: 











alr | (y). nor. a 


f u a 
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i n—ı1J pr” n dy 
u an. 








dan Ze dag" : (9) 
Setzt man nun in den Gleichungen (d), (e), (f), ), = 


d 
wodurch 9 =2, an — 1 wird, so erhält man: 


re FACH UO 
ran... (= roror) 


Durch Substitution dieser Werthe, und jenes von u, — F’(z), ergibt 
sich nun die folgende sehr allgemeine Entwickelung: 


Yy—=+F uf) 


; X Ze ae Er 

F(yJ)=F()+F (2): fle)z 4 ns (2): Koluree n. 
I) 

2 a | 
gt | 
welche nach ihrem grossen Erfinder die Reihe (Umkehrungs- 
formel, das Reversionstheorem) von Lagrange genannt wird. 
Will man aus der Gleichung y = 2 xf(y) den Werth von % 
selbst ziehen, so setze man u—=F(y)—=y, wodurch F(2)—=z, F(z)—=1 

wird ; hiemit folgt aus (I): 


+ 


dz* 








y_?+ Be 
= alfa? =: | @ir@ a 
aloe ee ee u 


als spezieller Fall der allgemeineren Reihe (I). 


Es bedarf kaum der Erinnerung, dass die mit Hilfe des Lagrange’- 
schen Satzes gewonnenen Reihen zur numerischen Berechnung nur an- 
gewendet werden können, wenn sie convergiren. 


350. Zur Erläuterung des Gebrauches der vorstehenden allgemeinen 


Formeln mögen folgende Beispiele dienen. 


Beisp. 1. Es sei die Gleichung: ay" —- y + b=0 gegeben‘ 
man sucht 4”. Bringt man diese Gleichung auf die Form: y„=b-- ay", 
und vergleicht sie mit der allgemeinen Gl.: y=2-+xf(y), so hat man 


eb, Ben EDEN ud Ru: 


gemäss der Formel (IT) bilde man nun die Grössen : 





| 67 
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*8 | FAR _ 














day 
= m(m + kn — 1) (m + kn — 2). ..[m + kn — (k — 1)] yr+Ho=D; 
setzt man hierin y„=2==b, und der Reihe nach k=1, 2, 3, u. s. w., ” 
so erhält man durch Substitution der gewonnenen Ausdrücke in die 
Gl: (D): | | 
m(m + 2n — 1) N 
m — pm bm+n—1 m+2(n—1) 42 
Y An AI 1.2 x % x 
m(m + 3n — 1) (m + 3n — 2) | 
pm +3(n—1) y3 
r IE 2 
RR EEE 
Setzt man hier m = 1, so wird: 
=: R 
a b + ab" u narb— 1 4 — n (30 = ee 2) a? bN—2 nr | 
Er | n (4n De 1) (4n 3 2) Ay 4dn—3 
| : + 5 a*b ee 


eine Wurzel der Gleichung ay" — y+b =0. 
Für n = 2 gibt endlich die Reihe: 


y- = + (ab) + 2 (ab) + 5(ab)® + ab)“ + 





" ()°+.. | 


eine Wurzel der Gleichung ay? — y+b—=0. 
} 


Beisp. 2. Es sei ay" — y + b= 0; man suche I!y. 
Hier ist: y=b + ay", folglich: 


zb, a=a, f[W)=Yy, Fu)=lW; 
ferner: F(y)— = IF (y) [f(y)le = yr—! , und 
,, | 
ai [r (Y) aL (kn — 1) (kn — 2).... (kn — k + ar 


g hiemit erhält man nach 


> y— Ib + abn—1 u ab?) 4 (In — 1) (30 —2) 


Da 





al DdL,... 
F Beisp. 3. Es sei die Gleichung y—= xeV gegeben; man suche 9. 
Man hat = 0, 2 ze fe; ferner: 


dk Sn 


Y(v)]* — elky at - — Kkhk-i eky - 








folglich, y = 2 = 0 setzend, nach (ID): 


Pe 1 32.,x° AS.uH . | ' 2 
I, aa ee 





Un |: 
1 20 





I 


Und _ ei Ar 1 ei, (+ -) 


Man findet für diese Reihe: 





TER S ; I 
somit lim ———- = xe; diese Reihe convergirt daher nur, wenn xe<{1, 
Un i 


18 
d. ” ER ist. 


Beisp. 4. Aus der Gleichung: m —= u — e sinw soll u gefunden 


- werden. Mit der Gleichung y=2-+ xf(y) verglichen, hat man: 


u=m- esinu, also y—u.2—=m, =, f(y) = sin; folglich 
nach (Il): | 
d.sin m? ed Sin an? 





W— mt esnm 75, ea 


und wenn man die Differenzialquotienten gehörig entwickelt: 


uv=m- esinm-+ e? sinm cosm +4 e° sin m (cos m SINn ya 
2 


P2 


Um in die Coefficienten ein leichter zu übersehendes Gesetz zu 


bringen, und sie zur Berechnung bequemer zu gestalten, kann man 

folgendermassen verfahren. N. | 
Man hat bekanntlich, |I. Bd., S 79, 61. (34) und (35)]: 

wenn m ungerade: TER 


m—1 s 
(#27) 2.201 ‚sin «m, Sin mo (7) sin (m — 2)% 





2 


+(3) sin (m — 4) & re (2) as ee 


wenn m gerade: 


m 


(> 1) 2 ‚2m—1,sin u — 008 ME — (7) cos (m — 2)% 


Die Glieder im 2ten Theile dieser Gleichungen haben sämmtlich die 
Form sinrz und cosr«, und es ist bekanntlich: 


ER. 


er 





dmg Ser vX 
a TERE 


am —1 cos r% 
dam aan 


nimmt. man daher von BR a. (a) den a u Differenzialquotienten, 


a (m — I) 
Er so ‚kommt, wenn man "Kürze halber nn A setzt: 
m—1l ee, ie m 
x (— 1) 9 9m—1- an7 a 9: rt 
Nr 5 £ dan lan 


- 
% 


R mi sin Im + 4] ee (1) (m SE 2)ym—ı Er [(m Rt 2) + A) u 
+9) we Du -ayıt sin Im — es ce + N... (2) sin [x + Al. 


2 


5 


Es er sin(« +4) a 2 (« + De a 


—————, und, da m ungerade, also EE eine ganze Zahl 


—y nm (—1) ? , somit sin(@a + A) 


m a y® 2 sing; wird auf diese Art jedes Glied im 2ten Theile re- 


 ducirt, so erhält man, nach Unterdrückung des gemeinschaftlichen m: 


mer, 


man ate Rn | me 
oe op m" sinme — (m — a! join (m— 2) 


N 


! ;E ( nn 2 sin n— a ß “ 2 





E u Mm ) er 
ER 


2 


it THlfe arelen Formeln, in. welchen der Reihe nach m=2, 3 4,. 


Zu setzen ist, erhält man Hua e 


er kese 
7, 





5 ; 
k € : 
u=m- esinm +73 sin 2m 





+ 3155 (3? sin 3m — 1?.3 sinm) 


2A 
zn Rex (4? sindm — 2°.4 sin 2m) 








€ { . 5.4 

a (5: sin m —3°.5 sin gm + 14 9° sinm) 

= (6; en in 2m) 
Tr g195 sin 6m — 4°. arg 
RER SR 


Die hier behandelte Aufgabe (das Kepler’sche Problem), aus der Gl. 
m —= uw — esinu, w zu finden, ist in der Theorie der elliptischen Be- 
wegung der Planeten von Wichtigkeit; es ist m die mittlere, « die 
excentrische Anomalie des Planeten, & die Excentricität der Bahn. 





1 
Beisp. 5. -Man soll. den Bruch ————— in eine'nach 
VI Z222 + 2: 
steigenden Potenzen von x geordnete Reihe entwickeln. 


Man setze: 
Vı 2at+e=ım, 
so.erhält man durch Differenziation dieser a nach £: 
day 1 
de Vı—dete 
aus derselben Gleichung folgt aber, wenn man rational macht: 


1 R 

vers (a) 

Die Aufgabe kann nun folgendermassen gestellt werden: Es ist die 
Gl. (a) gegeben; man sucht RE : . Diffe- 








del ya Dar eg 
renzirt man also die Gl. (II) im vor. $. nach 2, wodurch man erhält: 
dy df(z ER ER AN 
a tr 2 Te 
und beachtet, dass aus der Vergleichung von (a) mit der, der For- 
mel (II) zu Grunde liegenden Gleichung: y=2-af(y) folgt: f(y)= 
3(y?®—1), so erhält man für die gesuchte Reihe: 











1 x die? —1 2220 (21) 
ee Ar N) 
Vi—2x + a 1,2, de 212 dz 


3 (2? 1% 
31:23 de? 








Lagrange” sche } Theorem Mässt Sich “auch ie Tortheil 


auf die Se des Problems der Umkehrung oder Rever Bst 


ion der Reihen anwenden. Es sei die Reihe: 


ee Ha’ + ag‘ RRaEN 


Kran, Hai +... op), 
»=ypy); 
> schreibt man diese. Gleichung in der Form: 


De a 


RE 


und vergleicht sie mit der Gleichung. Be pie xf (9): 'so hat man: 


ee = Ei 


Man nehme 


n ne = 

a ara 
| : 

E) [fe N =) Fer — K+ ide z Eeifle yje+, 


es ie A EP gecaypen, 
dk dek=1 | F(? Ira) EN u 1 aa 


Setzt man aun der Kürze wegen E = 


5 ” = durch Anwendung der Gl. (I ), $. 349, indem 2 — 0 ist: 
a R- x IR 
—— — F(0 +40(0)« 2 1 0" (0) +1 en as 
eo rer 
= Es ist aber: > 
ee Z er 
Iran -[ | 


a el en 





play 9% (2), so ee = ER 


y ntwickelt man den 2ten Theil nach dem polynomischen Lehrsatze und en 
‘ ezeichnet, wie in $. 64, Bd. I; die Polynomialeoefficienten der ion RR 


8 W., SO wird: 
kan)? Be) ED, fk+1) 


em —ä, 3 ae Ba. 








>y a $ Bir, j 





















I. 7 
’ 
f 


Aus dieser Gleichung folgt zunächst für E—0, a en 


IE 0) = — AN) A, 
Dieselbe Gleichung kmal differenzirt ‚gibt: 


DO) 1.2.3...(K1)k.Ar +2 ER 1... kle+ 1). Arne haniee -. 
woraus | Fi | 
—k +1) 
09 (0)—1.2.3..(k —1)k.4 
folgt. Setzt man in dieser Gleichung der Reihe nach, k—=1, 2, 3, 
u. Ss. w. und substituirt”die erhaltenen Werthe in die obige Reihe - für 


a 1 ee an Lt m 5 a a 
el h j ' Ts EN Dr ee PAR u y 
- Ä u LE |, 
+ er 
7 ’ 


Ber so erhält man: 


& py) | | | 
ir y —ı —2 5 _’ 3 a x 
FT net len na en F 

folglich, da g(y) =: | E 
Er ] 3 == a 
3 y=4Art:dr+ Aa IA (2) 
I und dies ist die gesuchte durch Umkehrung von (1) entstehende Reihe. = 
3 ö Die in derselben erscheinenden Polynomialcoeffieienten, und zwar der _ > 
Be jie der — 1t®@.. der 21° der —.2ie ..: der n® der - nl= Potenz 
E. der unendlichen Reihe: | er 
= 3 ,: a, +a,2 + a2? + 02° -+.... 


können nach dem im $. 64 angegebenen Verfahren gebildet werden; - 
auch kommen wir im folgenden $. noch einmal darauf zurück. 


352. Zum Schlusse dieses Kapitels mögen über die Anwendung 
der- Differenzialrechnung auf die Entwickelung und Umformung von ° = 





= Reihen noch einige Beispiele Platz finden, welche Bar auf ee = 

22 wichtige Ergebnisse führen. 
n e 1 Es sei die „‘ Potenz der endlichen an unendlichen Reihe: we 4 
E: + tete... a 
3 3 zu entwickeln. Man setze: 2 a 
@ z +2 +,” +e2°+..?—=A,+4Ar2+ 42° + Ar +... (m) 
g” welehe Form der Entwickelung offenbar zukommen wird. Differenziren 
E wir die Gl. (m) nach z, so kommt: 3 2 h 
er nl, ta 2 + 0,2? 2 2,2 SE 3: LE (er FE au +30,2?-+...)=. = ö 
Bo. — +24 +3l® 4... ee. 
= 





folglich, wenn wir beiderseitig mit «, 4 «2 1 +07 +..... 


. 7 
IE 





E.. br herr hr la + 2 + 3 +... )= 


AH her.) tea taetaer..).) 
- " Ordnet man beide Theile nach steigenden Potenzen von z, und setzt, 27 
gemäss dem Satze der unbestimmten Coefücienten, die den gleichen Ka >. : 
















5 = Potenzen von z entsprechenden Coeffieienten einander gleich , so er- 7 E 
halt man: ° a 
ZE Zu A, min An er 3 
B.-..- ie a = E E Be 
= - Zu a: ne = and, 7E near u; 
= 30, 2: + 20,4, 4 Ir Snc,A, _ Inc A, _ na, A,,; Be 
ee: u. 2. .w. = 
= . somit: ; - = | P - Be. 
E B.\ 0A, — na, A, ee r ae; 
eh — 2ua,4, + (a — 1)@,4,, | = er 
Er: j 30,4, — ING, A, + (a — 2) 0,4, +@r — 1)a,4,, R E 4 
w- u. S. w. : u: 
welche Gleichungen die ‚Polyuomialevefäcienten in rekurrirender Form E. 


7 geben. Für den ersten Ar findet man, in (m) z—0 setzend: Am u BE 
© Diese Formeln enthalten das Rekursionsgesetz, welches schon in Bi. IL, . = 
= 8. 9, angeführt wurde. ee 








m --, I. Es sei: j ’ a = = 

TR atBe tz dert... = Br 

Br: und. Iy in eine Si Potenzen von z geordnete Reihe zu entwickeln. £ 4 
- Man setze: 


: Pier ee aan 1 (m) 
so folgt durch Differenziation dieser Gleichung: 
BH+ re + 3 Her... a > 
3 re ee Ham. 
_ Ordnet man beiderseits nach Potenzen von z, so we man ER dem 
 Satze der unbestimmten Coefücienten: 

= | #=.B 

Oi ‚ 36— 7B + 28C + 3aD 

Er ten 
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aus welchen Gleichungen die Coefficienten B, €, D, E,... sich ergeben. 
Was den 1t*% Coefficienten A betrifft, so findet man A — la, wenn 


man in (m) & —= O0 setzt. 
II. Es ist bekanntlich [Bd. I., S. 270, Gl. (22)]: 


i 
cotg x — 


4 


22 
1-7) (1 


2% 





( 


TU 


2 


2 


a? 


2x 


oz 


x 


2 


Differenzirt man diese Gleichung logarithmisch*), so erhält man: 


2% 








)“ 0 Bi: 








Lässt man nun x? < sc” sein, so hat man nach dem binomischen 


Lehrsatze: 


1 





Pl 5 
1—-—— Jr? 
Y27C 


und hiemit wird: 


2 


ote x J 
C = — 
5 % 


Man setze nun 


colE 2. — 


1 


1 











1 SE Ei 1 x a 
l — — — 
76° ( Y 76° y2zr? ar yizı* + y6zcr® 
225] 1 1 1 
76? e % 22 F 32 172 apa ) 
32° (1 1 1 1: - 
Alatatatat) 
22° f1 1 1 1 
7c® & +50 katpt-.) 
Ei ee 
“ 5 32 Yzn—l Da ze?" 
NSS DEE an’ 


raten 


wo Bon_ı eine endliche bestimmte Zahl ist, da die links stehende un- 
endliche Reihe convergirt, wenn 2» >1 [I. Bd. $. 31.], so erhält 
man: ” 


22 
al 





*, Indem man nämlich von beiden Theilen der Gleichung die Logarithmen 


Dix 


1 


24 
4! 


nimmt, und sodann differenzirt. 


26 


. 





RER a Dr ed 
D,% a IE 


Ir 
\,<+t® 


Substituirt man diesen Werth von cotgx, nebst dem daraus für 


... 


(H. 


2) 
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cotg 2x resultirenden in die identische Gleichung: tgx — cotg« 
—79°eotg 3%, [Bd 1. 8: 115.], sofolgt: 
ee 9298 1) 
er SR Bx+ Ti B,x® + 
TU 
DEN er 
26 (26° — 1 2 
an \ 1 Ba. $ (3) 
e<H+ 7 


wo die angedeuteten Grenzen der Convergenz daher rühren, dass die 
Reihe (2) für cotg2% in Anspruch genommen wurde. 


Die in diesen Reihen erscheinenden Zahlen B,,°B, Pa... ... 
heissen die Bernoulli’schen Zahlen. Zur Berechnung derselben 
lassen sich Rekursionsformeln auf mehrfache Weise entwickeln. ‚Schreibt 
man z. B. die Gl. (2) in folgender Form: 


: 2 9A 96 
sin & 2 28 2 

Re l B,#? — — B,#* — — Bs2® — ...), 
Fe 2! 41 ° 6! 





und -setzt für cos < und sin & die entsprechenden Reihen, so kommt: 








ge? ch 66 
2 ge‘ 6 22 24 IN 
en Bar er REN ® DEE ER ] 
=(1 sı tr 51 +) ER eu ) 


und man erhält nach vollzogener Multiplikation durch Gleichsetzung 
der Coefficienten der gleichen Potenzen von «: 











22 tl 

Meaya 

24 02 Bd 

oe Ba 

BR: a9 102 1 l 
ea a nz 

92n g! 92n—2 1 Y2n—4 
iD Ba + = 5 Dan -3— 
Er 3 Da nah va 

1 22 1 1 








+ B, + = 
—(2n — 1)!2! tn Ei: % 


oder, wenn man die zwei letzten Glieder jeder Gleichung redueirt, und 
jedes Glied durch 2 dividirt: 





I mZsya 


Man findet hieraus: 


43867 


BE ETOB e e) 


Da sofort die Bernoullischen Zaplen als Bolanıt angenommen werden = ! 
können, so ist durch die Gl. ( (1) die Summe der reciproken geraden Po- . ; 
tenzen aller auf einander folgenden Zahlen gegeben. Dividirt man 5 
“durch: 27%, ,s0 kommt : ß | 

“= tantnr ER Fe 2. u 


on wenn man diese Gleichung v von a) abzieht 


fl 1 BR a en u (1) Bath ! 
a Tu Te Hi TEE Dj: a 





Slktrch welche Gleichungen Eu die Summen der reeiproken geraden e 
_ Potenzen aller aufeinanderfolgenden. geraden und ungeraden Zahlen 
gegeben sind. a OR a | 
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VIERTES KAPITEL. 
ÜBER DIE AUSMITTELUNG DES WAHREN WERTHES VON GRÖSSEN, WELCHE SICH UNTER 


03 
UNBESTIMMTEN FORMEN: x z U. S. W. DARBIETEN. 


353. Wenn f(x), F(x) zwei Funktionen von x bezeichnen, welche 
für den besonderen Werth x = «u beide verschwinden, so nimmt der 


a) für den besagten Werth von 2£==« die unbestimmte Form 
= 


— an, hat aber nichts desto weniger einen bestimmten Werth, welcher 


mit Hilfe der Differenzialrechnung leicht ermittelt werden a 


f(«a) 


In der That, man kann F(a) als den Grenzwerth betrachten, 

| Te | 

welchem sich der Ausdruck Bun bei unendlich abnehmendem 7 
F(a+h) 


unendlich nähert. Nun ist unter der Voraussetzung, dass die Funktio- 
nen. f(x) und F'(x) in der Nähe des besonderen Werthes 2—a stetig 
sind, nach dem Taylor’schen Lehrsatze: 


fa+h)  fla)+Ahf(a-tBh) fa + 6h) 





F(a+h) F(a) +hF(a+6h) F(a-+ 6)’ 
da der Voraussetzung nach f(a)—= F(a)—=0. Zur Grenze übergehend, 
‘erhält man hieraus: 





f(a)__f’(a) | 
ro) (M) 
Fla) F(a) 
Durch diese Gleichung ist der Werth des Bruches ne 


deutig bestimmt, wenn nicht die beiden Grössen f’(a) und F’(a) eben- 
falls gleichzeitig Null werden. Man hat aber näch dem Taylor’schen 
Lehrsatze: 
f(la+R) __f(a) + hf’(a) + 4n°f”(a + 6N) 
F(a+h) F(a) +hF(a) + 4h2F"(a+ 06h)’ 
somit, wenn nebst den Funktionen f(x), F(x) auch ihre 1t°% Differen- 
zialquotienten für <= «a verschwinden: 


f(a + h) f"(a + $h) 


F(a+ h) F”(a + 61)’ 


woraus für A=0: 
| f(a) _f”(a) 
Bias Era): e 








unzwei- 
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folgt. Wie man auf diesem Wege fortschreiten könne, ist klar, und 
es kann allgemein folgender Satz ausgesprochen werden: Wenn die 
Funktionen f(x) und F(x) nebst ihren Differenzialquo- 
tienten bis einschliesslich zu jenen der (n— 1)!" Ordnung 


für 2 =a verschwinden, soist: 











Fla) = 120) ! 
— — I, (3) 
F(a). :F®(a) | 
; nN__ypm 0) 
Beispiele. 1) Der Beach wird =: Rn, 
es ist aber f.(2) = — mu". Fe) = — na", somit: 


fia) —— (a) — DE am 
Fa) =. Fa) en 























f(x) 1.— 2 +l2.%...0027 5 ; 1-2 
2 — — wird — f =]; Ze, 
) Bord wird für @ ee) i 
| I: E Sr 2? 
VAR esse: ER somit / ®) = — V2r—a’ ‚ und dieser 
| V2x — x? F'(&) % 
Ausdruck wird = — 1für 2 =]1. 
; x u 5—0\2 ü 
3) a — Sn wird = für =0; es ist nun (a) = 


2 (e® — e*), F(x) = 28 cos# — x? sinz, welche Funktionen für 
x — 0 ebenfalls verschwinden; ferner f” (x) = 4 (e’* + e*), F’(x) 
— 2.0082: — Are sinx — 2 cosn; PFIO)=S E10) 23 der>ge- 
suchte Werth ist daher — 4. 


354. I. Wenn die beiden Funktionen /(x) und F(x) für er 


(x 
unendlich werden, so nimmt der Bruch Ei für £=a die unbestimmte 
de ; 


Form — an; die Ausmittelung des wahren Werthes lässt sich leicht auf 
den im vorigen $. behandelten Fall zurückführen. Man setze 








1 
fe) _F@) 
F (x) RR 

f(®) 


so hat man es mit einem Bruche zu thun, dessen Zähler und Nenner 
für £—=a verschwinden; der Differenzialquotient des Zählers ist 
Fey f' (x) 
— — — —-—,, jener des Nenners -— —--/;; folglich der wahre Werth: 
[F(&)]" Aa)’ 
la) _ Fa) .f(a) _F'(a) |: 


Fa) IF(a)]? fa)” fla) LFla)l' 












- h- ” nf 2.27 ZEN a EN ı ei A A 
EEE RE NE SE TREE 7 Mo At I N NE EN 
Pi 2.72 L Erb a ae Ta re Au, * u Y u A rn a a Da » v 
Ey % u RE ee “ Bis? € Br vr : TE TE “ EEE R 
> 4 Per yae - SR n # hi ars . N 
i Se wi " , En m . 


19 


woraus durch Auflösung nach. 


la), 
ae 
Aa SE Re) 
F(a) Fa) 


folgt. Es gilt daher hier dieselbe Regel,. wie für die oben behandelte 





0) 
F Er 
orm 0 2 


r ie . = NEN 1 
Z. B. Die Funktion: . wird & für 2—=@; nun ist f =; 
ie) a, 
a 
ER EA ER 


f(®)  P(®) : / 
II, _— > j 2 ’ Ü 2 
RR, Fe) (2) so kann diese Funktion für 2 = a 


die Form © — =» erhalten; man wird in diesem Falle beide Brüche 
auf eine gleiche Benennung bringen, und einen der obigen Fälle er- 


’ 


eh und somit der wahre Werth der Funktion 








- halten. 


1 


BER 


So ist 2 IT oma r 


= 0— a für 2=0; es ist aber, wenn 


2 ’ 2 
£ x” — sin& 
man auf einen gemeinschaftlichen Nenner bringt, y= —y-. -——,-, wel- 
2 SIE 





0 >: 
cher Bruch % wird für 2=0, und für dessen Werth man nach vier- 


maliger Differenziation des Zählers und Nenners 5 findet. 

IHa se yes Hae) und Ha, 02H) =:0, 0:2 — a; 
so erscheint die unbestimmte Form 0.0; man wird in diesem Falle 
setzen: 








F 
Fa a = 
1 3 1 
F(x) f(x) 
wodurch man wieder auf die Formen = oder - kommt. 


IV. Ist endlich „= [f(x)]"®, so kann dieser Ausdruck für einen 
_ besonderen Werth von z=.a eine der folgenden unbestimmten Formen: 
00%, 18, 03% 
annehmen; es ist aber y—= F(x).!f(x), und somit für 2a in die- 
sen vier Fällen: 
y=0.0=—0.», 6.0 = 0:0, 
En 3 RE ER En ER le 








Y 
v 





80 | “ \ 

Formen, deren Werthe nach dem obigen ausgemittelt werden können. 
Ist A der gefundene Werth, also /y = A für 2 =a, so ist y — eh 
Im 4ten Falle hat man übrigens unmittelbar = e*+*; d. h. die unbe- = 
stimmte Form O*”* hat den Werth O oder ©, je nachdem das obere 
oder untere Zeichen stattfindet.. 3% 


ZRD a fürs. 0 ara Or 
1 sn Tv / 
v-(.) - für 20 wird Winter 
L% s 


& 
Yy=ııl + 0)2; für 20 wirdy Aare, 
355. Es kann der Fall eintreten, dass der Taylor’sche Lehrsatz 
zur Entwickelung der Funktionen f(x) und. F(x) für den besonderen 
Werth &<=« unbrauchbar wird |$ 346]; in ‚diesem Falle werden 


nebst diesen Funktionen ihre sämmtlichen Differenzialquotienten Null 


oder unendlich, und das in den vorstehenden Paragraphen dargestellte 
Verfahren, welches sich auf die Taylor’sche Reihe stützt, kann offen- 
bar nicht zum Ziele führen. Man wird dann in dem gegebenen Aus- 
drucke, welcher für 2 = a eine der unbestimmten Formen annimmt, 
a -+ h statt x setzen und, wenn nöthig, nach Potenzen von A ent- 
wickeln; der gesuchte Werth ergibt sich sodann, wenn man in dieser 
Entwickelung A = 0 setzt. 





ME, - 0 
It.z.D. Ban welcher Ausdruck für £=1 die Form nr 


Vai 


annimmt, so erhält man, <—=1 + h setzend: 





3 
Vv»r+m v2a+h 
Es ist also y = 0 für x —=1. 

Man sieht leicht ein, dass dieses Verfahren ganz allgemein ist, 
und selbst dann oft mit Vortheil angewendet werden kann, wo auch. 
die Differenzialrechnung den ee Aufschluss gewährt So hatten 





1 
/ hs 


’ 


ie 














wir oben den Bruch y — re welcher für £=0, — - wird; 
sin“ (0) 
setzen wir ee) | ] Re l in er 
i — = = Dar 
| xs—=at+h=0-+h=h, so kommt: Y 1 inne 
| h? h? h* 2h® 
EI ITTE NUNN \ BE N u er ee 
nun ist sinh—=h AREA BEER pr sin.h zen 3 15 BA 
a a u a TERN er 
folglich y= > ? 23% BZ —3 - 4 a = für 0 
br es Na de. 1-4 +... 


übereinstimmend mit dem oben erhaltenen Resultate. 
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FÜNFTES KAPITEL. 


ÜBER DIE GRÖSSTEN UND KLEINSTEN WERTHE DER FUNKTIONEN, 


I. Maxima und Minima der Funktionen von einer ver- 
änderlichen Grösse. 


356. Wenn der Werth (a), welchen die Funktion y — f(x) für 
den besonderen Werth 2 = «a der unabhängig Veränderlichen an- 
nimmt, grösser ist, als die ihm unmittelbar vorausgehenden und 
nachfolgenden Werthe: f(a — h) und f(a-+h), wobei h beliebig klein 
angenommen werden mag, so sagt man, der Werth f(a) sei ein gröss- 
ter Werth oder ein Maximum der Funktion f(x). Ist der Werth 
_ f(a) kleiner als die beiden Nachbarwerthe f(a— h) und ffa+h), 
so heisst derselbe ein kleinster Werth oder ein Minimum der 
Funktion y=f(&). | 

Es folgt hieraus, dass im Verlaufe einer Funktion jedesmal ein 
Maximum eintritt, so oft sie aus dem Zustande des Wachsens in jenen 
des Abnehmens übergeht ; und ein Minimum, wenn der Uebergang aus 
dem Abnehmen ins Zunehmen erfolgt. Eine Funktion kann daher 
mehrere Maxima und Minima haben, kann aber auch deren gänzlich 
ermangeln, wie z. B. die lineare Funktion: y=ax -+b. Auch er- 
klärt sich hieraus ganz einfach, dass, im Falle die Funktion mehrerer 
Maxima und Minima fähig ist, nicht zwei Maxima oder zwei Minima 

unmittelbar aufeinander folgen können, sondern dass die Maxima und 
_ Minima regelmässig mit einander abwechseln müssen. Man kann sich 
dies alles sehr leicht versinnlichen, wenn man die Curve construirt 
denkt, deren Gleichung y — f(x) ist. 

Es bietet sich nun die Aufgabe dar, diejenigen Werthe von x zu 
erforschen, für welche die Funktion „= f(x) ein Maximum. oder Mi- 
nimum wird. Zu diesem Behufe erinnern wir uns des in $. 339 auf- 
gestellten Satzes, dass die Funktion y— f(x) mit wachsendem x zu- 


j d 
nimmt oder abnimmt, je nachdem ihr 1% Differenzialquotient: = 


— f'(«) positiv oder negativ ist. Hieraus folgt, dass beim Durch- 
gange der Funktion durch ein Maximum oder Minimum der 1° Differen- 
zialquotient f(x) sein Zeichen wechseln, und somit für jenen Werth 
x —= a, welcher die Funktion zum Maximum oder Minimum macht, 


entweder Null oder unendlich gross werden muss, je nachdem derselbe 
Herr, Höh. Mathematik, II. 3. Aufl. [ 
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bei diesem Uebergange stetig bleibt, oder eine Unterbrechung der 
Stetigkeit erleidet. Die Auflösung der Gleichungen: 
Fa) 0 0der AL) 0 

bietet daher diejenigen Werthe von x dar, welche ein 
Maximum oder Minimum der Funktion /(z) erzeugen. 

Es ist dann noch zu entscheiden, ob ein auf diesem Wege ge- 
wonnener Werth 2—= «a die Funktion /(x) zu einem Maximum oder 
Minimum mache. Hiebei wollen wir annehmen, dass dieser Werth aus 
der Gl. f(x) = 0 hervorgegangen sei und den ohnehin seltener ein- 
tretenden Fall der Gleichung f(x) = w, später betrachten. 

Da der Voraussetzung zufolge f'(a) = 0 ist, so hat man gemäss 
dem Taylor’schen Lehrsatze : 


h? 
f(a+h)— f(a)= —, 1”(a+6h) 
und 
x h? 22 7 
fa—W)—fla)=;1"(a— 09); 


im Falle des Maximums müssen nun beide Differenzen: ffa+h)— f(a) 
und f(a—h) — f(a) negativ sein, im Falle des Minimums aber positiv ; 
das Zeichen dieser Differenzen hängt aber, wie man sieht, von jenem 
der Grössen f”(a+#h) und f”(a--#’h) ab, .d.i. von dem Zeichen der 
Grösse f”(a), da man h immer so klein wählen kann, dass f” (x) inner- 
halb der Grenzen <=a, und £=a + 9h sein Zeichen nicht ändert, 
und folglich f” (a) mit den Grössen f” (a #h) und f" (a-—#h) gleiches 
Zeichen hat. Hieraus folgtalso, dassder ausder Gl. f(x)=0 
folgende Werth <=a die Funktion zu einem Maximum 
oder Minimum macht, je nachdem der zweite Differen- 
zialquotient für diesen Werth von & negativ oder posi- 
tiv sich ergibt. | 

Es kann der Fall eintreten, dass auch f”(a)—= 0 ist; dann hat | 








man: | Ex | 
h® el h* 
a N a Or 
h? 12 h* : ; | 
een 


Ist nun f”(a) von Null verschieden, so haben die beiden Differenzen 
f(a + h) — f(a) und. ffa —.h) — f(a) entgegengesetzte Zeichen, da 
man A immer so klein wählen kann, dass das Zeichen dieser Differen- 
zen durch das Zeichen des 1!°® Gliedes im 2!" Theile obiger Gleichungen 
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bestimmt wird [$. 16, A)]; in diesem Falle ist also f(a) weder ein 
Maximum noch ein Minimum. Ist aber auch f” (a) = 0, so wird 


h* h* 
f(a+h) —()=;, f" (a+®h), ffa—h)— f(a)= ni f" (a—$'h); 


beide Differenzen haben wieder gleiche Zeichen, nämlich jenes, welches 
der Grösse f''(a) zukommt, da das Zeichen dieser Grösse für sehr 
kleine % von jenem der Grössen f''(a + dh) und f' (a — #’h) nicht 
verschieden ist. Es tritt also wieder ein Maximum oder Minimum ein, 
je nachdem sich f'' (@) negativ oder positiv ergibt. 

Sollte auch f'' (a) —= 0 werden, so schliesst man ganz auf die- 
selbe Weise aus den Gleichungen: 


h? h® 
fla+ mM fd) + rl) +t trat N, 


ne h® 5 
ka—h) — fla)—= — Eee lt (a—Hh), 


dass die Existenz eines Maximums oder Minimums an die Bedingung 
f'(a) —= 0 gehunden ist, und, wenn diese erfüllt ist, das erstere oder 
das letztere statt finde, je nachdem f'(a) negativ oder positiv ist. 
Auf diese Weise gelangt man zu dem Satze, dass ein der Glei- 
chung f(z2)—=0 Genüge leistender Werth die Funktion 
f(x) nur dann zu einem Maximum oder Minimum mache, 
wenn der erste für <=anicht verschwindende Differen- 
. zialquotient von gerader Ordnung ist; und zwar tritt 
ein Maximum oder Minimum ein, je nachdem dieser 
Differenzialquotient für £=a negativ oder positiv ist. 


Es kann vorkommen, dass der aus der Gleichung f(x) = 0 ge- 
zogene Werth x —= «a den zweiten Differenzialquotienten, so wie die 
folgenden unendlich gross macht; die eben entwickelte Regel, um zu 
entscheiden, ob ein Maximum oder Minimum stattfinde, versagt dann 
ihre Dienste, eben weil die Sätze, auf welchen sie beruht, der Tay- 
lor'sche Lehrsatz nämlich oder das in Gl. 6, $. 342 ausgesprochene 
Theorem auf die Funktion f (x) für <= a nicht anwendbar sind, da 
ihre Differenzialquotienten, vom 2teR angefangen für diesen besonderen 
- Werth von x eine Unterbrechung der Stetigkeit erleiden. In diesem 
Falle bleibt nichts übrig, als den Lauf der Funktion in der Nähe 
des Werthes x = a besonders zu untersuchen, indem man die Werthe 
f(a + h) und f(a— h) entwickelt, und mit f(a) vergleicht. Findet 
man für ein beliebig kleines R, f(« + h) und f(x — h) kleiner als f(«a), 
so ist /(a) ein Maximum, im Gegentheile ein Minimum. 

6* 
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Dasselbe Verfahren ist aus gleichen Gründen bei jenen Werthen 
von x einzuhalten, welche etwa aus der Gl. f(x) = » gezogen 
werden. 


357. Zur Erläuterung des Verfahrens mögen folgende Beispiele 
dienen: | 

1. Man sucht die Werthe von x, welche die Funktion 

f(x) = 42° — 218? + 182 — 30 

zu einem Maximum oder Minimum machen. Man findet als 1' Differen- 
zialquotienten /’(x) = 12x” — 42x + 18, welcher, gleich Null gesetzt, 
zur Bestimmung der gesuchten Werthe die Gleichung 22? — 72 +3 =0 
darbietet, deren Wurzeln } und 3 sind. Der 2'° Differenzialquotient 


1».(&) = 6442 — 7). wird negatiy für x —= $, positiv. für)z — 37 die 
egebene Funktion hat daher für =! ein Maximum = — 25}, 
| > ä 

für x = 3. ein Minimum: = —- 57. 
2. Eine Zahl a in zwei Theile x und a — x zu zerlegen, so dass 
das Produkt f(x) = x"(a — x)" ein Maximum oder Minimum werde, 


unter m und » positive Balz Zahlen verstanden. 
Man hat | 
fe) = em la et [nd = een HN) | 
El ee am (nr —1)(a— 2)— (m —1) a] [na —e(m-+n)] 
— (m Fn)2 Alla — zT. | 


» na 
Die Wurzeln der 61. f(x)—=0 sind: 2 —=0, <=a und = ——; 
; mt rn 
na 
von diesen macht die letzte: x — RR, den 2ten Differenzialquotien- 
| N 
ten f’(&) = — (m + n)z" "(a — x)", also negativ, und erzeugt 


somit ein Maximum. In Bezug auf die Werthe = 0 und 2 = a ist 
es bequemer, den Lauf der Funktion f(x) in ihrer Nähe unmittelbar 
zu untersuchen. . 

Man setze also x — O0 +h= + h, sowird: 
flo +) —FlO)=(+hY (a — nm, f(0 UF UL 
beide Differenzen sind positiv, wenn gerade, haben aber verschiedene 
Zeichen, wenn n ungerade ist; der Werth x —= 0 erzeugt daher ein 
Minimum, wenn n gerade ist, aber weder ein Maximum noch ein 
Minimum, wenn n ungerade. 

Für den Werth <— «a erhält man: 
fla+h) —- flaa=(a+h (— hi"; fla— h)— fla)=(a—h\"(+ hy", 
somit ebenfalls ein Minimum, wenn m gerade; bei ungeradem nr findet 
weder ein Maximum noch ein Minimum statt. | | 








Set man a ‚so ergibt Behr A Biz= - la das Mas 


der Funktion ı y=xz(la-—- eye, hiedurch ist die Aufgabe gelöst, unter = 


Fallen. Hechtsaker von gleichem Umfange GER ‚anzugeben, welches R 
= u grössten. Inhalt hat; es ist das Quadrat. 


EL N Red 1— ik RE: 
ES Für ren Br erhält man I — 2 = Eee 2; und hieraus 
. B » r er2% A ; e da | N x #5 #7 4 ; BERN 
RE IE +2 


Z 1— 20, somit w—e. Ferner: wird ne — — ? negativ für 
Re dx RER a 


x% == e;, dieser Werth macht Gate die Funktion zu einem. Maxi- 


Er 23 ; Re 
2 Die Zahl © zu suchen, deren »t Wurzel ein Maximum ist. 
Aus der Gleichung: | | 


a En, 


Es 
=. hl er ni 6; 
y—x” Ilolg da ( «) 


| welche Gleichunk den Werth 2—e Kefert. De 2’ Difterenzialquotient 


2 day as y ER Re lialen | 


; ER. 1 
ER | ' 2 ] 7 Se . [} ara “ F . . 
wird für diesen Werth negativ (= BR: ): somit ist e® ein Maxi- 
e y £ 5 ’ r 1 7 7 5. ” “ 
 — mum der Funktion x®. 


5. Für y = f(x) = a’+ b& (e — 30)°- erhält man: 
ay. ea (m 30)3 ler sn Ke 30)3 ö 
Or 30) 








— 46, welcher Werth : 


ne 


\ . | . | | f 1 i & | | 
gan somit ein Maximum der Funktion, — a + #be V ze” erzeugt. 


‚ also negativ macht, 


Auch die ER, y e= bietet hier eine endliche N: 


indem man ce —- 32 — 0 setzt und hieraus x — 46 zieht. Um zu 
erfahren, ob dieser Werth von x, welcher auch die höheren Differen- 

 zialquotienten ı unendlich gross InesEr, ein Maximum oder ein Minimum 
ee N x 
x . 








erzeuge, substituiren wir 2—=4ce und 2 —=14te+ hin f(x) und er- 
halten: 


f(4c + R) — f(ke) = b(4e + h) (— 3%)5 
fe —h) — f(fe)—= b(de — h) (+ 3N)8. 


Beide Differenzen sind positiv, da man immer » <{ 4c nehmen 
kann; somit entspricht dem Werthe & —= ic ein Minimum = a. 


6. Aus einem senkrechten Kegel denjenigen Cylinder zu schneiden, 
welcher a) den grössten Inhalt, b) die grösste Mantelfläche, ec) die 
grösste Gesammtoberfläche hat. 


Es sei r der Halbmesser der Grundfläche des Kegels, h dessen 
Höhe; bezeichnet man mit x den Halbmesser der Basis des Oylinders, 
(so wird dessen Höhe, wie man leicht findet, ausgedrückt durch h’ — 


h 
— (r — x). Dies vorausgesetzt hal man: 
” 


GEN h 

a) Für den Inhalt: J—= sır?’h — = 2’ (r — x); da 2 eine con- 
stante Grösse ist, so genügt es, den veränderlichen Faktor x?(r — x) 
zu einem Maximum zu machen, dessen Differenzialquotient: . 

2z(r — a) - a —0 
gesetzt, für den Halbmesser des Cylinders vom grössten Inhalte den 
Werth x = 3r gibt; die Höhe wird hiemit W — 4h. 
ar R RE 

b) Für die Mantelflächke: M— 2rr.h — ES x(r — x); hieraus 
folgt für das Maximum: r — 2% = 0, somit e—=4r; W —4n. 

c) Für die gesammte Oberfläche: O0 —= 2x? + 2rrxh‘, d. i.: 


0= ar + ha(r — a). 


folglich: 22 + h{r — x) ® hxt>—= 0, worals ıe — Er ‚ und 
eat), 
2(h — r) 


Die Untersuchung mit Hilfe des 2te" Differenzialquotienten, ob 
die gefundenen Werthe ein Maximum oder Minimum erzeugen, kann 
hier — so wie in vielen praktischen Fällen — entbehrt werden, da 
die Natur der Aufgabe nur ein Maximum zulässt. 
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358. Ist y als Funktion von x implicite durch die Gleichung 
f(x, y)=0 gegeben, so wird man in Uebereinstimmung mit den in $. 356 
entwickelten Principien den 1ten Differenzialquotienten : 0 
entwickeln [$. 324] und =0O setzen. Durch Elimination von y aus 
‘den beiden Gleichungen f(x, y) = 0, f’(z, y) = 0, erhält man sofort 
jene Werthe von x, welche die Funktion zu einem Maximum oder Mini- 
mum machen, welche Werthe in eine dieser Gleichungen substituirt, die 
zugehörigen Maximums- oder Minimums-Werthe der Funktion liefern. 
Dass die Ordnung der Elimination auch umgekehrt werden könne, ist 
für sich klar. Das Zeichen des 2%" Differenzialquotienten entscheidet 
wieder wie früher, ob ein auf diesem Wege gewonnenes System von 
' Werthen von » und % einem Maximum oder Minimum entspreche. 


N 
Da aus: f(x, y) —=0 bekanntlich [$. 332, Gl. 2) und 3)]: 

















28 RUE ARTE (2: 
RE aa dar. dad. da dy? Nax Be 
SS re df Be: 


folgt, so sieht man leicht, dass zur Ausmittelung der gesuchten Werthe 


di ek If u er 
von z und y statt der Gl. . —( auch die einfachere 0 benutzt E 
da we 





werden kann, und dass der 21° Differenzialquotient für die so erhalte- 
_ nen Werthe von & und y durch den Ausdruck: 





d?f 

RN da? 

dead | < 
dy 


gegeben wird. 


Beispiel. Es sei die Gl.: y* — 4a’yx + x*—=0 gegeben. Man 
] az / 
findet hieraus: I — — NDR, und hat somit x? — a°y 0 zu setzen. 
da Y>— 0% ' 


Durch Verbindung dieser Gl. mit der ursprünglich gegebenen erhält man :. 
Be 
ne aya mb aV2T, 
wo die oberen und unteren Zeichen zusammengehören. Mit Rücksicht 
l; & ER 
auf die Gl. m OÖ wird ferner : eu welcher Ausdruck 
div da a2 -—— y? 


i g durch Einführung obiger Werthe von z und y den Werth: 


n 
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ey 
REF VEB 
ER 
a(V3—1) | 
annimmt. Die oberen Zeichen entsprechen somit einem Maximum, die 
unteren einem Minimum. 


II. Maxima und Minima der Funktionen mit mehreren 


von einander unabhängigen veränderlichen Grössen. 


859. Es si z2=f(&, y, u, ...) eine Funktion mehrerer von 
einander unabhängigen Veränderlichen &, y, u, .... und 2 =a, y=b, 
u=c, ... ein System besonderer Werthe dieser Veränderlichen von. 
der Beschaffenheit, dass der zugehörige Funktionswerth f(a, b, c, ...) 
grösser sei, als alle benachbarten Werthe, welche man erhalten würde, 
wenn man für &, y, u,... andere von a, b, c,... beliebig wenig ver- 
schiedene grössere oder kleinere Werthe substituirte, so nennt man 
diesen besonderen Werth /(a, b, c, ...) ein Maximum der Funktion 2. 
Ist aber dieser Werth kleiner als alle seine Nachbarwerthe, so heisst 
-derselbe ein Minimum. Es handelt sich nun darum, das System der 
besonderen Werthe 2=a, y=b, w==c,... aufzufinden, welches 
der Funktion einen grössten oder. kleinsten Werth ertheilt. 


Zu diesem Behufe betrachten wir &, 9, u, ... als Funktionen - 
einer neuen Veränderlichen «@, indem wir setzen: 


= p(e), y=Wla), u=xla), ...; | 
damit die Grössen x, %, u, ... unabhängig bleiben, genügt es offen- 
bar, die Form der Funktionen g, %, %, ... völlig unbestimmt zu 
lassen; durch gehörige Wahl dieser Form wird es dann immer möglich 
sein, jeder der. Grössen &, Y, %, .... für einen bestimmten Werth 
von « jeden beliebigen Werth zu ertheilen. Hiedurch wird: 


ET B nk an 
und erscheint nun z als Funktion der ein zigen Veränderlichen «, 
wodurch die Aufgabe auf die bereits bekannte, für Funktionen einer 
veränderlichen Grösse die Maxima und Minima aufzusuchen, zurück- 
geführt ist. Ä | 


Gemäss den in $. 356 entwickelten Principien. muss daher für den 
Fall des Maximums oder Minimums zunächst die Gl.: 

BEER 

Pe 


erfüllt werden, eine Gleichung, welche mit Rücksicht auf den Umstand 


0 








dass 2 eine Funktion von x, 9, ", ... ist und diese Grössen von « 
abhängig gemacht wurden, die Form: 


de de de dy de du, _, R 

BE de LE RN 
annimmt. In Folge der Unbestimmtheit der Funktionen p, WW, 4, ... 
sind aber die Grössen x, y, tt, ... und somit auch die Differenzial- 


quotienten: 


= rl), eve) File). 

jedes beliebigen, willkürlichen Werthes fähig, und die letzte Gleichung 
kann demnach nur bestehen, wenn die Coefficienten dieser Differenzial- 
quotienten jeder «für sich verschwinden. Hiedurch ergeben sich die Be- 
dingungsgleichungen : N 
dz dz “de 

| TATEN. le (2) 
welchen dasjenige System von Werthen der unabhängig Veränderlichen 
Genüge leisten muss, welches ein Maximun oder Minimum der Funk- 
tion erzeugen soll. Diese Werthe ergeben sich sofort durch 
Auflösung der Gleichungen (2), welche man erhält, in- 
dem mandiepartiellenDifferenzialquotienten derFunk- 
tion 2 gleich Null setzt, deren Anzahl mit jener der un- 
abhängig Veränderlichen übereinstimmt. 

Ein auf diesem Wege gewonnenes Werthesystem, 2 =a,y=b, 
%“==c,.... macht nun bekanntlich die Funktion 2 zu einem Maximum 
oder Minimum, je nachdem der 2° Differenzialquotient nn für diese 
besonderen Werthe negativ oder positiv wird. Die Aufstellung bestimm- 
ter Kriterien, nach welchen sich entscheiden lässt, ob das eine oder 
das andere eintritt, erheischt die besondere Betrachtung der Funktionen 
von 2, 3, u. s. w. veränderlichen Grössen; die hierauf bezügliche Un- 
tersuchung wollen wir in folgendem für Funktionen zweier Veränder- 
lichen durchführen. BER 


360. Es sei demnach 
= fl y) 
eine Funktion von zwei unabhängig Veränderlichen, und 2@=a, y=b, 
ein System von Werthen, welches aus der Auflösung der Gleichungen: 


dz de 
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nach $. 329, indem man x und y als Funktionen von « betrachtet, so 
findet man mit Rücksicht auf die Gl. (1): 


Rd (2) Re d’e .dedy -, d’z (2), 


erhalten wurde. Entwickelt man den 2'° Differenzialquotienten 





9’ 


da? da? \de dedydadı ° dy? \d« 
i dx dy d’z 
d. i. wenn man Kürze wegen den Quotienten — :— =m, und —, =, 
da de dx 
d’z d’z 
8, — —.t setzt: 


dedy  " dy: 


d’z R 3 ( 2) E 
N (rm? + 2sm #5 L) 10); 


hiebei haben wir m als eine ganz willkürliche Grösse zu betrachten, 
wodurch die Unabhängigkeit der Variablen & und „ von einander 


2 
wieder hergestellt wird. Das Vorzeichen von I hängt nun, wie man 
} de 
sieht, einzig und allein von jenem des -Ausdruckes: 
rm? + 2sm + 1 (2) 


ab; dieser Ausdruck muss demnach, wenn man darin z=a, y=b 
substituirt, negativ sein im Falle des Maximums, positiv im Falle des 
Minimums, und zwar für jeden beliebigen Werth von m. Es dürfen 
demnach zunächst die drei partiellen Differenzialquotienten r, s, 1, für 
2= 4a, y=b nicht gleichzeitig verschwinden. Der Ausdruck (2) wird 
ferner, während m alle Werthe von — » bis + © durchläuft, sein Zei- 
chen nur dann nicht ändern, wenn die nach m quadratische Gleichung 
rm? + 2sm +t=0 keine reelle Wurzel besitzt, wozu erfordert wird, 
dass 


> — st <0 (3) 
sei; diese Bedingung schliesst einerseits die oben ausgesprochene, dass 
r, 5, t nicht gleichzeitig Nuli sein dürfen, schon in sich; überdies zeigt 
dieselbe noch, dass die Grössen » und t für 2=a, y=b gleiche 
Zeichen erhalten müssen, weil sonst die Differenz linker Hand in (3) 
in eine nothwendig positive Summe sich verwandeln würde. Was end- 
lich das Vorzeichen des Ausdruckes (2) selbst betrifft, so stimmt die- 
ses. mit jenem überein, welches die Grössen r und £ erhalten; dies er- 
hellt sogleich, wenn man beachtet, dass dieser Ausdruck in Folge der’ 
Bedingung (3) überhaupt sein Zeichen nicht ändert, und für m = 0 
sich auf die Grösse t reducirt. 














ei 


Hiedurch gelangt man demnach zu folgendem Schlusse: damit ein 
aus den Glgn. (1) gezogenes System von Werthen @=a, 
y=b die Funktion z zu einem Maximum oder Minimum 
mache, müssen sie zunächst der Bedingung 

d’e \2  d’2 d’2 
(u) de? dy? Er 


Genüge leisten, und erzeugen ein Maximum oder Mini- 





mum der Funktion 2, je nachdem sie die Differenzial- 
quotienten 


dead? 
de?’ dy? 
gleichzeitig negativ oder positiv machen. 


Ergibt sich für £—=a, y=b, s®® — rt >>0, so findet weder ein 


Maximum noch Minimum statt, denn die oben erwähnte quadratische 


Gl. würde in diesem Falle zwei reelle Wurzeln haben und folglich der 
2 


s d-2 =: 
Ausdruck rm? + 2sm + t, also auch 7 einen Zeichenwechsel er- 
de 


fahren, wenn man für m Werthe setzt, welche zu beiden Seiten einer 
dieser Wurzeln liegen. 


Die obigen Kriterien lassen endlich die Existenz eines Maximums 
oder Minimums unentschieden, wenn für 2—=a, y==b, die Grössen 


r, s, t gleichzeitig verschwinden, oder wenn s® — rt = OÖ sich ergibt, 


2 


weil der 2%° Differenzialquotient im ersteren Falle für jeden Werth 


da? 
® 5 £ } 
von m, im letzteren für m = — = verschwindet R% In beiden Fällen 


müsste man die höheren Differenzialquotienten zu Rathe ziehen, was 
jedoch umständliche Rechnungen erfordert; man thut in solchen Fällen 
besser, auf anderen Wegen sich die Ueberzeugung zu verschaffen, ob 
ein Maximum oder Minimum vorhanden sei, oder nicht. Häufig kann 
dies aus der Natur der Aufgabe unmittelbar entschieden werden; wo 
nicht, so führt wieder die unmittelbare Betrachtung der Nachbarwerthe 
zum Ziele. 





*) Ist nämlich s® — rt = 0, so folgt, wenn man den hieraus sich erge- 
benden Werth von t substituirt: 


d?z dy\? sa, /dy\® 
Er) - (mm? + 2sm -+ 2 («) — ("+ ;) (x) . 


ee 





Auf ähnliche Weise- könnte man Kriterien des Maximums und 
Minimums für Funktionen von drei und mehreren Veränderlichen ent- 
wickeln ; sie werden jedoch immer complicirter, daher wir nicht weiter 
auf dieselben eingehen. Man wird immer schneller zum Ziele gelangen, 
wenn man jedesmal durch eine besondere Diskussion der Aufgabe un- 
tersucht, ob für ein aus den Glgn. (2) 8. 356 gezogenes Werthsystem 
ein Maximum oder ein Minimum eintrete, oder keines: von beiden. 


Beispiele. 1. Eine Zahl a in drei Theile so zu theilen, dass 
das Produkt derselben ein Maximum werde. 


Es sein x, y und «a — x — y die drei Theile, so hat man 
z = ay(a — x — y) zu einem Maximum zu machen, somit 
de de‘ 


ee a re 2 — Y) RN 


zu setzen, aus welchen Gleichungen 2 = y — 3a folgt. Substituirt 
man ferner diese Werthe in die Ausdrücke: 











d’z 9 d’z $ d’z De 5 
a m U er, ET a GE Y, P} 
da? 2 dy?® da dy 5 a 
so kommt 
deg 9 d’z % d’z } . 
ES ES u 
dx dy d& dy 
und | 
en, ) d’z d’z Bit: 
) er oo — (OR 
da dy da?" dy? 0 


das Produkt wird demnach ein Maximum, wenn die drei Theile gleich 
sind. 


2. Unter allen Dreiecken vom Umfange — 2s dasjenige zu finden, 
welches den grössten Flächeninhalt hat. Bezeichnet man zwei der 
Dreiecksseiten mit x, y. so ist die dritte: 2s— x -—- y und somit der 
Flächeninhalt: 





F—Vs ae $). | 
Es genügt offenbar, die veränderliche Grösse unter dem Wurzelzeichen 


zu einem Maximum zu machen; bezeichnet man diese mit 2, so sind 
die Bedingungsgleichungen des Maximums und Minimums: 


elta 


eb) @+9-)+s—N 
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aus beiden Gleichungen folgt 2—= y==-—; das Dreieck muss daher 
<) 


gleichseitig sein. Für diese Werthe folgt ferner: 





de .d’a RE GE Ei, 
Tg 
und 
ce ) dred’ie ER 
am) ey ee 


woraus man erkennt, dass der Inhalt des gleichseitigen Dreiecks ein 
Maximum ist, was übrigens, ohne die 2 Differenzialquotienten zu Hilfe 
zu nehmen, schon aus der Natur der Sache leicht erhellt. 


Il. Maxima und Minima mit Nebenbedingungen. 


EN 
361. Häufig tritt der Fall ein, dass die veränderlichen Grössen 
2%, y, %, ..., von welchen die Funktion 


PA ER (1) 

welche ein Maximum oder Minimum werden soll, abhängt, an gewisse 
Bedingungen gebunden sind, welche durch Gleichungen: 
ENTE RR RE N EB RU Pa A er 
ausgedrückt sind. In diesem Falle besteht die Aufgabe darin, solche 
“ Werthe der Veränderlichen &, y, «, u. s. w. auszumitteln, welche die 
Funktion 2 zu einem Maximum oder Minimum machen, und gleichzeitig 
‚den Bedingungsgleichungen (2) Genüge leisten. 

Zur Auflösung dieser Aufgabe bietet sich zunächst folgender Weg 
dar. Ist 2 die Anzahl der Veränderlichen und m jene der Bedingungs- 
gleichungen, wo m nothwendig kleiner sein muss als n, so kann man 
mit Hilfe der letzteren m Variable durch die übrigen (n -—- m) aus- 
drücken und in z2=f(&, y, u, ...) substituiren ; diese Funktion wird 
dann nur mehr (n» — m) von einander unabhängige Veränderliche ent- 
halten, und kann sofort nach den in den vorhergehenden $$. gegebenen 
Vorschriften behandelt werden. 

Dieses Verfahren ist aber nur selten das kürzeste, und häufig un- 
ausführbar, wegen der Unmöglichkeit, die erforderlichen Eliminationen 
zu bewerkstelligen. Wir wollen daher noch einen anderen Weg ein- 
schlagen. 

Damit die Funktion z=f(«, y, u,...) ein Maximum oder Mini- 
mum werde, muss zunächst [Gl. (1), $. 359] die Gleichung 


dz d dz 
=, a4, Wut, du. 0% (3) 





a DE 5 a SR PR 


EHE 


„ 
ar vo 





94 


de 3 


erfüllt werden. Aus dieser Gleichung würde sogleich az 0, 7, 0, 
Y 
u. s. w. folgen, wenn die Grössen &, %, %, ... und somit auch deren 


Differenzialien von einander unabhängig wären. Da aber dies nicht der 
Fall ist, so differenzire man nun auch die Bedingungsgleichungen (2); 
man erhält dadurch: 


drF' dF' dF 
l bie a d / BI =r>— Fa 
dLl In + 1 dy + In du + 0, Bi 
dF, dF, di" | 
BEN ee a une Be I Are WW eo 0. 
dL, In de + D dy + ER du + 0, 
u. Ss. W. 


und kann nun mit Hilfe dieser Gleichungen, m an der Zahl, eben so 
viele Differenzialien aus der Gl. (3) eliminiren; die übrig bleibenden 
(n — m) Differenzialien sind nunmehr von einander unabhängig, und 
indem man die Coefficienten derselben — O setzt, erhält man n — m 
Gleichungen , welche in Verbindung mit den m gegebenen Bedingungs- 
gleichungen zur Bestimmung der » Unbekannten hinreichen. Dieses Ver- 
fahren erfordert, wie man sieht, nur Eliminationen aus linearen Glei- 
chungen, und ist demnach immer ausführbar. 


Die Elimination wird oft mit Vortheil mittelst unbestimmter Multi- 
plicatoren bewerkstelliget. Man multiplieirt zu diesem Behufe jede der 
Gleichungen (4) mit einem unbestimmten Faktor A, A,, u. s. w. und 
addirt dieselben sodann zur Gleichung (3), so erhält man: 


de t+AdL+4dL +.::.=0, (5) 


oder entwickelt, und sogleich nach den Differenzialien geordnet: 





de dF dF, ) 
de dF dF, ) 
Hr th a + ...)dy = (6) 
de dF dF', ) 
+ 5 + A Dr + h, Er + a 
1 


In dieser Gleichung hat man nun zunächst die Coeffiecienten derjenigen 
Differenzialien gleich Null zu setzen, welche man eliminiren will; die 
übrig bleibenden Differenzialien sind sodann willkührlich und aus die- 
sem Grunde ihre Üoefficienten ebenfalls —= 0 zu setzen; auf diese 
Weise erhält man » Gleichungen: 











Aus den zwei letzten Gleichungen folgt: dy = — 2 die, da —- 
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dg dF' dF 
_ ee Se = 
da T d& BE de ar v | 
dz GR dF, 
Er — Hl) 
dy aa dy Br dy | (7) 
ds dF dF', 
—- — SE N 
du an du ur du 38 I, | 
3 | 


aus welehen sich durch Elimination der. Faktoren A, A, ..., m an 
der Zahl, die (n — m) Endgleichungen ergeben, welche in Verbindung 
mit den Glen. (2) die gesuchten Werthe der Variablen bestimmen. 


Man bemerkt von selbst, dass die ersten Theile der Glgn. (7), auf 
deren Bildung es nur ankommt, nichts anderes sind, als die partiellen 
Differenzialquotienten der Grösse : Ds 
| V=zFi\L+-AL-H+.:. 
welche man erhält, wenn man zur Funktion, welche ein Maximum 
werden soll, die 1°" Theile der auf Null redueirten Bedingungsglei- 
chungen addirt, nachdem zuvor jeder derselben mit einem unbestimmten 
Faktor multiplieirt worden ist. 


Beispiele. 1. Unter allen Dreiecken, welche einen Winkel = eo, 
und denselben Flächeninhalt —= f haben, dasjenige zu finden, welches 
den kleinsten Umfang hat. 


Bezeichnet man mit &, Y, 2 die Seiten des Dreieckes, von welchen 
2 dem gegebenen Winkel « gegenüber liegen mag, mit s den Umfang, 
so hat man 


| s—2-+ + z = Minimum 
und als Bedingungsgleichungen : 
2f—=aysino; 2? =&X + y? — 2xy cos. 
Durch Differenziation dieser Gleichungen erhält man nun: 
ds —=de + dy+ d2=0; 
0 = rdy + ydz, zde — xdce + ydy. 


ER 
E z di; 





substituirt man diese Werthe in die 1'° Gleichung und setzt den Coef- 
fieienten von dx der Nulle gleich, so kommt: 


TR SER : ( | 
Teer: ee (OF oder (x — = 0, 





woraus & —= y folet. Das Dreieck wird daher gleichschenkelig, so dass 
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die gleichen Schenkel den gegebenen Winkel einschliessen. Mit Hilfe 
der beiden Bedingungsgleichungen findet man jetzt leicht: 


DEU V2f cosec a, EL Vfte IQ, 
2. Die kürzeste Entfernung zweier Geraden im Raume zu finden. 
Es seien: 
= +0'.2—02e + @ 
y=bk+P y=bze+f | 
die Gleichungen der gegebenen Geraden, und &,, %,, 2, ein Punkt auf 


der ersten, &,, %,, 2, ein Punkt der zweiten Geraden ; die Entfernung 
D dieser Punkte ist durch den Ausdruck: 


D=(—- 3’ + -e’ tan ey): (@) 
gegeben, welcher ein Minimum werden soll. Die sechs Variablen, von 
welchen derselbe abhängt, sind an folgende 4 Bedingungsgleichungen 
gebunden: 
ea ed sy —- ar, — de —d, 
y-ba,— Bad das, - f=0, (#) 
und man hat demnach, wenn wir von der Methode der unbestimmten _ 
Multiplicatoren Gebrauch machen, für die Grösse, deren partielle Diffe- 
renzialquotienten — OÖ zu setzen sind: 


v—a, —2,’ +9) 2) Ma, —ar, —a)+A, (yı —b2, —Pß) 
+4, ad, — ed) +, 0 — Pl). 

Differenzirt man diesen Ausdruck partiell in Bezug auf sämmtliche sechs 
Veränderliche, so kommt: 

2, —,)+I=0|2% —-y,)+h=0 | 2 (2, —2,) -aA—bA,—0 
ER N EN RB N 2 (2, —2,)tah,+bh,—0. 
Aus diesen 6 Gleichungen. erhält man nun DarıN an der vier 
unbestimmten Faktoren folgende zwei: | 


a ,)+b nn) taA oa (8) 

at, aÄr: %) =E v(y, IR _-,=%, \ | 
welche in Verbindung mit den Gleichungen (£) die sechs Unbekannten 
%, Yı» 213 %or Ya, 2 finden lassen. Durch Substitution ihrer Werthe: 
in (@) ergibt sich sodann die kürzeste Distanz selbst. Man kann übri- 
gens zu diesem Behufe aus den Glgn. (£) die folgende ableiten : 


Bd), m) —la— a) y—-%)+ (ab — ab) (1 -%,)=P, 
wo der Kürze halber (a — a) (" — P) — (b = db) (e —a)—=P ge- 
setzt ist. Aus dieser Gleichung und den Gleichungen (8) zieht man nun: 














(b—b)P (“—a)P > (ab’ — a’b) P 
LEN III N NE RESL- ET, a a 
wo N=(a— a)’ + (b — PD)? + (ab’ — ab)”. Hiemit wird die 
kürzeste Distanz: 

ER E 

Vo or (be BR (abean)® 

Sind = Az + m, y= DBz + x die Gleichungen der kürzesten Ge- 
raden, so hat man, da diese durch die’so eben bestimmten Punkte hin- 
durchgeht: 








2 = AR my —Ba 3% 
und-2, — Az, m W=Bs, tn 
tlelieh. 2, = n, = Are 2, me > OR 
‘durch Substitution dieser _Werthe in die Glgn. (8) erhält man: 
Aa +Bb+1=0, Ad + BV +1—0, 


und diese Gleichungen zeigen, dass die kürzeste Verbindungslinie zweier 
Geraden auf beiden zugleich senkrecht steht. 





SECHSTES KAPITEL. 


ANWENDUNGEN DER DIFFERENZIALRECHNUNG AUF DIE THEORIE DER 
EBENEN CURVEN. 


I. Von den Tangenten, Normalen und Asymptotenebener 
Curven. — Differenzial des Bogens und der Fläche. — 
Ausdrücke in Polarcoordinaten. 


362. Es sei y— f(x) die Gleichung einer beliebigen Curve AB 
(Fig. 2), bezogen auf ein rechtwinkeliges Coor- Fig. 2. 
dinatensystem; durch irgend zwei Punkte M, M’ 
derselben, deren Coordinaten 

ES EN ER 
0oP=x+ 4, MP=y-+ 4y 
sein mögen, legen wir eine Sekante, deren 
Gleichung demnach, wenn die laufenden Coordi- 


naten mit &, n bezeichnet werden, 
Heur. Höh. Mathematik, IT., 3. Aufl. 7% 
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Ar 
ey (a) 
Ax 


sein wird. In dieser Gleichung ist bekanntlich der Coefficient von £, 
Ay } ® £ CH . 

TE == t20, wenn 0 den Winkel bedeutet, welchen die Sekante mit der 
Axe der x einschliesst. 

Nehmen wir nun an, dass der Punkt M’ dem Punkte M sich un- 
endlich nähere, wobei fx und /y unendlich abnehmen, so wird die 
diese beiden Punkte verbindende Sekante immer mehr und mehr sich 
einer gewissen Geraden nähern, welche die Tangente-an der Curve 
im Punkte M heisst. DBezeichnet man daher den Neigungswinkel der- 
selben gegen die Abscissenaxe mit 7, so ist dieser Winkel die Grenze, 
welcher sich der Winkel 6 bei unendlich abnehmendem 7x unendlich 
nähert; es ist demzufolge: 


Ay dy 
tet == Ni — diıter—=— —=f(x 1 
gr—=lim die, —f(e), (1) 
und man erhält als Gleichung der Tangente am Punkte x, xy: 
dy 
Neem MER 2 
N Y dx (8 x), ( ) 


wo &, n die laufenden Coordinaten der Tangente vorstellen. 

Der Winkel z bestimmt die Neigung der Tangente oder die 
Neigung der Gurve im Punkte x, 9 gegen die Abseissenaxe; 
diese Neigung wird demnach immer durch den 1" Differenzialquo- 


da ? i Nr 
tienten 2 welchen man aus der Gleichung der Curve mit Leichtigkeit 
dx 


findet, angegeben. 
Dieser Differenzialquotient ist positiv oder negativ, je nachdem mit 
wachsender Abscisse & die Ordinate y zu- oder abnimmt, und man über- 
zeugt sich leicht, dass im ersteren Falle der Winkel z zwischen O° und 
90°, im letzteren zwischen 90° und 180° liegt, wenn man unter diesem 
Winkel immer jenen versteht, welchen die Richtung der Tangente im 
Sinne der positiven 4 mit der Richtung der positiven Halbaxe der & 
einschliesst. 

Mit Rücksicht hierauf erhält man aus (1): 
SIE eu @) ——- > 2 a, 
Yyı+ fe)’ — Var? + dy? 

l dx 


EN, REN 
Kit Ra Var: + day? 











cosT = 

















wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen, je nachdem f’ (x) positiv 


oder negativ. 


Fig. 3. Zieht man durch den Punkt M (Fig. 3) eine 

y er y' auf die Tangente senkrechte Gerade NN‘, 
w 2 so heisst diese die Normale der Curve im 
Punkte M. Der Winkel v—= MNX, welchen 





\ ‘die Gleichung: 


0 





Le Sa | 1 1 da 
Zr RER t = — —— — on oe — — (4 
EEE a Er tg f.\®) dy &) 


bestimmt, und man hat daher als Gleichung der Normale: 
n—y—=— -— (&E— 2). ES (5) 


Ist die Gleichung der Curve in der Form: F(x, y)—=0 gegeben, 
so ergibt sich durch Differenziation dieser Gleichung: 


dF dAF 
— dx —dy—0; 
RR r dy u 
it: e dy . 
durch Substitution des hieraus folgenden Werthes von a (2) und 
dx 
(5), erhält man sofort als Gleichung der Tangente: 
5 dF ; ap“ ’ Aa 
&) Fe ud) Sr 0, (6) 
und als Gleichung der Normale: ß 
: $ dF dF 
| ee) A Kir 9), —o, (7) 


363 Setzt man in den Gleichungen der Tangente und Normale 
I(2) und (5) des vorhergehenden $.| 7 —= 0, wodurch & die Absecisse 
des Durchsehnittspunktes der Tangente, beziehungsweise Normale mit 


der Abseissenaxe wird, so erhält man mit Beziehung auf Fig. 3 aus 


der Gleichung der Tangente: 


1; 


jfe 





diese mit der x-Axe einschliesst, ist durch 
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Die Stücke PT und PN der Abseissenaxe, welche zwischen den 
erwähnten Durchschnittspunkten 7, _ N und dem Fusspunkte P der 
Ordinate des Berührungspunktes liegen, werden Subtangente und 
Subnormale genannt. Nimmt man dieselben positiv oder negativ, je 
nachdem sie, vom Fusspunkte der Ordinate aus gezählt, nach der 
Richtung der positiven oder negativen & liegen, so ist allgemein: 


da 
Subtangente PT = — y— = — tert, 
ubtangen Ya YycoterT 
2 . 
Subnormale PN — 2 er yter. 
dx j 


Aus diesen Ausdrücken erhellt sofort, ‚dass für jede ebene Curve 
die Ordinate des Berührungspunktes die mittlere geometrische Propor- 
tionale ist zwischen der Subtangente und Subnormale. 


Die Stücke MT und MN (Fig. 3) der Tangente und Normale, 
welche von dem Berührungspunkte M und den Durchschnittspunkten 
dieser Geraden mit der Abseissenaxe begrenzt werden, heissen im engeren 
Sinne Tangente und Normale der Curve. Ihre Ausdrücke ergeben 
sich aus den recktwinkeligen Dreiecken MT'P und MNP, deren Hypo- 
tenusen sie bilden: 


Tangente MT= + vyı IE (>) za + 9 cosect, 
dy 





ANNE 
Normale MN=-+ Yı At eo Set USE0T: 
2 


wo von beiden Zeichen jenes gewählt wird, welches die Ausdrücke 
positiv macht, weil es sich nur um die Länge dieser Strecken handelt. 


364. Wir wollen nun die vorstehenden Formeln auf einige Bei- 
spiele anwenden. 
1. Die Gleichung der Ellipse oder Hyperbel, auf ihren Mittelpunkt 
und ihre Axen bezogen, hat die Form: 
22 
5 et a —- 1; 
VAR BERRL N 


dureh Differenziation erhält man 





« Y 
ACH. 00 a: 
A* b 

woraus 








> 


“ A gi Bis PT u, ae ei De 3 ni, fr ee 7, BE us Eden ne A N mm \ 2 au Fly 
he. Ba er TUI FR SEES NEN 56 a a re R RT ; EI a +, 
MEER, SAeR N an = RE N ee ne u ET 8 - x : = x 
aaa Er teren “nn - F > z 3 
> x ”. > 3 n k 
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folgt. Die Gleichung der Tangente ist demnach: 
a 
a”y 
und die Gleichung der Normale: 
a m (e—») 


: ; dy.. 
Ferner findet man, indem man den Werth von z in den oben ent- 
da 


wickelten Ausdrücken substituirt : 


EEE NE IE 
Tangente — 32, Vaiy? + 4x2, Normale = len 2 92? 


2 2 2 
ee a re 
SuDIEr — + — 7 Subnorm. = TE —; 
Diese Ausdrücke stimmen mit jenen überein, welche wir bereits in 
S. 207, 208 und 221 entwickelt haben, daher wir bei den daraus zu 
ziehenden Folgerungen nicht weiter verweilen. 


2. Die Gleichung der logarithmischen Linie ($. 241) ist: 


= ae" oder a al, 
a 


Man erhält hieraus: 


Die Gleichungen der Tangente und Normale werden demnach: 
am — )=y(— a) 
und yn—y)ta—e)=d. 
Die Subtangente wird = — a, hat demnach in dieser Curve einen 
constanten Werth, wodurch ein leichtes Mittel zur Construction der 


> 


212 


Q 
Tangente geboten ist. Die Subnormale ist ——, also dem Quadrate der 
_ Ordinate proportional. 
3. Die Gleichungen der Cyeloide sind ($. 242): 


h »=alp — sinp), y=all — cosp), 
oder 


x — marc cos“ ” aVay eye, 
A 
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wenn man die Grundlinie OX (Fig. 4), auf welcher der erzeugende 
# Kreis rollt, als Abscissenaxe, und 

Y a einen Punkt O derselben, mit wel- 
chem der beschreibende Punkt M 
bei einer früheren Lage des Kreises 
zusammenfiel, als Ursprung annimmt; 
endlich mit « den Halbmesser des 


FA ARNDT BER SE EELNIN a en Ba ne a]- 
TOP B D Ö Erzeugungskreises, mit @ den Wä 







zungswinkel MCB bezeichnet. 
Differenzirt man die obigen Gleichungen, so erhält man: 
de = a(l — cosp)dp = ydp, 
dy =asinpdg, 


somit: 
BY RE ED Su VY2ay—y? en Ve 
da 1 _— cosp Y E 3 en 


wo das doppelte Zeichen daher rührt, dass je zweien in gleicher Ent- 
fernung vom Scheitel A der Curve liegenden Punkten derselbe Werth 
von 9, aber dem Zeichen nach entgegengesetzte Werthe von. tgz ent- 
sprechen. 

Hiemit ergiebt sich nun: 


‚ Normale MB — V2ay, 





Tangente Mile A 





204 .-—Y 
y° Feemmugatr-; 
Subtang. PT= FF 53 Subnorm. PB=+ V2ay-—- y*. 
F Vans 4: 


Verbindet man den Berührungspunkt M mit den Endpunkten des zur 
Ördinatenaxe parallelen Durchmessers EB, und zieht MF senkrecht 
auf EB, so it MB=YVEB.BF— V2ay — der Normale, und PB 
— MF=YBF.EF —= Yy(2a — y)— der Subnormale des Punktes M. 
Die Normale geht daher immer durch jenen Punkt B der Grundlinie, 
in welchem dieselbe von dem Erzeugungskreise berührt wird, die Tan- 


gente aber demzufolge durch den gegenüberliegenden Endpunkt E des 
Durchmessers EB. 





Hieraus folgt ein einfaches Verfahren, um zu einem gegebenen 
Punkte M der Cycloide die Tangente und Normale zu construiren. Man 
beschreibe über AD als Durchmesser den Kreis AGD, ziehe MG pa- 
rallel zur Grundlinie, verbinde den Durchschnittspunkt @ mit A und D 
und ziehe endlich zu A@ und DG die Parallelen MT und MB. 
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865. Eine Gerade, welcher sich ein unendlicher Curvenast immer 
mehr und mehr nähert, ohne jedoch mit ihr je zusammen zu treffen, wird 
eine Asymptote der Curve genannt. 


Man kann offenbar eine Asymptote immer als eine Tangente be- | 
trachten, deren Berührungspunkt mit der Curve in unendliche Ent- RR 
fernung fällt, eine Auffassung, welche zu einem einfachen Verfahren 
führt, die Asymptoten einer gegebenen Curve zu finden. Es sei y=f(x) 
die Gleichung der Curve, so hat man als Gleichung der Tangente: 
n—y=f«(e)} (5 -— x) oder, wenn man y —= f(x) setzt: 

| n=E&f/(a) + (a) — ef’(@)l 
wo bekanntlich &, 7 die laufenden Coordinaten der Tangente und x \ 
die Abseisse des Berührungspunktes ist. Lässt man nun in dieser Glei- 
chung & unendlich gross werden und nähern sich dabei die Grössen 
f(x) und f(x) — xzf’(x) bestimmten Grenzen «, ß, so ist ” 
n=0&ö-+P 

die Gleichung der gesuchten Asymptote. Nur solche Asymptoten, welche 

zur Ordinatenaxe parallel sind, können sich, wie leicht einzusehen, durch 
dieses Verfahren nicht ergeben; diese findet man aber auf ähnliche 
Weise, indem man die Gleichung der Tangente nach & auflöst. 


Beispiele, 1. Für die Hyperbel haben wir oben als Gleichung 
der Tangente gefunden: | 


welche, wenn man mit Hilfe der Gleichung der Curve y eliminirt, leicht 
auf folgende Form gebracht wird: 





Sr re RAR 
LE a2 + U 
aV 1 — — .VY 1 — 
at 
hieraus folgt für = x: 
Er 
Dr + 2 S 
- a 


als Gleichung der Asymptoten der Hyperbel. 


Lt 

2. Die Gleichung der logarithmischen Linie [S. 241] ist y = «e", 

und für die Gleichung der Tangente fanden wir |[8. 364]: «(7 — 9) 
a x), oder, wenn man für y seinen Werth schreibt: 





& nz 
y=eite(a— m). 


, 


ER ETREE er Ren SR Te ROTER EE Br 
. Et EATRT n a 
7 Z ” & 


weit 


a 
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Ertheilt man hier der Abscisse x immer grösser werdende negative 
Ü x 

Werthe, so wird fire = — », lime=0, lime!(a — J=0 


und die Gleichung geht über in n=0. Die Abscissenaxe auf der Seite 
der negativen x ist demnach Asymptote dieser Curve. 
Dieses Verfahren bedarf einer Modification in dem Falle, wenn die 
Gleichung der Curve nach y und & nicht aufgelöst werden kann. Man 
gelangt dann auf folgendem allgemeineren Wege zum Ziele. 
Die Gleichung einer zur Axe der % nicht parallelen Asymptote 
hat jedenfalls die Form: aD 


und es kommt daher nur auf die Bestimmung der Constanten « und P 
an. Die der Abscisse & entsprechende Ordinate der Curve muss sich 
für sehr grosse Werthe von & nahe auf die Ordinate der Asymptote 
reduciren, und kann daher in der Form: 
y=a+pP+E 

dargestellt werden, wo & eine Grösse bedeutet, welche beim unendlichen 
Wachsen von x gegen Null convergirt. Es ist daher: | 

q & 

ur ‚undy—oa=ß+ e, 
aus welchen Gleichungen, wenn man & unendlich zunehmen lässt: 





& ß = lim (y — ar) 





er 





folgt. Man setze daher in der Gleichung der Curve ——a oder y=ax, 


und bestimme die Grenze, welcher sich @« für <= + x nähert; diese 
ist der gesuchte Werth von @&. — Setzt man ferner in der Gleichung 
der Curve y=«ax+ P, so muss diese für @—= + » identisch werden; 
aus der resultirenden Gleichung bestimmt sich daher ß. Jedem Systeme 
endlicher Werthe von « und ß entspricht sodann eine Asymptote der 
gegebenen Curve. 
Beispiel. Betrachten wir die durch die Gleichung 
m y® — 3axy + 2° —=0 
Y dargestellte Curve (Fig. 5), welche den Namen 
| Folium des Descartes führt. Für y=«x 
| verwandelt sich diese Gleichung in: 
| 3au 





1— —+e’=0, aus welcher für =: 
I x 
ARSR La 1 folgt. Setzt man ferner y=«ax + 
= ®=P-—-x, so geht die Gleichung über in: 
INN P+a— Ben 9 





105 


welche für «= » den Werth ? = — «a darbietet. Diese Curve be- 
sitzt daher eine Asymptote AB, deren Gleichung: y+ x + a =O ist. 


366. Sei y—= f(x) die Gleichung einer Curve AB (Fig. 6) und 
A irgend ein fester Punkt in derselben; die Länge des zwischen diesem 
festen und einem beliebigen Punkte M ent- Fig. 6. 
haltenen Bogenstückes AM==s der Curve 
ist offenbar eine Funktion der Abseisse 
OP=x des Endpunktes M; wir wollen 
nun einen Ausdruck für das Differen- 
zial des Bogens aufsuchen, d. h. für 
die unendlich kleine Aenderung der Länge | 
des Bogens, welche einer unendlich kleinen Te D p’ X 
Zunahme der Abscisse entspricht. 

Lassen wir x um J&== PP’ zunehmen, so wird der Bogen AM==s 
in AM —=s + Js übergehen und man kann offenbar /x immer so 
klein annehmen, dass das Bogenstück MM’ gegen die Sehne MM’ stets 
concav oder stets convex bleibe. Ziehen wir zu M und M’ Tangenten, 
von welchen die erstere der zweiten in 7, und der zu M’ gehörigen 
Ordinate in N begegnet, so ist bekanntlich: Sehne MM’ < Bogen 
MM'’< MT+ TM’; ist nun die Curve in der Nähe von M im Steigen 
begriffen, so ist der / TM’N nothwendig stumpf, also TM’< TN, 
daher auch MT + MT < MN; um so mehr wird daher 


Sehne MM’< ds < MN 








sein. Nun ist die Sehne MM’—= Y4Ax? + Ay?; ferner MN — MR 


sec NMR = 4x sect — Ax Vı + tg7? —= 4x V: — a es be- 
steht daher die Relation: 
20 0% 
1+ —; 7 d. e 
42V 23 I — Is < X par de?’ 


oder 


TE 2: Vi: = 
a ee er 
V r ERST Au dx?” 
Ay 


lässt man nun /x& unendlich abnehmen, so nähert sich der Quotient 


Ax 


ohne Ende dem Differenzialquotienten Zn die Grenzwerthe der zwei 
x 


7 As 
Ausdrücke, zwischen denen 5 enthalten ist, sind also gleich, daher 


rl 
Te 


“ TE En ee ee Re a 
I” R { r 5 Y e 


" 


106 

besteht, wenn man auf die Differenzialien übergeht, die Gleichung: 
Is dy? nn SEE 
nn — yı -F 2 oder ds — Vda? + dy?. (1) 


Das Wurzelzeichen ist positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem bei 
wachsender Abseisse der Bogen s zu- oder abnimmt. 

Ist die Curve in der Nähe von NM steigend und gegen die Abscissen- 

2 axe convex (Fig. 7), so verlängere man die Tan- 

His. gente in M’ rückwärts bis zum Durchschnitte 

B N mit der Ordinate des Punktes M; dann ist 

I wieder Sehne MM’ < As< MT + M’T, oder, 

y weil MT NT ist, auch Sehne MM’< 4Js< 

/ MN; ferner die Sehne MM’ — VAr?: + Ay: 

und wenn man n/M et setzt, MN = 4x 


- Bezeichnet man nun der 


Y 












se6C 7 


ee wegen Mi +; mit p(x), so ist 
Yıt te? ga + Ae)= pe) +AxY % + 94x). wenn man 


die Taylor’sche Reihe in Anspruch nimmt und beim zweiten Gliede 3 
bricht. Es besteht also die Relation : 





yw 


yeyız 2a | Ss ner 


oder 
GERA a | 
N een, % 6 , 
Vı+ + ae 1 + FR Asp (a +0A«), 


welche, wenn wir 4x unendlich klein werden lassen, offenbar wieder 
zur Gl. (1) führt. Die Beweise bleiben (nur in umgekehrter Ordnung) 
dieselben, wenn die Curve in der Nähe des Punktes 7 in der Richtung 
der positiven x fallend ist. 


Einfacher gelangt man. zu diesem Resultate durch unmittelbare 
Betrachtung des Dreieckes MM’R, wenn man in demselben MR — dx 
und MR == dy unendlich klein annimmt; unter dieser Voraussetzung 
wird nämlich der Bogen MM’= ds mit der Sehne MM’ zusammen- 
fallen und es folet daraus sogleich ds? = da? + dy*. 

Mit Hilfe des Ausdruckes für das Bogendifferenzial lassen sich 
einige der bisher gewonnenen Formeln einfacher darstellen. Für den 
Winkel r, welchen die Tangente im Punkte M der Curve mit der 
Abseissenaxe einschliesst, erhält man sofort, gemäss den Glgn. (3) in 
I. 362: 











| A ara m RE. 58 EN ET at Zu a, re er ‚1 ap 

a He N RE re a A a Er 

vr a . sw. ENTE ER Ar a .. Ar 

Bam brn 5° N ro. T a ai R Le * er € y SEN 

“ ».: - Pl 13 . 5 f ) y 

> - x x Ee 
Br er a 2 


x } Ra! ; | 
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welche Formeln sich auch aus dem Differenzialdreiecke MM’'R, in 


welchem / MMR= ı ist, unmittelbar ergeben. Ferner wird nach 
% 868: 
yds yds 
Tangente = + A Normale, —=:+: =—. 
dy da 


\ 


367. Unter Fläche einer ebenen Curve, deren Gleichung y==f (x) 
ist, versteht man im Allgemeinen den Flächeninhalt NYPM (Fig. 8), 
welcher von zwei Ordinaten NO und MP, Fig. 8. 
dem zwischen diesen liegenden Bogen NM 
der Curve und der Abseissenaxe begrenzt en; 
wird. Betrachtet man die eine Ordinate 
N® als fest, so erscheint die Fläche als 
- Funktion der zur andern Ordinate PM = y | ML/ 
gehörigen. Absecisse ÖOP=x, und wenn es 
letztere um PP’—= 4x zunimmt, so | 











wird auch die Fläche F einen ‘Zuwachs 0 Q 

AF=— MM’PP erhalten, dessen Aus- 

druck wir nun suchen wollen, unter der Voraussetzung, dass Sr un- 
endlich klein wird. | 

Zieht man durch M und M’ die zur x-Axe parallelen MR und 
AT'S, so entstehen die beiden Rechtecke PMRP’ = yAx und PSM’P 

—=(y+ 4y) 4x und man kann offenbar 4x immer so klein annehmen, 

dass die Ordinate y—= f(«) innerhalb des Intervalls z und + Ix 

beständig zu- oder abnimmt, also auch das Trapez PMM’P' zwischen 

den obgenannten beiden Rechtecken enthalten ist. Man hat daher: 

34% ZA (u Ay)48, 
oder 


AF | 
a ed: 


Lässt man nun x unendlich abnehmen, so folgt hieraus durch den 
Uebergang zur Grenze: 
dF' 


An =-HRUndc dB Ya, 


Man bemerkt leicht, dass die Fläche einer Curve durch jene Funktion 
von & ausgedrückt wird, deren Differenzialquotient durch die Ordinate 
der Curve dargestellt ist. 





a en N Te ar ei 3 E 
My RE; EN Be EN Ye; 
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368. In manchen Fällen gewährt der Gebrauch von Polarcoor- 
dinaten Vortheile im Vergleiche zum rechtwinkeligen Coordinatensysteme, 
daher wir in folgendem die bisher gewonnenen Ergebnisse auf diese 
Gattung von Coordinaten übertragen wollen. 

Ist im rechtwinkeligen Coordinatensysteme y—f(x) die Gleichung 
der Curve, und nimmt man den Pol im Ursprunge und die Abseissen- 
axe als Polaraxe an, so hat man bekanntlich :: 

K=er:00s leg rsnD, 
wenn mit r, 5 die Polarcoordinaten des Punktes x, % bezeichnet wer- 
den. Durch Substitution dieser Werthe in die Gleichung y = f(x) er- 
gibt sich die Polargleichung r — Y($) der Curve. Aus obigen Aus- 
drücken folgt: 
da —= cos Ölr — r sinddb, dy = sin ddr + r cosddh. (1) 


Lässt man nun wieder z den Winkel sein, welchen die Tangente am 


Punkte &, y oder r, ö mit der Polaraxe einschliesst, so ist: 











1 zdr 6 ; 
a dy sin ddr + r.cosddd ao $ 
ST ae eos ddr — r sinddb Id = a “ 
r d$ 2 
aus welcher Gleichung man 
1. dr 1+tedtez 
— — — 96 
r d6 te vr — te Se ) 
findet. Es ist also: 
1 dr 


AESR ; 
Den Differenzialquotienten — zieht man aus der Polargleichung der 


dö 
Curve und diese Gleichung bestimmt demnach den Winkel z durch 
die Coordinaten r, 6 des Berührungspunktes. 
Die Gl. (2) ergibt sich auch durch eine einfache geometrische 
Betrachtung. Sei (Fig. 9) M der Be- 
rührungspunkt, somit OM=r, / MOX—6; 
T lassen wir den Winkel 6 um den unend- 
“lich kleinen Winkel MOM’— d$ zunehmen, 
wodurch r in OM —=r- dr übergeht, 
= und beschreiben aus O0 mit dem Halb- 
Be IR messer OM den Kreisbogen MR, so können 
RSS _X wir MRM’ als ein bei R rechtwinkeliges 
N Dreieck betrachten; es ist nun RM’=dr, 
MR. =. rd mer HMM 7905 


Fig. 9. 


= 








rt 
0 ”% y! 
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i ASMERM 

-—_ OMT' — 90° — (rt — $): somit tg RMM’ —cotg (t —H)— 

OMT (7 ); somit tg RMM cotg (1 )) RM 
2 dı 
dd 


Man sieht leicht, dass z -- Ö der Winkel ist, welchen die Tan- 
gente mit dem Radiusvektor einschliesst. 


Es hat keine Schwierigkeit, aus den in $. 362 entwickelten Glei- 
chungen der Tangente und Normale die Polargleiehungen dieser Ge- 
raden abzuleiten. Einfacher gelangt man jedoch hiezu auf folgende _ 
Weise, Es ist, wenn +’, 0° die laufenden Coordinaten bezeichnen, 


r sin(6 — r)—=rsin(# — r) (m) 


die Polargleichung einer Geraden, welche durch den Punkt 9, 9) geht 
und gegen die Polaraxe unter dem Winkel r geneigt ist. Man über- 
zeugt sich hievon sehr leicht durch Betrachtung des von dem Pole, 
dem Punkte (r, 9) und irgend einem Punkte (»’, 6°) der Geraden ge- 
bildeten Dreieckes, in welchem die Seiten r, +” beziehungsweise den 
Winkeln 180° — (6 — r) und 6 — x gegenüberliegen. Ertheilt man 
nun dem Winkel z den durch die Gl. (2) bestimmten Werth, so wird 
die Gerade (m) eine Tangente an der Curve. Zu diesem Ende setze 
man in (m): (9 — 6) + (# — r) statt 6° — r, so erhält diese Glei- 
chung, wenn man noch durch sin (d — r) dividirt, die Form: 


r—=r sin(# — 6) cotg(d — 7) + r cos(6" — 9), (#) 

und diese Gleichung verwandelt sich nach Substitution des Werthes von 
eotg (d — r) aus (2) in die Polargleichung der Tangente: 

70080 0 Rdn : 

-r sin(# — 6). rd6 (8) 





Bezeichnet » den Winkel, welchen die Normale NN’ (Fig. 9) mit 
der positiven Richtung der Polaraxe einschliesst, so ist v—=r + 9%", 
somit cotg (7 — #9) —= — tg (v — 6) und 


dr 


Bu. (4) 


Setzt man endlich in Gl. (n) an die Stelle von x diesen Winkel », 
so folgt die Polargleichung der Normale: 


x cos (9 — 6) — r Er ‚a0 


A - r 
rsin( —6) Sn (5) 
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369. Durch den Pol O (Fig. 10) werde eine Gerade O7 senkrecht 
auf den Radiusvektor OM gezogen, welche der Tangente und Normale 
beziehungsweise in den Punkten 7’ und N 
begegnen möge. Die Stücke OT und ON 
dieser Senkrechten zwischen dem Pole und 
den erwähnten Durehschnittspunkten, wer- 
den Polarsubtangente und Polar- 
subnormale genannt. Die von den 
Punkten 7 und N, und dem Berührungs- 


punkte M begrenzten Stücke MT und MN 
der Tangente und Normale pflegt man 





auch Polartangente und Polarnor- 





male zu nennen. 
Beachtet man, dass in den rechtwinkeligen Dreiecken OMT und 


dr 
OMN der Winkel OMT=ONM =r — 6 und cotg (r — Le = En 
Y 
ist, so erhält man "oeleiehi 
16 
Polarsubtangente OT = r” _ 
dr 
dr S 
Polarsubnormale ON —= -__, 
dd 





(rd6\? ! 2d 
Tangente rer i -- > ) —yr a8 at db“ 
dr dr? 
i BUN AR Ve + r 20? 
Normale un—y; + Ex a ee 


Um zu untersuchen, ob eine durch eine Polargleichung gegebene 
Curve Asymptoten besitze, erwäge man, dass, wenn der Berührungs- 
punkt einer Tangente in unendliche Entfernung rückt und dabei die 
Tangente in eine Asymptote übergeht, der Radiusvektor .des Berührungs- 
punktes offenbar zu dieser Tangente immer mehr und mehr parallel 
werden, und somit die Polarsubtangente für r = & einer bestimmten, 
endlichen Grenze sich nähern muss, welche den Abstand der Asymptote 
vom Pole ausdrückt. Existirt kein solcher Grenzwerth, d. h. wird die 
Polarsubtangente für » —= » selbst unendlich oder imaginär, so besitzt 
die Curve keine Asymptote. 


370. Wenden wir nun’ diese Formeln auf einige Beispiele an. 
1. Für die Archimedische Spirale [$. 247| hat man r—=a6b; 


dr a 
hieraus folgt IE a, und cotg (v — 9) —= -. Man schliesst hieraus, 
( Wi 
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dass der Winkel, welchen die Tangente mit dem Radiusvektor bildet, 
immer mehr und mehr einem Rechten sich nähert, je weiter sich der 


Berührungspunkt vom Pole entfernt. Für r—=0 wird auch 9 = 0 
und z=0, d. h. die Spirale berührt im Ursprunge die Polaraxe. 
Die Polarsubnormale — 2 — ct hat in dieser Curve einen constanten 
Werth. 

2. Die hyperbolische Spirale wird durch die Gleichung »9—a 
dargestellt; man zieht hieraus 2 — — n: und cotg (er — d)—= — ni 


—, 22, Die ‚Polarsubtangente == r” / wird ==a, also constant. Hier- 
a dr 

aus folgt, dass diese Spirale eine Asymptote besitzt, welche- in der 

Entfernung —= a vom Pole liegt und zwar parallel zur Polaraxe, weil 

der Winkel v — ® zwischen Radiusvektor und Tangente für 6 = 0 


verschwindet. 


3. Die logarithmische Spirale. Ihre Gleichung ist r — e"b 


1 ’ 
oder d = — Ir, wo e die Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet. 
Mm 
dr % 
Hieraus folet: A med — mr, und cotg (r — 9)— m; der von der 
(8 


Tangente und dem Radiusvektor gebildete Winkel ist daher constant. 


4. Die Polargleichung der Lemniscate [$. 239] ist: r—eV2cos 20. 








dr 2e sin 20 3e? sin 20 
Folglich a en 2, Es wird hiemit tg (v — 9) 
d6 V2cos26 ii 
1. dr j 
ne tg 28; d. h. der Winkel zwischen Radiusvektor und 


Normale ist gleich dem doppelten Neigungswinkel des Radiusvektors 
gegen die Polaraxe; mit Hilfe dieser Eigenschaft ist es leicht, zu 
irgend einem Punkte dieser Curve die Tangente oder Normale zu ver- 
zeichnen. 


371. Um auch für Polarcoordinaten einen Ausdruck für das Diffe- 
renzial des Bogens zu erhalten, betrachten wir in Fig. 9, (Seite 108) das 
Dreieck MRM’, in welchem man, wenn der Winkel MOM’—d$ unend- 
lich klein angenommen wird, die Sehne MM’ dem Elemente MM’—ds 
der Curve gleich setzen, und somit letzteres als Hypotenuse ansehen 
kann; da nın MR==1rd0, RM'’==dr ist, so hat man als Ausdruck für 
das Differenzial des Bogens: 
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Ei 


ds — Vr?ab? + dr? — d6 V»: + Be 


Die Wurzelgrösse wird man positiv oder negativ nehmen, je nachdem 
der Bogen s mit dem Polarwinkel 9 gleichzeitig zu oder abnimmt. 
Unter Fläche einer ebenen Curve versteht man im Polarcoordi- 
natensysteme den dreiseitigen Raum AOM (Fig. 9, Seite 108), welcher 
von zwei Radienvektoren OA und OM und dem zwischenliegenden 
Curvenbogen AM begrenzt ist. Bezeichnet man diese Fläche mit F', und 
lässt 8 um d® zunehmen, so wächst F um das Dreieck MOM’ —= dF, 
in welchem man MM’ als geradlinig und MR senkrecht auf OM’ be- 
trachten kann. Die Fläche dieses Dreieckes ist daher: d! — 
I(r + dr) rdd =} r”db + I rdr dö; vernachlässiget man nun die un- 
endlich kleinen Grössen 2°" Ordnung, wie dies bei dem Uebergange 


zur Grenze geschehen muss, so hat man für das Differenzial der 


Fläche den Ausdruck : 
dF re 27.00. 


ll. Von den Berührungen der verschiedenen Ordnungen 
zwisehen ebenen Öurven. 


372. Es seien y—= f(x), y—= F(«) die Gleichungen zweier, auf 
ein rechtwinkeliges Coordinatensystem bezogenen Curven AB, CD 
(Fig. 11), welche den Punkt M gemeinschaftlich haben und sich folg- 

Fig. 11. lich in diesem Punkte schneiden oder 
berühren. Man sagt, die Curven be- 
rühren sich im Punkte M, wenn 
sie in diesem Punkte gleiche Nei- 
gung gegen die Abscissenaxe, also 
eine gemeinschaftliche Tangente be- 
sitzen; im entgegengesetzten Falle 
findet ein Durchschnitt statt. Ob solche gemeinschaftliche Punkte existiren, 
findet man, wenn man f(z2)—=F(x) setzt. So viele reelle Wurzeln diese 
Gleichung besitzt, eben so viele Punkte haben beide Curven gemein- 
schaftlich und die besagten Wurzeln sind die Abseissen derselben. 

Lassen wir die dem gemeinschaftlichen Punkte M angehörige 
Abseisse OP =x in Od —=x + h übergehen; die zugehörige Ordi- 
nate Qm schneidet die beiden Curven in den Punkten m und », und 
offenbar werden sich die Curven im Punkte M um so inniger an ein 
ander anschmiegen , je kleiner der Abstand. mn ist für beliebig kleine 
Werthe von h. Gemäss dem Taylor’schen Lehrsatze hat man: 
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5 ” , h? 
m—=fle + h)—=fle) +hf'(a) + 1 "(a x“) + z- Fl) +... 


On = F(x+h)—= F(x) +hF (x) a8, 5 "(m 2) + SER +... 


in welchen Gleichungen f(x) = F(x) die Ordinate des gemeinschaft- 
lichen Punktes M ist. Durch Subtraetion ergibt sich hieraus, wenn 
man Ym — On = mn —= 4J setzt: 


h? 


a : % e EN. ARE: 
AH (Fo) + SI) Re, "RR" (RI 





So lange nun f’(x) von F’(x) verschieden ist, findet im Punkte 
M ein Durchschnitt beider Curven statt; denn bei dieser Voraussetzung 
haben die beiden Curven im Punkte M verschiedene Neigung gegen die 
Abscissenaxe. 7 ist in diesem Falle, weil von der 1 Potenz von h 
abhängig, ebenfalls eine kleine Grösse der 1%" Ordnung. 


Sind aber für den Punkt M die beiden Gleichungen: 
ia) Biekund Pla. i(e) 
erfüllt, so haben die beiden Curven im Punkte M eine gemeinschaft- 
liche Tangente oder sie berühren sich in diesem Punkte und man sagt 
- in diesem Falle, es finde eine Berührung der ersten Ordnung 
statt. Für die Differenz 7 hat man: 


h? 


A=- 2 FF +L Wr +... 


es ist daher _/ in diesem Falle eine kleine Grösse der 2°” Ordnung, 
wenn man h als eine kleine Grösse der 1'%% Ordnung betrachtet. 
Bestehen für den Punkt M die drei Gleichungen: 
(@9)= Fl), Fa)=Fl), Fea)=F'e) 

d. h. erhalten für den dem Punkte M entsprechenden Werth von & 

nicht nur die Funktionen f(x) und F(x) (die Ordinaten), sondern auch 

ihre Differenzialquotienten der 1" und 2°" Ordnung einerlei Werth, 

so sagt man, die beiden Curven gehen eine Berührung der zwei- 
Son Ss ein. Die Differenz 4 wird in a Falle: | 


SR (e) — F(®)] er A w) = Pr (@)] 3 
also eine Grösse der 34er Ordnung. 


In diesem Sinne unterscheidet man die verschiedenen Ordnun- 


gen der Berührung. 
Herr, Höh. Mathematik, IT. 3, Auf. 8 
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Zwei Curven, deren Gleichungen y —= f(x) und y—= F(«) sind, 
gehen in einem Punkte, dessen Abseisse — 2 ist, "eine Berührung 
der „'® Ordnung ein, wenn für diesen Werth von x nebst den bei- 
den Funktionen /(z) und F(x) auch noch ihre Differenzialquotienten 
von der 1t*" bis einschliesslich zur »' Ordnung einerlei Werth er- 
halten. 


Aus dem Gesagten erhellt, dass der Abstand .7 immer kleiner 
wird, und demnach die Curven in der Nähe des Punktes M sich immer 
mehr nähern oder inniger berühren, zu einer je höheren Ordnung sich 
die Berührung erhebt. Es lässt sich auch leicht zeigen, dass, wenn 
zwei Curven y=f(x), y=F(«) sich in einem Punkte nach der nf®“ 
Ordnung berühren, keine dritte Ourve, y—= (x), verzeichnet werden 
kann, welche, während sie mit einer der beiden Curven, etwa y—=f(#) 
in einer Berührung von niedrigerer als der »"® Ordnung steht, doch 
ihr sich näher anschlösse, als die Curve y= F(x=). In der That, be- 
zeichnet man wie oben mit ./ den Unterschied der zur Abseisse + h 
gehörigen Ordinaten der 1! und 2t°% Curve, so ist: 


Zu | hn+2 : 
A= fe) Fre alles a Fe] + 


Bedeutet Re N den analogen Unterschied für die 1° und 3'° Curve, 
so wird der Ausdruck dieser Grösse, da der Voraussetzung zufolge die 
Berührung dieser beiden Curven nicht bis zur n!®" Ordnung ansteigt, 
niedrigere Potenzen von A enthalten, also von der Form sein: 


r (Fame 
= EA +  I) -Ere) + 
wer<n-+ |. 
Man kann nun offenbar A immer so klein wählen, dass 7 I> 4 werde, 
so dass also die 3° Curve niemals zwischen den beiden anderen hin- 
durchgehen kann. 

Es verdient noch bemerkt zu werden, dass jede Berührung von 
gerader Ordnung mit einem Durchschnitte der Curven verbunden ist. 
Man erkennt dies aus dem obigen Ausdrucke von J, welche Grösse 
mit A das Zeichen wechselt oder nicht, je nachdem » (der Ordnungs- 
exponent der Berührung) gerade oder ungerade ist. 


373. In Bezug auf die soeben betrachteten Berührungen sind 
zweierlei Aufgaben möglich. 


1. Es sind zwei Curven durch ihre Gleichungen |y=f(z), y=F(«)] 
vollständig gegeben, man verlangt zu wissen,. ob dieselben einen ge- 
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meinschaftlichen Punkt. besitzen und welche Ordnung der Berührung 
daselbst vorhanden sei. Zu diesem Behufe wird man untersuchen, 
wie viele Differenzialquotienten der Funktionen. /(z=) und F(x), vom 
ersten angefangen, für einen aus der Gleichung f(x) = F(x) gezoge- 
nen reellen Werth von x (wenn überhaupt ein solcher, also ein ge- 
meinschaftlicher Punkt existirt) einerlei Werth annehmen: die Anzahl 
derselben bestimmt die Ordnung der Berührung. 

2. Es ist nur die eine Curve durch ihre Gleichung „—=f(x) voll- 
ständig gegeben ; die andere aber nur ihrer Gattung nach, so dass die 
Abmessungen derselben und ihre Lage gegen die Coordinatenaxen 
noch unbestimmt sind, und ihre Gleichung 4 = F(x) demnach noch 
eine Anzahl willkürlicher Parameter enthält; man soll nun die letztere 
Curve so bestimmen, dass sie mit der ersteren in einem gegebenen 
Punkte eine Berührung von bestimmter Ordnung eingehe. — Damit 
eine Berührung der »‘*" Ordnung stattfinde, müssen für den Berüh- 
rungspunkt die Bedingungsgleichungen, (n + 1) an der Zahl: 
Bra an r (2. END 
stattfinden, welche sofort zur Bestimmung der in der Gleichung „= Fix) 
vorkommenden willkürlichen Constanten dienen. Hieraus folgt, dass 
— wenn r die Anzahl dieser Oonstanten bedeutet — die Aufgabe un- 
bestimmt ist, wenn » > n —+ 1; bestimmt, wenn » = n + 1; unmög- 
lich (besondere Fälle ausgenommen), wenn r <n + 1. Eine Gerade 
kann daher im Allgemeinen mit einer Curve nur eine Berührung 1, 
ein Kreis nur eine solche 21°" Ordnung eingehen. 

Beispiele. 1. Die gegebene Curve sei y —= f(x); die Gerade 
„= a& + b soll diese Curve im Punkte «, y nach der 1*°" Ordnung 
berühren, also eine Tangente werden. In diesem Falle ist F(x)—=ax + b, 
F'(<)—= a; man hat daher die beiden Bedingungsgleichungen: f(#) 
— ax +b, f(x) = a; substituirt man die aus diesen Gleichungen 
eo: Werthe von a und 5 in die Gleichung y=ax + b, so RR 

— fe) =f(e) (&— x), öder 


dy 
are 


als Gl. der Tangente am Punkte x, y der Üurve. 

2. Die allgemeine Gleichung des Kreises enthält drei willkürliche 
Constanten, daher kann man einen Kreis mit der gegebenen Curve in 
eine Berührung der 1! und 2%" Ordnung bringen. Es seien: 


E- eo? + = (1) 
die Gl. des Kreises, y== f(x) jene der ‚gegebenen Curve; x, y die 
4 | ei 
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Coordinaten des Berührungspunktes. Eine zweimalige Differenziation 
der Gl. (1) ergibt: 


; m 
Ge (2) 
=) r a 
Soll nun eine Berührung = ite" Ordnung eintreten, so muss für 
dı 
& 6, Kauch any unde- amp (x) werden, womit durch Sub- 
; dE — nn 


stitution in (1) und (2) sich folgende zwei Bedingungsgleichungen er- 


geben: 
@— eo? + WW —- Po}, (4) 
a0 +W- 2-0. (5) 


Aus diesen bestimmen sich nun zwei von den drei Constanten, 
etwa « und £; die dritte, der Halbmesser, bleibt dann willkürlich. Es 
gibt daher unzählige Kreise, welche die Curve im Punkte x, y nach 
der 1" Ordnung berühren; ihre Mittelpunkte liegen sämmtlich auf 
der zum Punkte x, % gehörigen Normale der Curve; denn Gl. (5) ist, 

»” wenn man « und # der Unbestimmtheit von o wegen, als veränderliche 
Coordinaten ansieht, offenbar die Gleichung des geometrischen Ortes 
dieser Mittelpunkte und mit der Gl. der Normale der Curve im Punkte 
2,..y identisch. * 161: (5),.8. 862]. 


Soll aber der Kreis mit der Curve eine Berührung der 2te" Ord- 
d’n  .d’y 


— + — - 7 zu den Glei- 
da 08 





nung eingehen, so tritt in Folge der Bedingung: 


chungen (4) und (5) noch folgende hinzu: 
ai d’y | . 
1 a a 
+2) +0 -9% 0. (6) 


und durch die Gleichungen (4), (5) und (6) sind sofort die 3 Grössen 
a, 6, 0, also Mittelpunkt und Halbmesser des Berührungskreises der 
gten Ordnung oder des sogenannten osculatorischen Kreises*), 
vollkommen bestimmt. Man erhält ohne Mühe: 





*), Oskulatorische Curve heisst überhaupt jede Curve, die sich mit einer 
anderen Curve in Berührung der höchsten Ordnung befindet, welche sie mit 
‚letzterer Curve in einem gegebenen Punkte einzugehen vermag. 











FIT 








ß — SE } 0 A d2y R) (7) 
ER da? 
—) Jh 
(a 
TE d’y 
da? 


Es bedarf kaum der Erinnerung, dass auch der Mittelpunkt die- 
ses Kreises auf der dem Berührungspunkte entsprechenden Normale 
der Curve liegt, und der Halbmesser demnach mit dieser Normale zu- 
sammenfällt. Man sieht nun leicht ein, dass es im Allgemeinen un- 
möglich ist, einen Kreis anzugeben, dessen Berührung mit der Curve 
von höherer Ordnung wäre, als der zweiten; denn hiezu würde erfor- 
dert, dass die Grössen «, ß, o auch noch den folgenden Gleichungen 


u. Ss. w. Genüge leisteten, was nur in einzelnen Fällen, 


nämlich für besondere Punkte gewisser Curven stattfinden kann. 


Ul. Krümmung der ebenen Curven. — Krümmungskreis 
und Krümmungshalbmesser. — Evoluten. 


374, Unter allen Curven ist bekanntlich der Kreis die einzige, 
welche in allen Punkten gleiche Krümmung besitzt, während bei allen 
übrigen Curven die Krümmung von einem Punkte zum nächsten sich 
ändert. 


Die Krümmung des Kreises ist offenbar um so grösser, je kleiner 


1 
sein Halbmesser » ist; man betrachtet daher das Verhältniss en als das 


En 


Maass der Krümmung des Kreises. Man kann diesem Verhältnisse 
auch noch einen anderen Ausdruck geben. Sei (Fig. 12) A irgend ein 
fester, M ein beliebiger Punkt des Fig. 12. 

Kreises, MT die Tangente an die- 

sem Punkte, welche mit der »-Axe 

den Winkel z einschliesst, der Bogen 

AM =s; geht man von diesem 
Punkte zu einem benachbarten M’ 0 
über, und setzt den Winkel, welchen 
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die Tangente MT’ mit der »-Axe bildet, = r, ferner MM’ — As, 
 — = Ar, soist ZNT = MCH = Ar: und Js =r.4rc: hiemit 
ergibt sich für die Krümmung des Kreises der Ausdruck: 


1 Art 
Ke 4 As A) 








wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem einer 
Zunahme des Bogens s eine Zu- oder Abnahme des Neigungswinkels 
der Tangente gegen die »-Axe entspricht, da die Krümmung oder die 


| 1 DE 
(srösse nothwendig positiv ist. 
n 


Diese Betrachtung lässt sich nun leicht auf eine beliebige Curve 
ausdehnen. In der That, fassen wir irgend ein bestimmtes Bogenstück 
derselben MM’ = Js ins Auge, so ist die Krümmung desselben offen- 
bar um so grösser, je grösser der von den an den Endpunkten des 
Bogenstückes gezogenen Tangenten oder Normalen eingeschlossene Win- 


EA RE ER 
kel Jr ist, je grösser also das Verhältniss —- ist. Nun ist aber 


As 
der Werth dieses Verhältnisses veränderlich, weil die Curve an ver- 
schiedenen Stellen verschiedene Krümmung hat, und hängt überdies 
von der Länge des Bogenstückes ./s ab. Lassen wir aber -/s unendlich 


AR Sg: 
abnehmen, so wird sich das Verhältniss —- einer bestimmten und end- 


As 
# dt k r OR R 
lichen Grenze — unendlich nähern, und diese Grenze — wird dem- 
ds VERERN 
nach als das Maass der Krümmung des Bogenelementes ds, d. h. der 
Curve selbst im Endpunkte des Bogens s anzusehen sein. 


Es seien nun (Fig. 13) M, M’ zwei benachbarte Punkte der Curve 


Fig. 13. y=fla); % y und x + fx, y-+ 4y ihre 
Y Coordinaten, und MC, M7’C die Normalen, welche 
| IH sich im Pankte O schneiden. Der Winkel MM C 
| EN p hat, sobald wir MM’ unendlich klein werden las- 

Vs sen, den rechten Winkel zur Grenze; setzen wir 
@ | 


TU 


_x also MMO= — — e wo € eine mit Ax ver- 


ne 2 
schwindende Grösse ist; ferner MC =r, MCM’= Jr, so folgt aus 
dem Dreiecke MM’C, da MM’ —= Y4Az? + 1y2 ist, MC: MM’ — 
sin MM’C : sin MOM’, d. i:: | 

1 sin At 1 





ET ya ap ne 
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i Lassen wir nun .7/» unendlich klein werden, wodurch M und M’, 
somit auch die beiden Normalen MC und M’C sich unendlich nähern, 
und bezeichnen mit o die Grenze, gegen welche der Abstand r des 
Durchschnittspunktes der beiden Normalen vom Punkte M convergirt, 
so folgt aus dieser Gleichung: 


1 dv | 

Q ds 
Hieraus erhellt offenbar, dass o der Halbmesser eines Kreises ist, des- 
sen Krümmung jener der Curve im Punkte M gleich ist. Dieser Kreis 
wird der Krümmungskreis der Curve. genannt, weil er die Krüm- 
mung der Curve im Punkte M misst; sein Halbmesser o heisst der 
Krümmungshalbmesser der Curve im Punkte M, und wird auf 
der Normale der Curve auf der concaven Seite derselben vom Punkte 
M aus aufgetragen; der Endpunkt des so aufgetragenen Halbmessers 
heisst der Krümmungsmittelpunkt der Gurve im Punkte M und 
kann nach Obigem als der Durchschnitt zweier unendlich naher Nor- 
malen der Curve betrachtet werden. 

Der Krümmungskreis berührt die Curve im Punkte M, weil sein 
Mittelpunkt auf der diesem Punkte entsprechenden Normale liegt; und 
zwar ist diese Berührung von der 2%" Ordnung. Man wird dies schon 
aus dem Umstande schliessen, dass bekanntlich der Berührungskreis 
der 2t°" Ordnung unter allen Kreisen sich der Curve am innigsten an- 
schliesst, daher dessen Krümmung der Krümmung der Curve im Be- 

SR rührungspunkte am nächsten kommen wird. Es ergibt sich übrigens 
auch aus Gl. (2). Diese Gleichung bietet für den Halbmesser des Krüm- 
mungskreises den Ausdruck : 

: ds 


er | 
a de = 





PL. 
dar, wo bekanntlich ds —= dx V: zn 2) ‚ und dr der unendlich 


kleine Winkel ist, welchen die zwei zu den Endpunkten des Bogen- 
elementes ds gehörigen Normalen oder Tangenten einschliessen, welcher 
Winkel Contingenzwinkel genannt wird. Nun ist bekanntlich 
[G1. (1), 8. 362], wenn wir der Kürze halber die Differenzialquotienten 
von y nach x genommen mit y', y", u. s. w. bezeichnen: 
g co =y, somit = = are tgy'; 

dus 
+ y® 
änderliche betrachten : 


hieraus folgt: dr = d. i. wenn wir x als unabhängig Ver- 





’r an 


I, t En Ä \ Be er Da NE a 
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„ 


y da 
1 + y? 
Durch Einführung dieses Werthes und jenes von ds = dx Vıty? 
in die Gl. (3) erhält man für den Krümmungshalbmesser den Ausdruck: 


„Urs 
Y 
welcher mit jenem des Halbmessers des Berührungskreises der zweiten 

Ordnung [$. 373, Gl. (8)] übereinstimmt. 

Für die Coordinaten (@, ) des Krümmungsmittelpunktes haben 
wir daher auch die a. a. O. gefundenen Ausdrücke: 

et 
at M geyr he (5) 

Dabei ist zu bemerken, dass in den Glgn. (4) und (5) die Coordinaten 
x, 9 auf den Berührungspunkt sich beziehen, somit unter y und y” 
diejenigen Werthe zu verstehen sind, welche die aus der Gleichung der 
Curve gezogenen Differenzialquotienten für die Coordinaten dieses Punk- 
tes annehmen. 

Die Länge N der zu dem Punkte x, y der Curve gehörigen Nor- 


male wird bekanntlich durch die Formel N = y Yi+y? ausgedrückt 


aha 








0 — 





N 
[$. 363]; man findet hieraus (1 + y?)? — „; nd erhält durch Tin- 


führung dieses Werthes in die Gl. (4) noch folgenden einfachen Aus- 
druck für den Krümmungshalbmesser : 
N? 

375. Bestimmen wir die Grösse des Krümmungshalbmessers für 
einige der vorzüglichsten Curven. 

1. Die Scheitelgleichung der Kegelschnittslinien ist bekanntlich: 

Ye — 12 4 g8, 

und zwar bedeutet dieselbe eine Parabel, Ellipse oder Hyperbel, je 
nachdem qg Null, negativ oder positiv ist. Hieraus folgt durch zwei- 
malige Differenziation: | 


2yy =» + 20%, yy + y?—g, 





” 2 % r . \ 37 
UL Ye 2 a ‚ und hieraus y°y" — — (4p)’; 
dieser Werth in (6) substituirt gibt: 
N?® 
°Tar)® 


a) 


vi Fe EEE PS Fe, en BR I er - u 
A nn Der 


Eu? ' 
tr EN, ri 
oe Lu 
17 
1'$ 


\ 





DIN, Der Krümmungshalbmesser, in einem nkie eines Kegelschnittes 
a ist also gleich dem Cubus der Normale in diesem Punkte dividirt 
ER durch ‚das Quadrat des halben Parameters. Setzt man für N den 


x 


vorvirs % vata+an 








% ea +0)+ a _ live + u + 
7 se “ RT (dp) 3 
3 Für z—=0 f£olst. hieraus ei, v5: der "Krümmungshalbmesser am 
- Scheitel der Curve ist also bei allen drei SE dem halben 
Parameter gleich. 
Setzt man in der letzten Gleichung UT —0, so hat man insbeson- 
dere für die EIN? TR : 


E zu una a ER dal: 
CI Ben 
Er Für die Ellipse oder Hyperbel besteht die en Le 


3 








80 
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3. Die Gleichungen der Gycloide sind: 
2 —=a(p — sing), y=all— cosp); 








h sin«p pe 
hieraus folgt y = ee 7208 Be a 
1 — cosp Yy ) ya’ 
yy’—= — ay=— }N?” [$. 364]; hiemit. erhält man: 


o—=2N = 2Y2ay. | 
Der Krümmmungshalbmesser ist daher in der Cycloide gleich der dop- 
pelten Länge der Normale. Für den Scheitel der Curve, wo y = 2a, 
wird o=—= 4a, gleich dem doppelten Durchmesser des erzeugenden 
Kreises. 


376. Die in $. 374 gegebenen Ausdrücke für den Krümmungs- 
halbmesser und die Goordinaten des Krümmungsmittelpunktes setzen 
die Abscisse # als unabhängig Veränderliche voraus. Man kann leicht 
Ausdrücke herstellen, welche von dieser Voraussetzung frei sind, ent- 
weder durch Anwendung der in $. 336 vorgetragenen Sätze auf die 
bereits entwickelten Ausdrücke, oder einfacher durch unmittelbare Ab- 
leitung auf dem in $S. 373 betretenen Wege, indem wir jetzt x und Y 
als von irgend einer dritten Veränderlichen abhängig betrachten. Unter 
dieser Voraussetzung erhält man durch zweimalige Differenziation der 
Gleichung: 

@—- ee" +W— BP’ =: 
ee — eo)daea+y— Mdy=d, 
dee a aaa tiv Bray 0. 
und zieht aus diesen drei Gleichungen folgende Ausdrücke des Halbmessers 
und Mittelpunktes des Krümmungskreises: 














| (de? + dy?) dy - ds? dy 
AZ >— ———— ee —— — = 
da d’y — .dy d’x dx d?y — dy d’x 
(da? + dy?) da ds? dx 
I — x - -  _—ı 7 ee 1 
yr da d’y — dy d’x Hr dx d’y — dy d’x ar 


ds” 





0) — 
S 


— da d’y — dy d’s 

Diese Ausdrücke gelten zugleich unmittelbar für den Fall, wenn man 

den Bogen s als unabhängig Veränderliche wählt; unter dieser Vor- 2 
aussetzung können dieselben jedoch noch folgendermaassen transfor- 
mirt werden.. Differenzirt man nämlich die Gl. ds? = dx? + dy”, in- } 
dem man ds als constant betrachtet, so erhält man de dv + dyd’y=0, 


d?y dx A E 
oder Eee welche Gleichung man auf folgende Formen brin- = 
AK iR 





gen kann: 


ayas | (a 
dye Dee 


dw a 
Een 





a 2. .ded’y — dy dx de.d2y = dyd’x - 
de ar dy y du dy: PT 
Eur (dem)? (de)? + (dy gr _(dio)t + (d’y)? 

Bene due 2 de Pays ds? 

















und 


folglich : 





dee d’y — dyd’x V(d)? + (dey)? 

2 > an = D 

08 - ds - 

und durch Einführung dieses Werthes in die Formeln (1), erhält man 
namentlich für den Krümmungshalbmesser folgenden Ausdruck : 


= ds“ St: 


= Very (ee) 








z e 
“ 





(2) 











a 
ar (5 


“ Ist die Gleichung der Curve in unentwiekelter Form: F(x, y)—= 
gegeben, so hat man durch zweimalige Differenziation derselben, x als 
ENESEEER ER ander Ne betrachtend IS 332]: 


dE dFd 
4m 
dx ' dy de 
EP „ER dy dr (W)' Ar ay 
da? "dedy do ' dy? \da dy de? 


dy 
da 


ds? 


zieht man aus diesen Gleichungen die Werthe von yo rUunde 


di 33 RE | 
n —= y und substituirt dieselben in Gl. (4), $. 374, so kommt: 


.. +) 


de? \dy. "dyda \dy ns Se de * 

















i E ; Falle & e DEE ’ ar ET u: VER 
2 \ 3 - ‚aa, € r An Pe en E ’ a RX 
„ r - A a, " > . Di . EEE Mi If 
124 N rn I ERETTE ERRER 

= h » Feet a a 

3 ; - we BR L / Pin Di; 

N y ® z - . nA 2 





dd? 











o——- ausgeht, in welcher bekanntlich ds das Differenzial des Bogens 
(2 | BR | # 
und z den Winkel bedeutet, welchen die Tangente an der Curve mit | 
der Abscissenaxe einschliesst, welche Axe nunmehr als Polaraxe ange- Br, 
nommen wird. Bezeichnet man mit r, 6 die Polarcoordinaten des Be- } 
rührungspunktes, so hat man |Gl. (2), $. 368]: - 
L:dr 2 
le N)—=— —. 
Cor ) r d6. 
Differenzirt man diese Gleichung und betrachtet 'hiebei # als un2bz 
hängig Variable, so kommt: 
dt i ; x 
dd Kia) & a 1 der Be 
sin(e— 9) \r d0 r do6?' Be 
Hieraus findet Ber weil bekanntlich sin (r — #)’— TEEN ke ; 
1 NE 2 
1S[: R 2 
1 dr | E 
1 E; 
7 e 2) | “; 
1 dr a; 1 der BR.“ 
4 y ns ng er “X | 
MER, Er & dd r d6® 5 e 
De (' n). PER N E 
1 — .— ee 
3 r d6 a 





ds „. fdr\? er 8 EN. 
da nun [S. 371] em Vr: 2 ne ) 2% + (& a) ‚ so erhält Be 











man durch Division dieser beiden Wire | { 5; 
ar dr 3 

| +] 4 

er 12.07 1 RE 2 der ; a 

BEN BE y2 st | 3 

Ey. fe “) AR au ET AR | E 

| & 


Betrachten wir beispielsweise die logarithmische Spirale, deren 
i i f dr 
Gleichung die Form r==e"" hat. Man zieht hieraus 1 med — mr ; 


der 





— m?e"d — m?r , hiemit wird: 


De yvı ra | | : 2 


Der Krümmungshalbmesser steht daher zum Radiusvektor in einem 





= eK x Yh > > 2 . 
N ee BE en 


” 








- 


constanten Verhältniss. Zieht man (Fig. 14) die Normale MN, und 


OC senkrecht auf MO, so ist be- Fig. 14 
kanntlich Mo die Polarnormale — 


== 0.;Xder ae ist 
daher der Polarnormale gleich, deren 
Endpunkt © somit den Krümmungs- 
mittelpunkt der Curve im Punkte M 
bildet. Die Polarcoordinaten dieses 
Punktes sind: 





oC=Vo? — ı?—= mr und /. CT=h+Z. 


378. Es sei y—= f(x) die Gleichung einer ebenen Curve; der 
Krümmungshalbmesser 0, so wie die Coordinaten des Krümmungs- 
mittelpunktes «, £, welche einem bestimmten Punkte (x, y) der Curve 


entsprechen, bestimmen sich bekanntlich aus den Gleichungen: 
ei ee, (3) 
«— e)dac + y— PB)day—d, (2) 
de Hd? + y— B)dy—o0, (3 
welche für «@ und £ die Werthe: 


l ae 2 
et (4) 


Y 





darbieten; man erhält diese Ausdrücke in Funktion von &, wenn man 


für 9, Y und %” die aus der Gleichung der Curve folgenden Werthe 
einführt. Aendert sich die Lage des Punktes (x, %) auf der gegebenen 
Curve, so ändert sich auch der Ort des Krümmungsmittelpunktes, und 
die sämmtlichen Krümmungsmittelpunkte der Curve werden in ihrer 


stetigen Aufeinanderfolge' eine neue Curve bilden, deren Gleichung 
sich offenbar ergibt, wenn man aus den Gleichungen (4) x eliminirt, 


d. h. jene Grösse, durch welche ein bestimmter Punkt der gegebenen 
Curve particularisirt wird. Denn das Resultat dieser Elimination wird 
eine Gleichung sein zwischen @ und , etwa F'(«, P)—=0 oder P—=g(«), 
welche durch die CGoordinaten eines jeden Krümmungsmittelpunktes 
der gegebenen Curve erfüllt wird und deren geometrischer Ort daher 
eben die in Rede stehende Mittelpunktscurve sein wird. Man nennt. 
diese Curve nach Huygens die Evolute der gegebenen Curve, welche 
letztere in Bezug auf jene Evolvente heisst. 
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Da die Gleichung der Evolute durch Elimination von = aus den 
Gleichungen (4) oder, was auf dasselbe hinauskommt,. aus den Glei- 
chungen (1), (2) und (3) hervorgeht, so können letztere selbst als 
die Gleichungen der Evolute betrachtet werden, wenn man nur «&, P 
und o als Veränderliche und als Funktionen von x behandelt. Aus die- 
sem Grunde müssen daher auch die Differenzialien dieser Gleichungen 
der Evolute angehören. Differenzirt man nun die Gl. (1) in Bezug auf 
alle darin vorkommenden Grössen, und lässt jene Glieder weg, welche 
vermöge der Gleichung (2) verschwinden, so kommt: 


(© — 0) da + (v — MAR = — odg; (5) 
die Gl. (2) differenzirt, gibt mit Auslassung jener Glieder, welche in 
Folge der Gl..(3) gleich Null werden: 


da de + dB dy =. (6) 
Diese letzte Gleichung, welche man auch auf die Form 
dy dß : 
er Wz=0 7 
dx da ir 2) 


bringen kann, drückt aus, dass die an den Punkt (x, y) der gegebenen 
Curve und an den correspondirenden Punkt («, £) der Evolute ge- 
zogenen Tangenten auf einander senkrecht stehen. Die Krümmungs- 
halbmesser der gegebenen Curve, welche mit den Normalen zusammen- 
fallen, berühren daher die Evolute. In der That ist die Gl. (2): 

dx 





die Gleichung der Normale im Punkte (x, y) der gegebenen Curve und 
verwandelt sich mit Hilfe der Gl. (7) in 


d. i. die Gl. der Tangente im Punkte («@, #) der Evolute. 
Substituirt man diesen letzten Werth von y-— # in die Gleichun- 
gen (1) und (5) und eliminirt dann (x — «), so folgt: 2 
do” — da? + dP?. 
Bezeichnet man aber die Länge des von einem beliebigen festen Punkte 
bis zum Punkte («, £) gezählten Bogens der Evolute mit 0, so ist 
do” — da” + dß?, somit do — de. Zwei Grössen, deren Differen- 
zialien gleich sind, können aber nur um eine constante Grösse von 
einander verschieden sein; bezeichnet man diese mit c, so folgt aus 
der letzten Gleichung o—= 0 + c. Für einen anderen Punkt (a, ’) 
der Evolute wird man aus gleichem Grunde haben: 0 —_ + c; folg- 
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lieh ist 0 — 0 —=0' — 0. Diese Gleichung lehrt, dass die Länge eines 
beliebigen Bogenstückes der Evolute gleich ist dem Unterschiede der 
beiden Krümmungshalbmesser der Evolvente, welche die Evolute in 
den Endpunkten des besagten Bogenstückes berühren. 

Dies vorausgesetzt, sei AB (Fig. 15) die gegebene Curve, CD 
deren Evolute;: Mm der Krümmungshalbmesser der Curve AB im 
Punkte M, welcher die Evolute in m berührt. | Fig. 15, 

Denkt man sich nun im Punkte m einen Faden 
von der Länge des Krümmungshalbmessers be- 
festigt, dessen Endpunkt daher mit dem Punkte 
M der Curve zusammenfällt, und diesen Faden 
— während er beständig gespannt erhalten wird 
— auf das Stück mm’ der Evolute aufgewickelt, 
so kommt der Endpunkt des Fadens nach M’: - 
der freie Theil mM’ desselben berührt die Evolute ! D 

im Punkte m’; die Länge m’M’ ist offenbar 

gleich dem Krümmungshalbmesser der Curve im Punkte M’, weil in 
Folge der Aufwickelung des Fadens die Differenz Mm — M'm’ dem 
Bogenstücke mm’ der Evolute gleich ist; daher ist M’ wieder ein Punkt 
der gegebenen Curve. Hieraus erhellt, dass, während der Faden sich 
auf der Evolute auf- oder abwiekelt, der Endpunkt desselben die Curve 
AB, d. i. die Evolvente beschreibt. 

Jede ebene Curve hat eine in ihrer Ebene liegende Evolute und 
kann nur eine einzige haben; jeder Evolute hingegen entsprechen un- 
endlich viele ihrer Natur nach verschiedene Evolventen, welche von 
den verschiedenen Punkten des geradlinigen Theiles des Fadens, den 
man sich beliebig verlängert denken kann, beschrieben werden, 

Man wird ohne Mühe die Analogie bemerken, welche zwischen 
der Beschreibung eines Kreises und jener der ebenen Öurven durch ihre 
Evolute stattfindet; jeder Punkt der Evolute vertritt nach und nach 
die Stelle eines Mittelpunktes und der Halbmesser ändert sich von 
einem Punkte der Curve zum andern. 





379. Folgende Beispiele mögen zur Erläuterung der eben vorge- 
tragenen Theorie dienen. 
1. Betrachten wir die Parabel, deren ‚Gleichung y? = px ist 


j D R be R 
(Fig. 16). Man findet hieraus y — — Yz=-— nn und erhält durch 
= s 7) 4 


ad 
x 


Substitution dieser Werthe in die Glgn. (4) des vorigen $. für die Coor- 
dinaten des Krümmungsmittelpunktes folgende Ausdrücke: 
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aus welchen durch Elimination von x die Glei- 
chung der Evolute: 


= En (@ — 39)? 

sich ergibt. Man erkennt aus dieser Gleichung; 
dass diese ÖCurve aus zwei zu beiden Seiten 
der Abseissenaxe symmetrisch liegenden Aesten, 
AU, AU’ besteht, welche von einem Punkte A 
der genannten Axe aus, dessen Abstand vom Ur- 
sprung dem halben Parameter gleich ist, nach 
der Richtung der positiven x ins Unendliche sich erstrecken.  Verlegt 
man den Ursprung nach A, und schreibt zu diesem Ende «+ 5» statt 


a in obiger Gleichung, so erhält sie die einfachere Form: 





Diese Curve führt auch den Namen cubische oder Neil’sche Parabel, 
weil der Geometer Neil sie zuerst untersucht hat. Durch Abwickelung 
des Fadens von dem Aste AU’ der Evolute wird der Zweig OV der 
Parabel beschrieben, wobei der Faden über den Scheitel A der Evo- 
lute noch um das Stück AO—3p in der Richtung der ersten Tangente 
OX der Evolute hinausragen muss, damit sein Endpunkt die Apollo- 
nische Parabel OV beschreibe. Würde man einen anderen zwischen 
O und A oder jenseits von O liegenden Punkt des Fadens als beschrei- 
benden Punkt wählen, so würde die erzeugte Evolvente nicht mehr die 
Apollonische Parabel, sondern irgend eine andere Curve sein. 





3 i } ae? 2 
2. Für die. Ellipse, deren Gleichung 2 + . et ist, erhält man 
als Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes: 
a? at b? 763 - Po b? 3 
et (a " a ’ ß un (a )Y ! 
A b* 
Die aus diesen Gleichungen gezogenen Werthe von & und % geben in. 
die Gleichung der Ellipse substituirt: - 


= 


als Gleichung der Evolute der Ellipse. Aus der Discussion dieser Glei- 
chung erhellt ohne Schwierigkeit, dass die Evolute der Ellipse eine 





RL st, welche von den Coordinaten- 
Er: 2. axen in vier ehe Theile. ge- ” Tr 
IR ; "- 
r theilt, und in den Punkten a, a’, b, 
6 berührt: wird. | 


2 ‚ 
Dir 


Für die Hyperbel ar — Il 


findet man: 


er ) 

ae D? 

als Gleichung der Evoliie (Fig. 18), welche ebenfalls aus vier con- - 

gruenten- ‚und gegen die Axen sym- Fir 18 ; 

metrisch liegenden ‚Fnerlen besteht. % ör 
3. Betrachten wir eine durch | 

die un. : 





«—aarccos — — — Yaay — ye 
4 Pe A d 


_ dargestellte Oycloide, wo bekannt- 
lich a den ‚Halbmesser, des Erzeu- 
_ gungskreises bezeichnet. N naeh 


a 
ee, 
y‘ 


womit Fe die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes : 


ee B=—y 





ee Gleichung , au offenbar wieder einer  Eyeloide an- 





19) in dem Abstande A — 2a parallel zur. repeänglichen | 
Em SE OX angenommen wird, und dessen 
Ursprung der Punkt sein soll, 4 
‘in welchem die neue Abseissen-Axe = 
von der Axe der Cycloide geschnit- 
ten wird. Zählen wir dann die Ordi- SE 
naten (#’) in der Richtung JB, die 
 Abseissen (@) in der Richtung JX, 
T | so haben wir in der letzten Gleichung 


a—=un —cd, B=—2a + 
zu setzen und erhalten somit: Re 


ar — d — aare cos —- E u en Ze 








Er 
A 


— dl ala cos 


a| + VRR = pr, 


d. i., weil bekanntlich are cos (— u) + arc COS U — ist: 
a 
— Marl COS - Vaap— P — 0°. 
RR 


Diese Gleichung ist identisch mit der eichung e der en Cyeloide ; En 
die Evolute der Oycloide ist daher wieder eine mit der gegebenen con- 
gruente Cyeloide. 


4. Für die Tomi Pen Lem Maren wir [S. u 
als Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes gefunden: un —= m, 
+ “= durch Verbindung dieser Gleichungen mit, jener er = 
Spirale erhält man als Gleichung der ge | 
R= ni me" (9 27) N 


oder, wenn man lm statt m aa 


m(9—4n + 
K=e ( 


Dies ist abermals eine logarithmische Spirale, congruent mit der ge- 
gebenen, nur gegen diese um einen Winkel = bı — um den Por? 


gedreht. 








IV. Von den einhüllenden Curven. 


380. Es sei 
Bu U Ä (1) 
die Gleichung einer ebenen Curve und « eine in derselben erscheinende 
willkürliche Öonstante. Ertheilt man dieser Constanten der Reihe nach 
verschiedene Werthe, so geht aus der Gleichung (1) ein System gleich- 
artiger Curven hervor, von welchen im Allgemeinen jede die folgende 
schneiden wird, und es ist einleuchtend, dass, wenn man « stetig sich 
ändern lässt, die Durchschnittspunkte je zweier unmittelbar aufeinander- 
folgenden Öurven eine neue Curve bilden werden, welche die einhül- 
lende Curve oder Umhüllungslinie der aus (1) durch Ver- 
änderung von «& entstehenden Curven genannt wird, welche letzteren 
beziehungsweise die eingehüllten Curven heissen. Es bietet sich nun die 
Aufgabe dar, die Gleichung der einhüllenden Curve zu suchen. 
Betrachten wir zu diesem Zwecke zwei aufeinanderfolgende, den 
Werthen « und «+ entsprechende Lagen der Curve (1), so ergeben 
sich die Coordinaten des Durchschnittspunktes derselben durch Verbindung 
der Gleichungen: 
Wr d, 
GPS hd" 





LtR, Y, Ü& + h) —0= Ft, Y, a) -H h EE + 9 da? + EU rear 
an deren Stelle wir auch die folgenden: 
dar ch@d Pr 
ER RENET ET FR in. 


setzen können. Diese Gleichungen verwandeln sich, wenn wir A unend- 
-lich klein werden lassen, in folgende: 


F(x, y, 0)=0d, (1) 
dF' 
ee N ; 2 
da ni ( ) 


in welchen, wenn sie als coexistirend betrachtet werden, & und % die 


|  Coordinaten des Durchschnittspunktes zweier irgend einem Werthe von 





c entsprechenden, unendlich nahe aufeinanderfolgenden eingehüllten 
Curven bedeuten, Eliminiren wir nun & zwischen den Gleichungen (1) 
und (2), also diejenige Grösse, durch welche ein bestimmter Durch- 
schnittspunkt partikuralisirt wird, so erhalten wir eine Gleichung: 


ya, y)—o0 (3) 
zwischen x und , welcher die Coordinaten aller Durchschnittspunkte 


a ne en et) Se 
u DR ST: 
a FEN a ee ee a rn a a a 


x 





r 
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Genüge leisten müssen, welche demnach die gesuchte Gleichung des 
geometrischen Ortes dieser Durchschnittspunkte, d. i. der einhüllenden 
Curve sein wird. 
Die einhüllende Curve hat die Eigenschaft, dass sie die eingehüll- 
ten Curven berührt, und in Folge dessen umschliesst oder’ einhüllt, 
woher sie den Namen führt. Es folgt dies schon aus der Entstehungs- 
weise dieser Curve, man kann sich jedoch hievon leicht überzeugen. 
In der That ist die Gl. (3) der einhüllenden Curve keine andere, als 
die Gl. (1), wenn man darin für («) seinen aus (2) folgenden Werth 
in Funktion von x, y setzt. Man kann daher auch (1) als die Gl. der 
einhüllenden Curve nehmen, wenn man « als eine von &, % abhängige 
Veränderliche betrachtet, welche der Gl. (2) Genüge leistet. Differen- 
zivt man in dieser Voraussetzung die Gl. (1) nach =, so erhält man, 
da y selbst eine Funktion von & ist: en 


dv dR.dy..:.dE = da ) er 





dx dy de ' da \d dy dx 


oder, weil der in diese Gleichung zu substituirende Werth von « der 
Gl. (2) Genüge leisten soll: 


| dF aray 





dx dy da 


woraus sich In’ d. i. die trigonometrische Tangente des Neigungswin- 
dx 


kels der berührenden Geraden der einhüllenden Curve ergibt. Differen- 
zivt man aber die Gl. (1) der eingehüllten Curve, wobei also « als 


re Te a 


constant betrachtet werden muss, so kommt ; . 

| dE | AFdy_, | 

© da Ay da E- 
beide Gleichungen sind identisch und bieten also für Y dieselben E 


Werthe dar, wenn für x und % die Coordinaten des beiden Ourven (1) 
und (3) gemeinschaftlichen Punktes substituirt werden, zum Beweise, 
dass in diesem Punkte beide Curven eine gemeinschaftliche Tangente 
haben und sich folglich berühren. 


381. Folgende Beispiele mögen zur Erläuterung dieser allgemeinen 
Betrachtung dienen. . 


1. Der Mittelpunkt eines Kreises von veränderlichem Halbmesser a 
bewege sich auf der Axe der x so, dass das Quadrat seines Halbmessers 
immer dem Rechtecke aus der Abseisse « seines Mittelpunktes und einer 





en ı =. - ML Ba TE a N ar TER 2 Te A ea be 


>R Die elaekhunen des ee Kreises in irgend einer seiner Lagen 
ist den Bedingungen der Aufgabe zufolge: 

(2.—- 0)? u VL Ale: 
hierans folgt durch Differenziation nach «: 


"—2le —ae)=m, oder a—ac+tjm 


e9;- somit a Gleichung der einhüllenden Curve: ; 


U = mo a 
welche demnach eine Parabel ist. 


2. Eine gerade Linie bewege sich so, dass sie mit zweien einen 
gegebenen Winkel A einschliessenden Geraden Dreiecke bilde, die einen 
constanten Flächeninhält — u haben. Man sucht die einhüllende Curve. 
dieser Geraden. | ä | 


# 


Nimmt man die Schenkel des WEIkeT: A zu Coordinaten- AR a! 
‚bezeichnet die Stücke, welche die bewegliche Gerade auf denselben ab- 
7 schneidet, mit & und ß, so ist ae Sroan dieser Geraden: 


£ 
WosinA Dr. ish 
= 2af. 


f 


sr: 2 sin Fi 


welche die Schenkel des en 


3. Die Gleichung der parabolischen ae welche ein aus dem 
Uprung der Coordinaten mit der Anfangsgeschwindigkeit c unter 
einem. Winkel a aufwärts ‚geworfener Körper im leeren Raume be- 


AR 


a a a “ 
A 5“ er 205.07, | f Et: 








JE. Ee EPEN re yon b > 
ee BER Re FESTER 
Ha en A IE Ges 


RAT NE Ze 
n 


134 


Curve der verschiedenen Bahnen finden, welche durch Aenderung des. 


Elevationswinkels « entstehen. 


Durch Differenziation der obigen Gleichung nach « erhält man: 
getga — c?— 0, und, « aus beiden Gleichungen eliminirend: 


Be 
Wen 7 (ce? — 299). 


Die Umhüllungslinie ist daher wieder eine Parabel, deren Axe mit 
| GR 
der Axe der y zusammenfällt, und deren Scheitel in der Höhe 57 über 


dem Ursprunge liegt. 


382. Jede Curve kann als Umhüllungslinie ihrer sämmtlichen 
Tangenten betrachtet werden; die einhüllende Curve sämmtlicher Nor- 
malen ist aber, wie leicht einzusehen, die Evolute der gegebenen Ourve. 
In der That, sei y=f(x) die Gleichung dieser Curve, und « die 
Abseisse irgend eines Punktes derselben; die Gleichungen der an diesen 
Punkt gezogenen Tangente und Normale sind beziehungsweise : f 


ee RE Eee (m) 
nm —tle)) fe) FE —- ee —0n 2 (n) 
wo 5, n die laufenden Coordinaten dieser beiden Geraden bedeuten. 


Differenzirt man nun die Gl. (m) der Tangente nach «&, so erhält 
man &— a0, und wenn man zwischen dieser Gleichung und (m) 
die Grösse « eliminirt, als Gleichung der einhüllenden Curve sämmt- 
licher Tangenten: n—= f(£), d. i. die gegebene Curve. 


Durch Differenziation der Gl. (n) der Normale in Bezug auf « 
- ergibt sich: 


7 - FIR) - UHR... (P) 


Die Gleichungen (n) und (p) können auch in folgender Form geschrie- 
ben werden: 


er ee _ _U+ rer (e) 


Bora BT 

und geben unmittelbar die Coordinaten &, 7 des Durchschnittspunktes 
zweier nächsten Normalen in Funktion von «, also die Coordinaten des 
Krümmungsmittelpunktes der gegebenen Curve an jenem Punkte, des- 
sen Abscisse = «a; die Elimination von « führt zur Gleichung der 
Evolute, als einhüllenden Curve sämmtlicher Normalen. 
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- Sehne in R schneidet, so ist die Curve 


V. Von den besonderen Punkten der ebenen Curven. 


383. Unter besonderen Punkten einer Curve versteht man 
solche, in welchen dieselbe eine von der Lage gegen das ÖCoordinaten- 
system unabhängige, besondere Eigenthümlichkeit darbietet, indem sie 
daselbst von der gewöhnlichen Form der einfachen Biegung abweicht. 
Die bemerkenswerthesten dieser Punkte sind die Beugungspunkte, die 
Rückkehrpunkte, die vielfachen und die conjugirten Punkte. 

Bevor wir diese Punkte näher betrachten, wollen wir ein analy- 
tisches Merkmal aufsuchen, mit dessen Hilfe sich entscheiden lässt, 


- ob eine Öurve der Abscissenaxe ihre concave oder convexe Seite zu- 


kehrt. 
Der Bogen MM’ kehrt der Abscissenaxe seine concave Seite zu, 
wenn seine Sehne zwischen dem ‚Bogen Fig. 20, a. 
und der Abscissenaxe liegt (Fig. 20, a); 
liegt jedoch der Bogen zwischen der Sehne 
und der Abseissenaxe (Fig. 20, b), so ist 
die Curve gegen diese Axe convex. Zieht 
man daher die in der Mitte zwischen M 
und M’ liegende Ordinate QN, welche die 





gegen die Abscissenaxe concav oder con- 
vex, je nachdem die Differenz N — QR 
positiv oder negativ ist. 

Es sei nun y = f(x) die Gleichung 
Ber-eurver OP = 2.:.P0 —=QP-—=h, so 
st: PM —=y==f(%):-und vermöge: des 
Taylor’schen Lehrsatzes: 

ON = fa +H)=f(ey+ hfa) + $hf(e) HR 
PM =f(& +2 —=f(a) + 2a) + 2hf (A) HR, 
OR (PIE PM re) Fahre) + Kf(a) +EUR, 





wo R, R, die Reste der Reihen bezeichnen. Hiemit wird: 


ON— QR=-- Inf (X), IR -— 3ER). 
Es sind aber R und R, Grössen der 3‘ Ordnung in Bezug auf A; 
man kann daher % immer so klein wählen, dass das Zeichen des 21° 
Theiles der letzten Gleichung, somit auch das Zeichen der Differenz N —- 
QR jenem des 2ten Differenzialquotienten f” (x) entgegengesetzt ist. 


Die Curve wird daher in einem bestimmten Punkte gegen die Abseissen- 





EN ae ne 7 re 





136 


axe concav oder convex sein, je nachdem /” (x) für diesen Punkt ne- 


gativ oder positiv ist. Dabei wurde vorausgesetzt, dass die in Betracht 
gezogene Stelle der Curve oberhalb der Abscissenaxe liege, also 9 po- 
sitiv sei; man überzeugt sich leicht, dass im entgegengesetzten Falle 
die eben ausgesprochene Regel sich umkehrt, so dass man dieselbe all- 
gemein auf folgende Weise ausdrücken kann: 

Eine Curve kehrt an einer bestimmten Stelle der 


Abscissenaxe ihre concave oder convexe Seite ‘zu, je 

ER d’y 3 
nachdem das Produkt yf 9) 4723 negativ oder posi- 
dx 


tiviist. 

2 d? a 
Y Pp 
und 3 Be: Es 

I 4y* 


day p 
de? 4y3 
also negativ für jeden Punkt der Curve; die Parabel kehrt also allent- 
halben der Abscissenaxe ihre concave Seite zu. 








So ist für die Parabel y„’=px: 


384. Wenn die Gerade, welche eine Ourve in einem bestimmten 


Punkte berührt, in eben diesem Punkte die Curve dergestalt schneidet, 


dass die zu beiden Seiten des Berührungspunktes liegenden Punkte der 
Curve auf entgegengesetzten Seiten der Geraden sich befinden, so heisst 
dieser Berührungspunkt ein Beugungs- oder Inflexionspunkt. 
Ein solcher ist der Punkt M (Fig. 21) der Curve AMB. 

Betrachtet man die successiven Werthe, welche der Neigungswinkel 
der Tangente gegen die Abseissenaxe 
annimmt, wenn man den Berührungs- 
punkt in der Nähe des Beugungspunk- 
tes auf der Öurve fortrücken lässt, so 
erhellt sogleich, dass dieser Neigungs- 
winkel im Beugungspunkte selbst ein 
Maximum oder Minimum erreicht, je 
nachdem der dem Inflexionspunkte 
vorausgehende Theil der Curve gegen 
die Abscissenaxe convex oder concav 
ist. Da nun die trigonometrische 
Tangente des besagten Neigungswinkels durch den ı1te Differenzial- 


dy 
quotienten g, gegeben ist, so wird diese Grösse für einen Inflexions- 


Fig. 21. 





punkt nothwendig ein Maximum oder Minimum; und umgekehrt wird 


> i BR Ayla 
jedem Maximum oder Minimum von 7 ein Beugungspunkt entsprechen, 


dx 
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wenn die Funktionen /(x) und f(x) in der Nähe desselben stetig 
‚sind und reelle Werthe darbieten. Die Aufgabe, die Beugungspunkte 
einer Curve aufzusuchen, ist demnach darauf zurückgeführt, jene Werthe 
von x zu finden, welche den ersten. Differenzialquotienten zu einem 
Maximum oder Minimum machen ; diese Werthe ergeben sich aber aus 


S 


1% es 
der Auflösung der Gleichung — 0) oder auch unter Umständen a 
ri BEE, . e 





en =». Ob ein aus diesen Gleichungen gezogener Werth wirklich | 
ein Maximum oder Minimum erzeuge, also auch ein Beugungspunkt 
vorhanden sei oder nicht, hängt dann bekanntlich davon ab, ob der = 
erste für diesen Werth nicht verschwindende höhere Differenzialquotient ER 
von ungerader oder gerader Ordnung ist. 
Untersuchen wir z. B. die durch die ‚Gleichung: . 
y2— 082 4 ba? ; 
ausgedrückte Curve, welche, je nachdem der Coefficient « positiv, Null 2 
‚oder negativ ist, während 5 immer positiv bleibt, eine der in Fig. 22, 
23 und 24 dargestellten Formen annimmt. Man findet durch Differen- 
-  ziation dieser Gleichung: | 


(wy_@er Ber, (ev; wit ir 
4la-+ be) de’), . (a+ba)? 








Fig. 2. Fig. 28. / Fig. 24. 











| Die Werthe von x, welche ein Maximum oder Minimum des 1*%% Diffe- 
Ei renzialquotienten zur Folge haben, ergeben sich sofort aus der Gleichung 


4 5 
j a + 3b2 —= 0, woraus — — = folgt. Mit diesem Werthe wird 
2: 164° = 2 | 
a De a 430. 
Br 2) . 
| 3 2 Ä , dy 
Ist nun « positiv (Fig. 22), so sind diese Werthe von y und — 


' da | ” 
imaginär; es existirt somit kein Beugungspunkt. „he 








2 = .d } e s ; ae h a »:\ ET gr 2 3. 2 an 


> dy | | Ei 
Se en auf Null sich reduciren; da aber für negative Werthe von ©, % 
e 5 EN  imaginär wird, so ist der Punkt 2=0, = 0, d. i. der Ursprung, 
= kein Inflexionspunkt. 


B: Ist endlich a negativ (Fig. 24), so entsprechen dem positiven Werthe 
h 2 OB zer 3 zwei reelle Ordinaten, und die entsprechenden zwei 





überzeugt, y in der Nähe dieser Punkte stetig und reell bleibt. 
Betrachten wir noch die Ourve: 
Y —— Pa \ 
welche in der Wahrscheinlichkeitsrechnung und in mehreren Problemen 


wichtige Rolle spielt. Sie besteht 
(Fig. 25) aus zwei zu beiden Seiten 


unendlichen Aesten, welche die &- 





x 


Ba obigen Gleichung folgt: 

Be dy ed 2 

ei — — 2m nn 207 — 1 het. 

= | Ara eg 2 (20° — 1)e 
d’y Rs 

Die Bedingung Fr Sn 0 liefen des Wertn == y2, welchen 


zwei Beugungspunkte A, B entsprechen. 


und sich daselbst berühren, so heisst dieser Punkt ein Rückkehrpunkt 


einigungspunktes ihre convexen Seiten einander zukehren, oder der 

zweiten Art (auch Schnabel genannt) (Fig. 27), wenn die convexe 
Fig. 26. | | Fig. 27. 

Be y Sur 











It a—=0 (Fig. 23), in welchem Falle die Curve die Neil’sche = 
* Parabel ist, so wird der obige Werth von == 0, womit auch y und 


S% "Punkte a, b der Curve sind Beugungspunkte, da, wie man sich leicht 


der angewandten Mathematik eine 


der y-Axe symmetrisch liegenden. 


Axe zur Asymptote haben. Aus der 


385. Wenn zwei Aeste einer Curve in demselben Punkte endigen 


Be: oder eine Spitze. Er ist ein Rückkehrpunkt oder eine Spitze der. 
ersten Art (Fig. 26), wenn die beiden Aeste in der Nähe des Ver- 


Ra ra 
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Seite des einen Astes gegen die concave des andern gerichtet ist. Im 
ersten Falle liegen die beiden Aeste in der Nähe des Vereinigungs- 


punktes auf entgegengesetzten Seiten der gemeinschaftlichen Tangente, 
im letzteren auf derselben Seite. 


Nehmen wir an, die Curve „= f(x) besitze einen Rückkehr- 
punkt, dessen Abscisse —= a, so muss (abgesehen von dem besonderen 
Falle, wenn die diesem Punkte entsprechende Tangente auf der Axe 
der x senkrecht steht) einer der beiden Werthe f(@a + h), f(a — h), 
wenigstens für die kleinsten Werthe von A nothwendig imaginär aus- 
fallen, da die Curve von diesem Punkte aus sich nur nach einer Seite 
erstreckt. Hiezu wird erfordert, dass der Ausdruck f(a + h) eine 


m 


4 5 MN, AR 
Wurzelgrösse von der Form A" enthalte, unter -— einen positiven 
N 
Bruch verstanden, welcher — auf seine einfachste Gestalt gebracht — 


mit geradem Nenner versehen ist. Ist ferner der Rückkehrpunkt von 
der ersten Art, so wird der 2'° Differenzialquotient f”(x) für zwei 
sehr nahe an x —= a liegende Werthe von x, dem Zeichen nach ent- 
gegengesetzte Werthe aunehmen, weil die beiden an der Spitze sich 
vereinigenden Aeste der ÜÖurve der eine seine concave, der andere 
seine convexe Seite der Abscissenaxe zukehrt. Hieraus folgt, dass 
für 2 =a«a selbst der 2'° Differenzialquotient Null oder unendlich 
werden muss. (Diese Bedingung tritt bekanntlich auch für einen Beu- 
gungspunkt ein; für diesen müssen jedoch beide Werthe f(x + h) 

und f(@« — h) reell sein, während bei einer Spitze einer derselben 
imaginär werden muss.) Bei Spitzen der zweiten Art gilt die obige 

 -Folgerung nicht, vielmehr muss hier der 2° Differenzialquotient für 
'Werthe von x in der Nähe von a, zwei reelle Werthe von gleichen 
Zeichen darbieten. 


Beisp. 1. Untersuchen wir z. B. die durch die Gleichung 
(y — 20)” = (2 — a)? 
B, oder Ye 22 + (m — a)? En) 
: dargestellte Curve (Fig. 26). Für jeden Werth von 2 >a erhält y 
zwei reelle Werthe, welche sich für © —=a«a auf einen einzigen: y—24 


reduciren; für £<“ a wird %. imaginär. Die Curve hält daher im 
Punkte A(x = a, y== 2a) in ihrem Laufe inne; man hat nun: 





Setzt man f’(x)= », so folgt @—=ua; da nun von den beiden Wer- 
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then f(fa + h) und f(a — 1) der erste reell, der zweite imaginär ist, 
und /"(a + h) zwei dem Zeichen nach entgegengesetzte Werthe 


6 


+ ——— annimmt, so hat die Ourve im Punkte x = a, y = 2a einen 


— f. 


Rückkehrpunkt der ersten Art. Der Neigungswinkel der Tangente an 
diesem Punkte gegen die Abseissenaxe hat die Grösse 2 zur trigono- 
metrischen Tangente. 
2. Es sei die Gleichung: 
—b-+ m(x — a)’ 4 nla — a)? 
gegeben. Die Curve (Fig. 27) besteht aus zwei Aesten, welche sich in 
dem Punkte A, dessen Coordinaten 2 =a, y==b sind, vereinigen. 
Um zu untersuchen, ob dieser Punkt eine Spitze sei, bilde man die k 
Differenzialquotienten: | R 
f (2) = 2m(® — a) + I3n(2 — a)? | 


= We: 1 
f (2) = 2m + n(# — a). 


Da f (x) für = «a weder O0 noch © wird, so kann die Spitze nur 
von de oben Art sein; munist (a + h)=2m + In Vr: diese 
beiden Werthe sind reell und, wenn man nur % klein genug nimmt, 
jedenfalls von gleichem Zeichen. Die Curve hat daher in A einen Rück- 
kehrpunkt zweiter Art. Die Tangente an diesem Punkte ist, wie aus 
dem Ausdrucke von f’(x) erhellt, parallel zur Axe der x. | R 

64 m? | 
995 m? welcher 
einem Beugungspunkte B im unteren Curvenaste entspricht. 





Die @. fa) =0 liefert den Werth 2 =a- - 


Die Oycloide, die Epieycloide und Hypocycloide, die Cissois (I. Bd. 
$. 240), die Evoluten der Parabel, Ellipse und Hyperbel bieten ebenfalls E 
Beispiele von Curven dar, welche mit Rückkehrpunkten versehen sind. $ 


386. Ein vielfacher Punkt einer Curve heisst derjenige, durch 
welchen mehrere Aeste einer Curve hindurchgehen , gleichgiltig ob sie 
sich daselbst schneiden oder berühren. 

Setzen wir zunächst voraus, dass sich die Aeste in dem vielfachen 
Punkte durchschneiden, so besitzt die Curve daselbst mehrere Tangenten, 


während ihr an jedem anderen Punkte deren nur eine zukommt; der e 
di e 
(Juotient E welcher bekanntlich die Neigung der Tangente der Curve 
q \ 
a gegen die x-Axe ausdrückt, wird daher, wenn in denselben die Coordi- Sa 


naten eines vielfachen Punktes substituirt werden, nothwendig mehrere 
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Werthe annehmen müssen, während er für jeden anderen Punkt nur 
eines Werthes fähig ist. Dies vorausgesetzt, sei nun u—=F(x, y)—0 
die von etwa vorhandenen Wurzelgrössen befreite Gleichung der Curve, 
also u — F(x, y) eine rationale Funktion, so werden in der Differen- 
zialgleichung der Curve 


du du 

—- de — dy —=0, oder Mdx Ndy = 0 1 

da En; dy 4 ER “ x DER & 
‘ : h : du du 
die partiellen Differenzialquotienten — = M, — — N ebenfalls ratio- 

ds dıy 

ey U: r 

nale Funktionen sein und der Quotient NEE, wird demnach für 


jedes Paar zusammengehöriger Werthe von & und % nur einen einzigen 
Werth _darbieten. Dieser Quotient soll aber mehrere verschiedene Werthe 
annehmen, wenn man in denselben für x und % die Coordinaten eines 
vielfachen Punktes substituirt, was offenbar nur möglich ist, wenn für 
diese Coordinatenwerthe sowohl M als N auf Null sich reduziren, wo- 


RES ah ; oO ' 
durch der Ausdruck von ? die vieldeutige Form E annimmt. 
dx Ir 


Um daher die vielfachen Punkte einer Curve zu entdecken, wird 
man die Gleichung derselben, nachdem sie auf eine rationale Form ge- 
bracht ist, differenziren, und die Coefficienten beider Differenzialien 
gleich Null setzen; durch Auflösung der so. gewonnenen "Gleichungen : 


du du h (2) 


I day 


erhält man die Coordinaten aller vielfachen. Punkte der Curve, wobei 
selbstverständlich jene Auflösungen auszuscheiden sind, welche der Glei- 
chung der Curve, « = 0 nicht Genüge leisten, weil die zugehörigen 
Punkte nicht in der Curve liegen. Nicht jeder auf diese Art ausgemit- 
telte Punkt der Curve ist aber nothwendig ein vielfacher; um dies zu 
entscheiden, wird man die Werthe entwickeln, welche der Differenzial- 
quotient -. für den in Rede stehenden Punkt annimmt; die Anzahl 
der reellen Werthe dieser Grösse bestimmt die Anzahl der Aeste, 
welche sich in diesem Punkte schneiden; sind aber sämmtliche Werthe 
imaginär, so liegt dieser Punkt, obwohl seine Coordinaten der Gleichung 
der Curve Genüge leisten, gar nicht in dem stetigen Zuge der Curve, 
weil es für ihn keine Berührende gibt, er ist daher kein vielfacher, 
sondern ein sogenannter conjugirter oder isolirter Punkt der Curve. 





Da die Coordinaten jedes vielfachen Punktes die Gl. (1) identisch 

machen, so muss man zur Ausmittelung der oben erwähnten Werthe 
dy t ii 

von —, zu den höheren Differenzialgleichungen der Curve seine Zuflucht 
da | | 

nehmen; die erste derselben, welche durch die Coordinaten des frag- 


E i S d 
lichen Punktes nicht unabhängig von dem Werthe des Quotienten =, 


erfüllt wird, dient zur Bestimmung der Werthe dieser Grösse. 

Wenn sich die einzelnen Curvenäste in dem vielfachen Punkte 
nicht durchschneiden , sondern berühren, etwa nach der »" Ordnung, 
so erhalten, gemäss dr in 8. 372 vorgetragenen Principien, die Diffe- 


renzialquotienten : 
ee d"y 
Ar der dns do 
are) 
jeder nur einen bestimmten Werth, während FREE mehrere verschie- 
di’ : 


dene Werthe darbieten muss. Eine »malige Differenziation der Gl. (1) 
eibt uns aber: 
Ras" Narriy —0, 
wo R und N wieder rationale Funktionen von x und % sind und N 
dieselbe Grösse ist, wie in (1). In Folge dieses Umstandes wird der 
ey R 5 
Bruch a dann mehrerer Werthe fähig, wenn sowohl 
R als N für die Coordinatenwerthe des vielfachen Punktes gleich Null 
werden ; wenn aber diese Werthe die Grösse N auf Null reduciren, so 
müssen sie vermöge der Gl. (1) auch die Grösse M auf Null bringen, 
so dass sie sich aus den Gleichungen M—=0, N—0 ergeben und dem- 
nach für diesen Fall dieselben Vorschriften gelten, welche wir oben 
für den Fall des Durchschneidens der Curvenäste entwickelt haben. 
Ob die Curvenäste sich durchschneiden oder berühren, gibt sich von 
selbst durch die die Grösse n ‚bestimmende Gleichung zu erkennen, 
welche im ersteren Falle so viele verschiedene, im zweiten aber 
nur so viele einander gleiche reelle Wurzeln haben wird, als Aeste 
durch den fraglichen Punkt hindurchgehen. 
Beisp. 1. Für die Lemniscate |I. Bd. $. 239] besteht die 
Gleichung: (4° + 2°)? +2e?(y’—x”)—=0 u, deren Differenziation: 
yet — e)da+yly” HR te)dy—=0O 
gibt. Wir setzen nun: 


ri d)=d yet) — 
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welche Gleichungen nur eine reelle der Gleichung der Curve genügende 

Auflösung 2 =0, y=0 zulassen; der Ursprung kann also ein viel- 

facher Punkt sein. Die 2t° Differenzialgleichung der Curve verwandelt 

sich nach Auslassung jener Glieder, welche vermöge der Bedingung: 

> 
£—=0, y=0 verschwinden, in: (2 1, woraus gs +1 folgt. 
; dx dx 

Der Ursprung ist demnach ein doppelter Punkt, in welchem die Tan- | 
senten der beiden sich daselbst schneidenden Aeste unter einem Winkel - > 


- von 45° gegen die z-Axe geneigt sind. 


2. Es sei die Gleichung: « — x + 2ax?y — ay? — 0. gegeben ; 
hieraus folet: 
42 (x” + ay) de + a(22” —- 3y?) dy —= 0; 
Er tay)=—=0, 207 8y° 0. Fa 


Von den Auflösungen dieser Gleichungen leistet nur jene: &—0, y—=0 
der Gl. der Curve Genüge.- Die 2% Differenzialgleichung ist, mit Aus- 
lassung jener Glieder, welche vermöge der Bedingungsgleichungen ver- 
schwinden : 


. 2(30° Hay) de?” + 4az de dy -— 3aydy" — 0, 
£ deren sämmtliche Glieder für &=0, y==0 verschwinden. Die 3% 
£ _ _ Differenzialgleichung wird, ebenfalls mit Weglassung der verschwinden- Be 
den Glieder: Br 
Axdae? + 2ada?dy — ady? —= 0, a 


welche sich für 2 —0, y—=0.in: 


= | ayl, (2 En 


Bi. dx \ 





di 
_ verwandelt, aus welcher Gleichung für r die 


drei reellen Werthe: O0, + y2 und — yY2 fol- 
gen. Der Ursprung ist daher ein dreifacher Punkt. 
- Die Curve hat die in Fig. 28 verzeichnete Ge- 
stalt. 








Br - 387. Conjugirte (beigeordnete, auch isolirte) Punkte werden 
jene genannt, welche zwar der Gleichung der Curve Genüge leisten, Sag 
jedoch ausserhalb der Aeste der Curve sich befinden. 
Be: Sind a, b die Coordinaten eines solchen Punktes, so muss die der @ 
 _ Abseisse «+ entsprechende Ordinate für die kleinsten Werthe von A = 
_  imaginär werden. Denkt man sich daher zunächst die Gleichung der 3 
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Curve in der Form y=f(xz), so hat man nach dem Taylor'schen 
Satze: e“ 
f(a+h)=f(a) + hf’(a) + 4h’f’(a)-+...-, 
woraus folgt, dass in der Reihe der Differenzialquotienten: f’ (a), f”(a), 

f" (a), u. s. w. sich imaginäre Glieder vorfinden müssen. | 


n 


. der 
Dies vorausgesetzt, nehmen wir an, es sei Zn — f®(x) der erste 
| 1x 


aus der Reihe der aufeinanderfolgenden Differenzialquotienten, welcher 
für x — a imaginär wird; u—=F(&, y)—=0 die Gleichung der Curve, 
und « — F(x, y) eine rationale Funktion; aus jener zieht man, wie 
im vorigen $. die Differenzialgleichungen : 

Mdx + Nay —=0, (1) 

Rdar +. Nay=d. (2) 
Die Gleichung (2) soll nun, wenn in ? und N für x und % die Coor- 
a I: a"y 
dinaten a, db eines conjugirten Punktes substituirt werden, für ER 
einen imaginären Werth darbieten, was vermöge der rationalen Form 

A"y 


von R und N nur möglich ist, wenn die ‚Grösse Aa en N unter 
dx 





die Form = fällt; die Bedingung N — 0 zieht aber in Folge der 


Gl. (1) auch jene M —= 0 nach sich, so dass, wie man sieht, die con- 
jugirten Punkte, so wie die vielfachen aus den Gleichungen M = 0, 
N —=0 sich ergeben, wie auch im vorigen $. schon bemerkt wurde. 


ten Punkt. Diese Gleichung auf die rationale Form: y?— x2?’+2°—0 





gebracht und differenzirt, gibt nämlich: 2ydy — x (32 — 2)de —0;° 


hieraus: y — 0, x(3x — 2) —= 0, welche Gleichungen die Auflösungen 
—=0,Yy=0rund.2.==2,. = 0 darbieten, vor welchen die 2, 
weil der Gleichung der Curve nicht Genüge leistend, unbrauchbar ist. 
Die 2*° Differenzialgleichung lautet mit Weglassung der in Folge der 
Bedingungsgleichung verschwindenden Glieder: d?y — (32 — 1)d2e?—0, 
woraus für <= 0 der imaginäre Werth: FA eig w 1 folgt. Der 
dx 
Ursprung ist demnach in der That ein conjugirter Punkt der Curve. 
































SIEBENTES KAPITEL. 


S 


- ELEMENTE DER THEORIE DER CURVEN VON DOPPELTER KRÜMMUNG. 


= IL. Von den Tangenten und Normalebenen doppelt ge- 
Be krümmter Curven. — Differenzial des Bogens. 


Br: 388. Eine Linie im Raume wird bekanntlich, indem man sie als 
Durchschnitt zweier Flächen betrachtet, durch die Gleichungen dieser 
- Flächen ausgedrückt, insofern man dieselben als eoexistirend betrachtet. 
Es seien daher: 


Fey d)=0, Fwy)=0 (1) 
die Gleichungen einer krummen Linie im Raume, bezogen auf ein recht- 
Be. winkeliges Coordinatensystem, Man kann dieselben durch die einfa- 

 cheren: | | | 


y—=Yy(e, 2=Yle) (2) 
ersetzen, welche durch successive Elimination von 2 und y aus jenen 
hervorgehend, den projieirenden Cylindern der Curve beziehungsweise 
auf die Ebene der «y und &2, oder auch den Projektionen der Curve 
in diesen Ebenen selbst angehören. | 
Betrachten wir zwei benachbarte Punkte der Curve M und MM’, 
deren Coordinaten respective &, y, zund + 4x, y+ Ay, 2 + Je = 

sein mögen und legen wir durch beide Punkte eine Gerade (Sekante), E- 
so sind die Gleichungen derselben, wenn die laufenden Coordinaten 5: 
mit 5, », £ bezeichnet werden : 

A 

- Lassen wir nun den Punkt M’ dem Punkte M sich unendlich | nähern, 

‘oder mit anderen Worten x unendlich abnehmen , wodurch auch 4Iy 

‚und Az unendlich klein werden, so geht die Sekante in eine Tangente 


SFR Ay Ak a ee Se 
über, die Quotienten ee 1, verwandeln sich in die Differenzialquo- SR 


: A 
ee ee re) 











tienten a =. und wir haben sofort als Gleichungen der Tan- 
- pente im Punkte x, y, 2 der Ourve: 5 
Ta de WER 2 
ee a 


ir i 
Hera, Höh. Mathematik, II. 3. Aufl. 


zu 
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 dy de r Ss 
Die Grössen zn i E ergeben sich durch Differenziation der Glei- 
chungen (2) der Curve. Bezeichnen wir mit «a, f, 7 die Neigungswinkel 


der Tangente gegen die Axen der x, 9, 2, so ist [Gl. (2), 8.:258]: 




















dx dy 
My SL En EIN CO N ee ns 
Var? + day? + de? Var? + dy? + de? 
lz 
Be 4) 


Var? + dy? + de? 
Sind die Gleichungen der Curve in der unentwickelten Form (1) ge- 
geben, so hat man nicht nöthig, aus ihnen die Gleichungen (2) abzu- 
leiten; .man erhält nämlich durch Differenziation dieser Gleichungen: 

des »dFlayı de de dF, dF.dy dFdeo 


a —(, a Be Se 
dx dy de.“ de d« de 3: dy dx de de 


d dz 

substituirt man hier die aus (3) folgenden Werthe von 1E und Ip’ 
dx 

so erhält man die Gleichungen der Tangente in folgender symmetri- 


schen Form: 





dF' dF AR = 
& — — —y a — £2)—( 
dx is 2 dy v A de E ) % (5) 
% 9) 
2, dF', dB Rn LE 
Fr Saten BR ST FF C—2)=0 


Diese Gleichungen sind, wie wir später sehen werden, die Gleichungen 
der Berührungsebenen der beiden Flächen (1)im Punkte x, y, 2, deren 
Durchschnittslinie natürlich Tangente an der Curve sein muss, in 
welcher sich diese Flächen schneiden. 

Eine Ebene, senkrecht auf die Tangente durch den Berührungs- 
punkt M gelegt, heisst Normalebene der Curve im Punkte M. 

Sind, wie oben x, y, £ die Coordinaten eines Punktes der Curve; 
&, n, © die laufenden Coordinaten der Ebene, so ist die Gleichung einer 
durch den Punkt &, %, 2 gelegten Ebene: 


| AE—- + Bm N)+ ek 9)=0; i 
soll nun diese Ebene auf der durch die Glgn. (3) ausgedrückten Tangente 
senkrecht stehen, so muss [$. 261] Mn, Be sein, man hat 4 

AN x 


daher als Gleichung der ee | R 


E-)H+n- VEte-n 0.0. 
oder (E — ?) de +(n — y)dy + = — 2) de =. 


EN 
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Jede durch den Berührungspunkt senkrecht auf die Tangente gezogene 
Gerade heisst- eine Normale der Curve; eine Curve im Raume besitzt 
daher in jedem Punkte unendlich viele Normalen, welche offenbar 
sämmtlich in der Normalebene liegen. 


389. Die Länge der Sehne, welche die Punkte x, y, 2, undz + 4x, 


y+ Ay, z2+ 42 der Curve verbindet, wird ausgedrückt durch 


VAx:+ 19? + 42”, lässt man nun den letzteren Punkt dem ersteren 
sich unendlich nähern, d. i. fx und somit auch /y, Iz unendlich klein 
werden, so wird die Länge der Sehne der Länge des zwischen beiden 





Punkten liegenden Bogens der Curve immer mehr und mehr gleich 
werden; bezeichnen wir das Element oder Differenzial des Bogens mit 
ds, so haben wir, zur Grenze ühergehend: 


ds = + Var? L AP Ld?— + de y: aß () (22)R (1) 
wo von beiden Zeichen das obere oder untere genommen werden muss, 
‚je nachdem der von einem festen Punkte aus gezählte im Punkte «, WIR 
endigende Bogen s mit wachsendem x zu- oder abnimmt. 

Mit Hilfe dieses Ausdruckes nehmen die Gleichungen (4) des 
vorigen $. folgende einfachere Form an: 








dee d 
=, =, cos. (2) 


U. Ueber die Berührungen der Curven von doppelter 
Krümmung. 


390. Es seien 
y=f(e), <=F(x) 
Dnass Ka ZI HER, 

die Gleichungen zweier Curven im Raume, welche einen oder mehrere 
Punkte gemeinschaftlich haben. Es ist klar, dass für solche Punkte die 
drei Coordinaten in beiden Curven gleiche Werthe besitzen und dem- 
gemäss die Gleichungen : 
| )=hl@), Fi) Fe) 
stattfinden, aus welchen — in Verbindung mit. den obigen Gleichungen 
der Curven — sich die Coordinaten der gemeinschaftlichen Punkte, 
wenn solche existiren, ergeben. 

Die Curven berühren sich in dem gemeinschaftlichen Punkte, wenn 
sie daselbst eine gemeinschaftliche Tangente besitzen; im Gegenfalle 


under ein Durchschnitt statt. 
10* 


13 
F 





Es sei nun «© die zur z-Axe parallele Coordinate eines solchen 
gemeinschaftlichen Punktes M; eine zur Ebene der y2 in dem Abstande 
x + h parallel geführte Ebene wird die beiden Ourven in zwei Punkten 


m und n schneiden, deren Abstand mn mit zf bezeichnet werden möge. 


Offenbar werden sich die beiden Curven im Punkte M um so inniger 
an einander schmiegen, je kleiner / ist im Verhältnisse zu ), und 


man schreibt den Curven eine Berührung der »°" Ordnung zu, wenn 


4 im Vergleiche zu h eine kleine Grösse der (n + 1)" Ordnung ist. 


Es seien nun x + h, y, z', die Coordinaten des Punktes m; 


x + h, Y', Z jene des Punktes n, so ist: 
2—=(Wy —T)+(.— 2). 
Man hat aber vermöge des Taylor’schen Lehrsatzes : 


dy , .h? d’y h® d°y 




















Eee, +3 da? er 
ae 
ran tt tn 
Denen 


somit, weil für den gemeinschaftlichen Punkt die Gleichungen 


De 


bestehen : 3 
So lange nun die Grössen z und nn sowie = N n für- den 


Punkt M verschiedene Werthe haben, findet daselbst ein Durchschnitt 
der beiden Curven statt, weil in diesem Falle die beiden Tangenten 


nicht in eine einzige Gerade zusammenfallen, wie aus den Gleichungen 


der Tangente sogleich erhellt. 
Sind aber für den Punkt M nebst den Gleichungen (1) auch noch 
die Gleichungen : - 
Ge A Rn (2) 
| de: de... de, ds 
erfüllt, so "kommt den Curven in dem besagten Punkte eine gemein- 
schaftliche Tangente zu; sie berühren sich daselbst, und zwar, wie man 


r 


ie 


} = ni 5 
u 


en 
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213, a > Kr 
zu sagen pflegt, nach der 1" Ordnung; die Grösse 4 ist in diesem & 
Falle, wie aus dem Ausdrucke derselben ersichtlich, im Vergleiche zu 

h eine kleine Grösse 2° Ordnung. 
Eine Berührung 2!® Ordnung tritt ein, wenn für den Berührungs- 
punkt nebst den Gleichungen (1) und (2) auch noch die folgenden: % 


| 4:42. 0° Jo...d220-.02.8 Ä J Be, 
FR | de?” da?’ de? de? = as 





dx da | 

E bestehen, und es wird in diesem Falle ./ eine kleine Grösse der 3ten Be 

Ordnung. Be; 
Allgemein erfordert eine Berührung der »'°" Ordnung die Erfüllung 

der Bedingungsgleichungen, 2(r» + 1) an der Zahl: a 

dyedY Ay @Y Ay d"y | = 








DE BEN NER Re a RE 
N ’ de dx’ dae!: da?’ dar dar ’ = 
E ler d22,. 0007 de  d"Z Be. 
Bu A He — =. —.....  —— R Er 

’ dx de” de? de? dog! de” 


Gewöhnlich ist bloss eine Curve individuell gegeben, die zweite aber 1,2 
nur der Gattung nach, und die Aufgabe besteht dann darin, die con- : ie 
stanten Parameter der letzteren so zu bestimmen, dass sie mit der AR - 
BI: ersteren eine Berührung von bestimmter Ordnung eingehe. 
” Hieraus folgt sogleich, dass eine Curve von einer Geraden in der Sr 
a: Regel nur nach der 1! Ordnung berührt werden könne, da die Glei- 
— ehungen der Geraden nur vier constante Parameter enthalten, welche 
5 ä zur Erfüllung der vier Bedingungsgleichungen einer Berührung erster 

5 3° Ordnung eben hinreichen. Die Ausführung der leichten Rechnung führt 
zu den bereits in $. 388 entwickelten Gleichungen der Tangente. 











391. Auch die Berührungen von Flächen und Curven unter ein- 
ander lassen sich einer ähnlichen Untersuchung unterziehen. Wir wollen 
hier nur diejenigen betrachten, welche eine beliebige Curve und eine 
Ebene darbieten. 

Es seien 














y=f(e) 2=F(e) 


ie Be der Curve; die el. einer Ebene, welche durch 


Be een N, (m) 
ro &, N, £ die laufenden Coordinaten der Ebene sind. 
Br: Gehen wir von dem Punkte x, 4, z der Curve zu einem benach- 


“ barten M 2 dessen Coordinaten & + h, y', 2” sein mögen, so ist: 
; Ei u: 2 BE el ne L, 

Un Re 2 u 

Jan En 9 2.da? - dc? 
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Die diesem Punkte entsprechende Coordinate 2’ wird, wenn nöthig ver- 
 längert, die Ebene in einem Punkte n schneiden, dessen Öoordinaten: 
x -+ h, y, © sind, wo (’ aus der Gleichung der Ebene sich bestimmt, 
wenn mn &=x+h,n—=y setzt; man findet hiedurch : 
"C—=z+ah+b(yV — Yy), 


oder, wenn man für y’ seinen Werth substituirt: 
’ dıy : 
la 


Für den Abstand -/ der beiden Punkte m und n erhält man hiemit 


4er tal) a a 
! dx Er2 


da da? dx 


dere 





Auch hier sagt man, es finde eine Berührung der 1'% Ordnung 
zwischen der Ebene und Curve statt, wenn „/ in Bezug auf h von der 
9ten Ordnung ist; hiezu wird erfordert, dass die Constanten « und b 
der Bedingungsgleichung 

. a, = —g | (1) 
Genüge leisten. Da diese Gleichung zur Bestimmung der beiden Grössen 
a und d nicht hinreicht, so gibt es unzählige Ebenen, welche die Curve 
. in einem gegebenen Punkte nach der 1%" Ordnung berühren; sie gehen 
sämmtlich durch die Tangente der Curve an ‚diesem Punkte [$. 261]. 

Fügen wir nun zur Gleichung (1) noeh die Bedingung: 

d’z d’y | : 
FReuGE b RR 0) (2) 
hinzu, so erhebt sich die Berührung zur 2te Ordnung, und da die 





Glgn. (1) und (2) die Grössen a, b vollkommen bestimmen, so gibt es. 


für jeden Punkt der Curve nur eine Ebene, welche die Curve nach 
der 2% Ordnung berührt. Diese Ebene führt den Namen os cula- 
torische Ebene oder Krümmungsebene. | I 
Indem man die aus-(1) und (2) folgenden Werthe von a und bin 
die Gl. (m) einführt, erhält man als Gleichung der Krümmungsebene: 





ded’y. dy ) u d’z U 
( din? das das? Gr 5 dw? MZ y) "7. dee? See = 
Es- mag noch bemerkt werden, dass —- wie man 'sich leicht Re 
zeugt — die für die Krümmungsebene geltenden Bedingungsgleichungen 


(1) und (2) nichts anderes ausdrücken, als dass die aus den Gleichungen 
% dy d’y de d2 
der Curve gezogenen Differenzialquotienten Ba ne Se u der jten und 
dx’ da? da’ da 


 2ten Differenzialgleichung der Ebene (m) Genüge leisten. 











x 
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Die Gleichung der Krümmungsebene nimmt eine mehr symmetrische 


Form an, wenn man nicht — wie es oben geschehen ist — .r als un- 


abhängig Veränderliche, also dx als constant betrachtet. Um hiezu auf 
dem einfachsten Wege zu gelangen, sei die Gleichung einer durch den 
Punkt &, y, 2 der Gurve gelegteu Ebene: 

AS — 2) + Bm —y)+ Cl —:),=0; (nm) 
differenzirt man dieselbe zweimal, &, n, & als Funktionen irgend einer 
anderen unabhängig Veränderlichen betrachtend, so kommt: 

Ads + DBiy + Cdd —=0, 
Ad’E +Bda’n + Cd’ —=VdV. 

"Soll nun. diese höre Krümmungsebene im Punkte x, y, 2. der 
Curve werden, so müssen diese beiden Differenzialgleichungen durch die 
der Curve entsprechenden Werthe von dı, dy, de, d’x, d?y, d’z veri- 
fieirt werden, d. i. es muss sein: 


Adz + Bdy + Od2—=0, Ad’x + Bd’y + Od’z = 0. (») 
i £ ; A: > 
Indem man aus. diesen Gleichungen die Werthe von o und 7 bestimmt, 


und in die obige Gl. der Ebene substituirt, erhält man- die gesuchte 
Gleichung der Krümmungsebene: 
(dy dez = de d’y) (ES — x) + (de d’x — da d’z) (n — y) 

+ (da d’y — dy d’x)(C — 2) =). (+) 


Will'man & zur unabhängig Veränderlichen machen, so hat man 


d?e — 0 zu setzen, wodurch diese Gleichung wieder in die obige (3) 


. übergeht. 


Aus dem Gesagten wird man leicht ersehen, dass die Krümmungs- 
ebene als jene Ebene definirt werden kann, welche durch drei unendlich 
nahe liegende Punkte M, M’, M” der Curve geht, oder was auf das- 


selbe hinauskommt, welche durch zwei unendlich nahe aufeinander fol- 


gende Tangenten der Curve gelegt wird. In der That, soll die durch 
den Punkt M(x, y, 2) der Curve gehende Ebene, deren Gleichung (r) 
Kürze halber mit 7 = O bezeichnet werden möge, auch noch die Punkte 


2 und M” enthalten, so müssen die Coordinaten dieser Punkte, nämlich‘ 


0-12.dE, y+dy, 2-+ .dz 


und & 3 2de + da, y+2dy+ d’y, 2 + 2de + d’z 
der Gl. 40 Genüge leisten. Substituirt man nun die erwähnten 


Coordinaten an die Stelle von 9, z in die Gl. L=0, so geht diese 


bekanntlich über in: 
| -L+dL=0, L+2dL + EL—=0, 


2 
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welche Gleichungen sich mit Rücksicht auf L=0 auf die folgenden : | 


AL== 0 rd 
reduciren. Diese Gleichungen drücken nun die Bedingung aus, dass die 
Ebene (oder überhaupt die Fläche) Z = 0, welche durch den Punkt 
M(x, y, 2) geht, auch noch die zwei diesem unendlich nahe liegenden 
Punkte M’ und M” enthalte, und sind —- wie man sieht — identisch 


mit den Gleichungen (»p), welche zur Bestimmung der Krümmungsebene 


gedient haben. 


II. Ueber die Krümmung der CGurven von doppelter 
Krümmung. 


392. Es seien M, M’, M” drei unendlich nahe liegende Punkte 
einer Curve von doppelter Krümmung; innerhalb dieser unendlich kleinen 
Ausdehnung kann die Curve als eine ebene, und zwar in der Krüm- 
mungsebene liegende Curve betrachtet werden, deren Krümmung im 
Punkte M demgemäss auf dem in $. 374 für ebene Curven betretenen 
Wege sich bestimmen lässt. Bezeichnet man daher mit o den Krüm- 
mungshalbmesser, mit dı den ÜContingenzwinkel, d. i. den unendlich 
kleinen Winkel, welchen die zwei an den Punkten M und M’ gezogenen 
Tangenten der Curve einschliessen, mit ds den unendlich kleinen Bogen 
MM’, so ist das Maass der Krümmung der (Curve in der 
Krümmungsebene: 


u und = (1) 
Man pflegt diese die erste Krümmung der Curve zu nennen. 
Während aber bei- ebenen Curven nur diese eine Krümmung vor- 
kommt, weil bei diesen die Krümmungsebenen sämmtlicher Punkte der 
Curve mit der Ebene der Curve zusammenfallen, kommt bei den Curven 
von doppelter Krümmung noch eine zweite Krümmung in Betracht, 
weil die Krümmungsebene von einem Punkte zum andern sich ändert; 
jedes Element der Curve tritt aus der Ebene der beiden vorhergehen- 


den Elemente heraus. Es sei d9 der unendlich kleine Winkel, welchen 


die Krümmungsebene im Punkte M mit jener in dem unendlich nahen 
Punkte M’ einschliesst, so betrachtet man, analog mit dem Obigen, den 
Ausdruck: 


Ni 

















“ 

' 
Rn, 
er 








| 5,398) Beschäftigen wir uns zunächst mit der ersten Krümmung, SR 
- und suchen wir zu diesem Ende einen Ausdruck für den Contingenz- ae 
- winkel dr. Es seien @, ß, y die Winkel, welche die Tangente im 4 
RN Punkte &, y, 2 der Curve mit den Coordinaten-Axen einschliesst; die Ä a 
 Cosinusse der Winkel, welche die zu dem unendlich nahen Punkte | Be: 
er + de, y-+ dy, 2 + dz gehörige Tangente mit den besagten Axen = 
bildet, können ausgedrückt werden durch: Be: 
eosa + deosa, cosß + decosß, cosy + d cosy; x Ss 

man hat daher vermöge eines bekannten Satzes [Gl. 5. 8. 251]: | ® ER 

cos de — cos (cos@ + dcose) + cos (cos + d.cosß) 

+ cos y (cosy ie dcosy)=1-+ cosa.dcosa + cosß.d cosß Be. 

+ cosy.deosy, Ze. 

da bekanntlich cos«* Ki cos ß? ae cosy” —= 1. Ebenso ist aber auch 3 = 

- (eose@ + d cosa)” + (cosß + d cos)? en (eosy + d.cosy)’ = 1, = en 
aus welcher Gleichung nach Entwickelung der Quadrate: 2 
eosa.deose + cosß.dcosß -H c08Y.d cos y ne 
Bi — — I [(d cose)? + (d cosß)? + (d cosy)?] = 
folgt. Hiemit wird, wenn man sogleich 1 — 2 (sin dr)? statt cosdr Be 
schreibt: | e: 

| 2 (sin 4. dr)? = 4 |(d cosa)? + (d.cosß)? + (d eosy)?], Er > 
folglich, da für den unendlich kleinen Winkel dr, sind =dr, also | 2 


; 2 2 2 sin Fir) — 3 des ist: 


ö Bi: di. = Via cosa)” + (d cos sr Br (d cos ;Y)”. 
Mit Rücksicht auf die Gleichungen (2), $. 389, folgt endlich hieraus: 


Br: «= (a) + (a + ER i (1) 2 


Man kann diesen Ausdruck leicht auf andere Formen bringen. 























FR: = Vollzieht man die angezeigten Differenziationen, ohne ein Differenzial Bi. Br 
E en constant zu betrachten, so kommt: a. 
dr _ Vlds dv — dad’s)” + (dsd’y — dyd?s)? + (dsd?z — de d?s)? = 

dis 5 £ \ SER Be 


= SS; Die Grösse unter dem Wurzelzeichen redueirt sich auf: 
ds? (dx? + d2y? + d?e? — ds? RN 
wenn man die Quadrate entwickelt und beachtet, dass: 





ds? — da? + dy? + de#, A" 
und somit auch Br. 
: ds d?s = ded?x + dyd’y + ded’z | a 
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ist. Hiemit wird nun: 


Ver ® a Fe ar Tue 


lt — 
Ben "ds 





Endlich folgt aus der vorletzten Gleichung : 
| dv d’x + dy dey H% de dx 
Van? 4 dy® + de? 


‚Substituirt man diesen Ausdruck in (2), und bringt die Grösse unter N. 
dem Wurzelzeichen auf eine gemeinschaftliche Benennung , ‚so erhält 
- man noch folgenden Ausdruck: | 2 


d’s — 











V (de y— ayd®x x)?+ (de d’ 2—de a) else de d2y le 
= ER 23 8) 
ds \ 
in welchem die Binome im Zähler mit den Coefficienten der Gleichung 

der Krümmungsebene übereinstimmen. 
Mit Hilfe dieser Ausdrücke des Denn rninkele dr ergeben sich 
für den Krümmungshalbmesser folgende Ausdrücke: 





da m Iy\2 ( ah 
Me | = ER 
a) 3 (« 2) Sr N 








ds? 


Verf ap 
a dis? | | 
5 Via ey — dy Ua) + (de d?2— de ae)’ (dy.? 


Nimmt man s als NER Veränderliche, so folgt aus = wegen. 
3,0 AR 














‚ds? 


; ya: + 19: > d’z? 
Wählt man aber x als unabhängig Veränderliche, so erhält man aus 
(6), re — () setzend: 








Ss 


Be) 

an + I 

x aa 2) IE 
VG + (de 2 dedu® _ da da’ 


394. Es erübrigt nunmehr. noch .die Bestimmung. der Lage dei 
Krümmungshalbmessers, welche —— da der eine Endpunkt desselben a 
gegebene Punkt x, y £ der vuRNe ist. — durch: ‚die DLR dos. 























155 
anderen Endpunktes, des Krümmungsmittelpunktes, vollständig 
bestimmt wird. Dieser Punkt ist aber, wie aus 8. 392 erhellt, der Durch- 
schnittspunkt zweier aufeinanderfolgenden, in der Krümmungsebene 
liegenden Normalen der Curve, d. i. weil diese Normalen durch den 
Durchschnitt der Krümmungsebene mit zwei unendlich nahe folgenden 
Normalebenen gebildet werden, der Durchschnittspunkt dieser drei eben 
genannten Ebenen selbst. 


Es ist nun die Gleichung der Krümmungsebene im Punkte x, 9, 2 


der Curve [Gl. (4) 8. 391]: 


AB) + Bm N)+ Cl 9)=0, (m) 
wo der Kürze wegen 
A—=dyd’z —ded’y,;, B= de d’n — de d’z,;, O0= da.d?y — dyd’x 
gesetzt ist, Die Gleichung der Normalebene ist: 
E—- 2)dae + —ydy+ (© —2)d—0. (n) 
Aus dieser Gleichung geht jene der unendlich nahe folgenden Normal- 
ebene hervor, wenn wir & + da, y + dy, 2 + dz an die Stelle von «, 
y, 2 treten lassen; es sind demnach, wenn wir den 1°" Theil der Gl. 
(n) mit Z, bezeichnen, L=0 und L + dL= 0 die Gleichungen der 
beiden Normalebenen, welche -- da sie zur Bestimmung des Durch- 
schnittes mit einander verbunden werden — durch das System der 


Gleichungen L=0, dL=0 ersetzt werden können. Die letztere 
Gleichung ergibt sich durch Differenziation der Gl. (n): 

E— 2) de + (n—y)dy-+ (d 
Betrachten wir nun die Gleichungen (m), (rn), (P), als cvexistirend, so 
gehören die Coordinaten &, 7, £ dem Durchschnittspunkte der drei 
Ebenen, also dem Krümmungsmittelpunkte an. 








2) d’a —eds? = ). (p) 





Durch successive Elimination von (& — 2) und (» — y) aus den 


2 Glgn. (m) und (n) erhält man nun: 


(& — x) (Adz — Ode) £ (n — y) (Bdz — Cdy) =, 
(& — x) (Ady — Bdx) + (& — 2) (Ody — Bdz) =, 


_ und wenn man die hieraus folgenden Werthe in (p) substituirt: 


ds? ( Bdz 





Cdy) 





AR VER (Bde — Cdy) d’x + (Cds — Ade) d’y + (Ady — Bdx) d’z 


Der Nenner dieses Bruches ist = A? + B? + 0?, wie sich sogleich 
zeigt, wenn man je zwei mit A, 5, Q multiplicirte Glieder zusammen- 


i fasst; man hat daher: 









ds®(Bdz — Ody) 



































ATRBARO 

a ds? (Cda — Ade) RE 

Ey hiemit: 9, Ye TBr@r| ci u a 

ee  ds?(Ady — Bde) a 
Ar Be ON re 
Für den Krümmungshalbmesser besteht offenbar die Gleichung: = | 

= Verben 
% nt man für die Differenzen = ® n—9,© — 2. die eben ge- E 
in fundenen Ausdrücke (1), entwickelt die Quadrate, und schreibt statt: 


A’ (dy? + de?), B2 (da? + de’), O?lde? + dy?). 
ar die beziehungsweise gleichgeltenden Ausdrücke: ER 
2 Br:  Arkas?.— de), Bfas — day“ YO Ba 





so bringt man die Wurzelgrösse leicht auf die Form: a : 

VIA? + B?+ 0) ds? — (Ada + Bay + Ode): | re 
vermöge der ur der Glgn. (P) 8 “39L, ist aber Adıx SE bdy A 0:0, Bi: 
somit wird: = 





ds? FR 








4 2 5 
u Van Be 2 
welcher Ausdruck mit (6) in $. 393 übereinstimmt. ee 


Eine häufig angewendete Form der Ausdrücke (1) der Mittel- 


punktscoordinaten ergibt sich noch auf folgende Weise: Se 
Es ist: | TE S 
"Bdz — Ody — (de dx — da d?z) de — (da d2y -—- dy d!x) dy N 
— d’r(d? — dad) — de(ydy+dade)  —° 
— die (de? — da?) delds de dede) oc 
| — d’x ds? — da ds d?s Bi | ® | = 
N: _ I ds — de Rs a u 
ds? else N 


behandelt man in lache Weise die beiden auderels Binome, soe- 


hält man mit Rücksicht auf (2): | | 
As | a ne 0 

ER A, u OS A ar en DER ei ! r g\ 

= NR N GR ds v3 rg ds. - (3) 





u 






Die Differenzen: &— x, n — y, 2 sind die "Projectionen des : 
Krümmungshalbmessers auf > Coordinatenaxen ; lässt man daher Aa Se 2 












welche zur Bestimmung der sechs Unbekannten: &, N, 


# Er u Au EN re IE re 
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v die Winkel bedeuten, welche der Halbmesser mit den besagten Axen 
einschliesst, so hat man: | 


EZ —0cah nn — y—=ocosu, F—a—ocosr, - (4) 
welche Gleichungen in Verbindung mit den obigen die Richtung des 
Krümmungshalbmessers bestimmen. 


395. Durch die in den vorhergehenden Paragraphen entwickelten 
Ausdrücke des Krümmungshalbmessers und der Coordinaten des Krüm- 
mungsmittelpunktes sind Halbmesser und Mittelpunkt eines in der | = 
Krümmungsebene liegenden Kreises bestimmt, welcher der Krümmungs- j 
kreis genannt wird, weil er mit der Curve in dem zugehörigen Punkte > 
gleiche Krümmung besitzt. Er geht mit der Curve in diesem Punkte 
eine Berührung der 2%“ Ordnung ein. In der That würden wir zu 
denselben Resultaten gelangt sein, wenn wir uns die Aufgabe gestellt 
hätten, den Kreis zu suchen, welcher die Curve nach der 2! Ordnung 
berührt. 

Bezeichnen wir nämlich mit &, 7, {, die Coordinaten des Mittel- 


punktes, mit o den Halbmesser, so werden die Gleichungen : 


a VE ee (1) 
A&E— a) + Bm - WHek— =, (2) 
einen mit dem Halbmesser o aus dem Punkte &, 7, & beschriebenen 
Kreis im Raume darstellen, da die erste eine eben so beschriebene 


Kugel, die 2?° eine durch den Mittelpunkt &, n, £ gelegte Ebene aus- 


drückt. Soll dieser Kreis die Curve im Punkte x, y, z nach der 2te 


Ordnung berühren, so müssen nicht nur die Gleichungen (1) und (2), 
sondern auch ihre Differenzialgleichungen der 1'% und 2teU Ordnung: 
E—a2)dae + nm — y)dy + (5 — 2)de=0, 
Adx + Bdy + Cdz —=0, 
E— )d2e+(n—y)dy + (il — 2) d’z —ds’—0, 
Ad’xz + Bd’y + Cd’z = 0, 
durch die Coordinaten x, y, 2 des Berührungspunktes und deren Difte- = 
renzialien erfüllt werden. Hiemit sind sechs Gleichungen gegeben, 
ARTEB 
‚ ®, ce’ © 
eben hinreichen. Die Elimination bietet keine Schwierigkeiten Jar, und 
führt auf die bekannten Ausdrücke. 


s 


396. Als Maass der zweiten Krümmung der Curve im Punkte 


- M(x, y, 2) dient nach dem in $. 392 Gesagten der Ausdruck : 


vo 7 N; r Ri ei 
Ba a Er rn a, Ze Ela a a 








aus welcher Gleichung , wenn sie wie die A in\&: 393 be-07 as 
‚handelt wird: | 


| folgt. Es sei nun: | Kr S 


findet. Mit Rücksicht auf die Werthe der Grössen A, 2. Re ig: BIE 





wo dß den unendlich kleinen Winkel bedeutet, welchen die zu re 
Punkte &, y, 2 gehörige Krümmungsebene mit der dem Punkte x +de, 
y+dy 2 + dz entsprechenden einschliesst. ‚Dieser Winkel ist jenem 
gleich, welchen zwei auf die besagten Ebenen errichtete .Perpendikel 
bilden ; lässt man demnach !, m, n die Winkel bedeuten, welche das 
auf die Krümmungsebene des Punktes x, y, 2 gefällte Perpendikel mit 
den Coordinatenaxen einschliesst, so werden die Cosinusse der Neigungs- 
winkel des zweiten Perpendikels gegen die erwähnten Axen ausge- 
drückt durch: ER a ER 
cos? + d cos!, cosm + dcosm,. cosn + deosn, 
und man hat: daher : | er en 


cos a6 cos 1 (cos + ” cos!) + cos m EO IE d.cos m) KR De. 


+ cosn(eosn a A 








. db 2 ve cos!)” + no cos Di + Ta a 


AE-D+ BON + a 
die Gleichung der: Krümmungsebene im ı Punkte (©, 9 2), so ist be- 4 
kanntlich IS- 254]: N Je ; | 
A N47S B a 









































cos! — m  SCOSAM. : > 
| VAR | Var mro 
cosn ER 2 RS 

I ERV AR = B* = 02 # 

womit man ohne Schwierigkeit Er 
m _VAFF REF Ojgaat fans + ac) (Ada BaBF CA | 
"Rr2?2 = B:? er Orr Rad E Be. 
oder‘ auch Bi ; ER En 
ee GiaR — BaA)? + (AdC — CAA)*+ (BaC — gar Be 
: A? + B? «ER 02. i “ 5 n, 5 j 4 

3 


erhält man aber: | et er 
dA = dy die — -ded’y, dB—=de d’x — RX Br, oe da a en 2 der; Be © 
AdB + -:BuAar 2 Au03 2004 Bl — -CdB ° 

woeh,n: re En err ER r ES 
BR F= 7 BE de (u vade - za) E* 
Bu dy a ed — Dr ve) + de(a de — a ae; Er. 





AR 





daR — . BaA): — da Bette — ua = ie 
(Bao —- CaB)? — U?dx®, 


und man erhält durch Einführung dieser Sn in den Ausdruck 


von dd: 


| Tas 
= 5, 7 aa © 


SER somit, da 0 — ds : dd ist, ' | 
> (de d?y — .dy d’x)” + (de d’e — de d?’x)’ BR (dy d’z — dz d’y)’ 
 de(deyade-d’ed’y)+-dyld’zd’x d’xa’e)+de(d’xd?y ‚deyd’x) (2) | 





_ Durch diesen Ausdruck ist nun 0, der sogenannte Halbmesser der. at" 
Krümmung. bestimmt ; er hängt, wie man sieht, von den 3#°" Differen- 
zialien ab, während jener ‚der 1 dass Krümmung. nur die Differenzialien 

Bi es der Yen Ordnung enthält, 


* 
. 


ai 


® 397. Zur Erläuterung der allgemeinen Sätze dieses Kapitels wol- - 
len wir als speeiellen Fall die Schraubenlinie betrachten. Nimmt 
man die Axe des geraden Kreis-Oylinders, auf dessen Oberfläche die 
‚Curve beschrieben ist, als Axe der 2; bezeichnet mit r den Halbmesser 
dieses Cylinders, mit @ den Shöisengswinket der Schraube, dessen tri- 
_ gonometrische Tangente mit a, endlich mit -g den Winkel, welchen 
‘eine durch den Punkt x, %, 2 der Curve und die Axe der 2 gelegte 
Ebene mit der Ebene der x2 einschliesst, so sind nach $. 285 die 
Gleichungen dieser Ourve: 
ERREGT DENT Ar, a2 
vorausgesetzt, dass die Axe der « durch ‚jenen Punkt der Curve gelegt 


wird, in welchem letztere die x%y-Ebene schneidet. Die Gleichungen der 
Bschionen, der Curve auf die Ebene der x2, yz und xy sind be- 


Br. c03 2 UL sin ns et y—rt (2) 


| Br — — rsing-dp, dy —=rcospdp, de—=ra dp, 
d die Gleichungen der Tangente [Glgn. (3), $. 338] werden hiemit : 


E,>» 


SER — — cotgp($ - Me A — acosecp(E —«), 
en, I e=aegm—N;. 








PRRSBREN 


le Yahak 
ER Kin 


ch; 





Een RR | a 


die Gleichung der Normalebene [Gl. (6), $. 388] wird: 2. 2 
(&E — 2) ing — m — y) cosp — a(l — 2)—0, | 
oder: Ey — 18 — ra —e)—0. 


Hieraus folgt, dass der Neigungswinkel der Normalebene gegen die 
Ebene der xy constant ist. 


Aus den Gleichungen der Tangente erhält man... ==_0. setzend, 
für die Öoordinaten &, ) ihres Durchschnittspunktes mit der Ebene der 
xy folgende Werthe: 


£ 


Er=eii = sin, N —=y— 7 cos. P, 

oder, wenn man für x, 4, 2 die Werthe (1) einführt: 
gE=r(osp+gsinpg), 7=r(sing — g@cosp), 

woraus man erkennt |$. 246] dass, wenn die Tangente der Schrauben- 
linie —- diese Curve stets berührend — sich fortbewest, ihr Durch- 
schnittspunkt mit der Ebene der xy in dieser Ebene eine Evolvente 
des Kreises beschreibt, in welchem der ÜOylinder die genannte Ebene 
schneidet. | 


Durch eine wiederholte Differenziation der Glgn. (1) erhält man, 
gp als unabhängig Veränderliche betrachtend: 


2 — — rcospdp’, dy— —rsinpdp’, Mz—0, 
de —. 1810009, au — — TeBDAp, Aa. 
Ferner ist: 


ds —ryı ta. dp —r sec, ds —0. 
Hiemit erhält man nun für den Halbmesser der 1'% Krümmung [nach 
G1,:193)1,58.893 1% 


und als Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes [nach Gl. (1) oder 
(3.)..:8..394]: | 


— — ar 089,27 —— ar sind ee ol: 


en, 


Diese Gleichungen sind jenen (1) ganz ähnlich und zeigen, dass der 
geometrische Ort der Krümmungsmittelpunkte wieder eine Schrauben- 
linie ist, welche auf einem Cylinder vom Halbmesser .a?r beschrieben 
ist, dessen Axe mit der Axe der z zusammenfällt. Die Höhe eines Schrau- 
benganges ist für beide Schraubenlinien dieselbe, da für jeden Punkt 
C=arp = z. Hieraus geht hervor, dass beide Schraubenlinien auf 
derselben Schraubenfläche ‚liegen, welche entsteht, wenn sich eine Ge- 
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rade so bewegt, dass sie, an der Schraubenlinie fortgleitend, die Axe 


der 2 immer senkrecht schneidet. In der That wird die Gleichung 
dieser Fläche [$. 285]: 


() & 
ee 3 we 


ar 
durch die obigen Werthe von &, n, & identisch. Auch fällt der Krüm- 
mungshalbmesser für jeden Punkt der Curve der Richtung nach zu- 
sammen mit dem zu diesem Punkte gehörigen Halbmesser des Cylinders. 
Die Gleichung der Krümmungsebene [$. 391, Gl. (4)] wird: 
asinp(E — a) — acspyg(m — y) ti —2=0, 
und der Halbmesser der 2!" Krümmung: 


SS 


rt ” 


a seen 
sınd.COoSs« 





ACHTES KAPITEL. 


ELEMENTE DER THEORIE DER KRUMMEN FLÄCHEN. 


I. Ueber die tangirenden Ebenen und Normalen. 


398. Es seien 
e=f(®, 9) (1) 
die Gleichung einer beliebigen krummen Fläche; &, y, 2 die Coordina- 
ten eines gegebenen Punktes M auf derselben. Lassen wir nun x um 
Az zunehmen, % aber unverändert, so wird sich auch 2 um 1z ändern, 
und da diese Aenderung von 2 bloss von einer Aenderung in x her- 


„2 


- rührt, so wollen wir diese partielle Differenz mit —- fx bezeichnen. 


IE 
Wir gelangen hiedurch zu einem zweiten Punkte M’ der Fläche, dessen 
Coordinaten demnach 


1 
x + Ax, 9, 2448 


sind. Ein dritter Punkt auf der Fläche sei M”, welchen wir von M 
aus erreichen, indem wir, x unverändert lassend, 4 um /y zunehmen 
lassen; seine Öoordinaten sind daher: 


A 
RL EN ae ra | 


Bhun. Höl, Mathomätik,-IT. 3: Aufl. 11 





1 ET EN a PR NR a N N 
ET N a 
a De PT Da = N 


wur R 
ke - f 


- 
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wo . Ay jene partielle Aenderung von 2 bedeutet, welche durch die 
Yy 


alleinige Aenderung von % erzeugt wird. 

Durch diese drei Punkte der Fläche wollen wir nun eine Ebene 
legen. Bezeichnen wir die laufenden Coordinaten der Ebene durch 
&, n,.%, so ist die Gleichung einer durch den Punkt M(x, y, 2) ge- 
henden Ebene: | 

(E — 2) cosa + (Y — y) cos® + (£ — 2) cosy—0, (m) 
wenn «, 9, y die Winkel bedeuten, welche ein auf die Ebene gefälltes 
Perpendikel mit den Coordinatenaxen einschliesst. 

Soll diese Ebene auch noch durch die Punkte M’, M” sehen, so 
müssen die Coordinaten dieser Punkte der Gl. (m) Genüge leisten, wo- 
durch wir die Bedingungsgleichungen : 


Ag c0sa@ + = Ag c05y — 0, 


Ag | 
Aycosß + 37, Ay cosy—=0, 


erhalten, welche Gleichungen in Verbindung mit der Gleichung: 
cosa® + cosß? + cosy?—|1 


die Lage der Ebene vollkommen bestimmen. Diese Gleichungen geben 





nämlich: Y 4 
COS — — 2 c0oSsY, c0sß — — = cos Y 
HEN: Ay 
mit welchen Werthen sich die Gleichung (m) in folgende verwandelt: 
2/7 Az 





etz en 


Dies ist die Gleichung der durch die drei Punkte M, M’, M” gelegten 
schneidenden Ebene. Lassen wir nun /x und ./y unendlich klein wer- 
Ax’ Ay 
tiellen Differenzialquotienten, die schneidende Ebene in die die Fläche 
im Punkte M(x, Y, 2) berührende Ebene über; es ist somit 


dz de EN 
ee (2) 


den, so gehen die partiellen Differenzquotienten in die par- 


&— 2) 


die Gleichung der Berührungsebene. 





Die aus der Gl. (1) der Fläche gezogenen und auf den Berüh- 


rungspunkt sich beziehenden partiellen Differenzialquotienten pflegt 
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de de 
man der Kürze wegen mit 2 = B- und. g— 7, zu bezeichnen, womit 
die Gleichung der tangirenden Ebene die Form: 
Meat an me) —0 (3) 


erhält. 

Es lässt sich leicht zeigen, dass diese Ebene alle Geraden enthält, 
welche die Fläche im Punkte x, %, 2 berühren. Legen wir zu diesem 
Behufe durch zwei Punkte der Fläche, deren Coordinaten &, %, 2 und 
x + Az, y+ Ay, z+ 4z sind, wobei /x und 4/y ganz willkürlich 
gewählt werden können, während fz von Jx und 4Jy abhängt, eine 
Gerade, so sind die Gleichungen derselben: 

Az 


BE ke 


| 


n—1 ee, | (er, 


Lassen wir /y und 1x unendlich klein werden, so geht diese 
Gerade offenbar in eine Tangente der Fläche am Punkte x, %, 2 über, 
deren Gleichungen daher: 

dy 


ee ee (& 8) 


. . . . . d . . .. . 
sind. Hier ist nun die Grösse 5, — JA ganz willkürlich (vermöge ihres 
x 


a) und bedeutet bekannt- 





Ursprunges aus der willkürlichen Grösse 


4, 


lich die trigonometrische Tangente des Winkels, welchen die Projection 
der Tangente auf die Ebene der xy mit der positiven Halbaxe der & 
einschliesst, durch welchen Winkel sich eben die unendlich vielen Tan- 
genten der Fläche am Punkte x, y, z, welche sämmtlich durch die 
obigen Gleichungen ausgedrückt werden, von einander unterscheiden. 


De de _. 
Die Grösse — hingegen, in welcher, wie aus der Art ihrer Entstehung 


dx 
erhellt, dz die totale, durch die gleichzeitige Veränderung von & und y 
erzeugte Aenderung von 2 bedeutet, ist von A abhängig; denn aus der 


Gleichung der Fläche: z2=f(«, y) folgt: dz —= pd& + qdy, also 
lz 
ei =p-+4g > —»-+ g%: man kann daher die Gleichungen irgend 


einer Tangente der Fläche am Punkte x, %, z in der Form: 
n-y=Ad—n), t-e=b+ME— a) 
schreiben, in welchen p und q die partiellen aus der Gleichung der 


Fläche gezogenen Differenzialquotienten von 2 nach x und % bedeuten, 
41° 





2 a “ an DE, \ 
EN 
% 


gegeben. Differenzirt man dieselbe partiell nach x und y, so kommt: 





TECH ET FRE NE ARTEN DEE PD N cd 
ORT ET WERE TR ER HER, 


BE RN ET LE a 
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und A eine völlig willkürliche Grösse ist. Eliminirt man aber aus diesen. 
Gleichungen die Grösse 4, durch welche eine bestimmte Tangente in- 
dividualisirt wird, so erhält man wieder die Gl. (3) der Berührungs- 
ebene als Gleichung des geometrischen Ortes sämmtlicher Tangenten. 


399. Eine Gerade, im Berührungspunkte (x, y, 2) senkrecht auf 
die tangirende Ebene errichtet, heisst die Normale der Fläche im 
Punkte &, %, 2. Sie bildet mit den Coordinatenaxen die oben mit 
a, 9, y bezeichneten Winkel; ihre Gleichungen sind demnach, wenn 
&, n, © die laufenden Coordinaten bedeuten: 











ee) 
Man hat aber nach dem vorhergehenden S.: | 
dz dz 
COSd = -— E POS 7 0.COSY COS p— 2 cos —l 1060877, 


und erhält durch Verbindung dieser Gleichungen mit der Bedingungs- 














gleichung: cosa® + cosß? + cosy’— 1: 
cosa.—= + a 
Vvela se 
a q * 
cos = + ı 
yve+te+ı u 
1 BEE A 








Cosi eo a 
Vve+2+1 
wo die oberen oder unteren Zeichen zusammen gehören; wählt man 
die oberen, so beziehen sich diese Ausdrücke auf jenen Theil der Nor- 
male, welcher mit der z2-Axe einen spitzen Winkel ‘bildet. 
Hiemit werden die Gleichungen der Normale: 


ee De DR ÜRN  lan ee (2) 
Häufig ist die Gleichung der krummen Fläche in unentwickelter Form: - 3 
Piey 2) 0 | 








dF dF de dF' 


—0, + 
dy 


dF de 
j —(, 








da de  d« dz dy 


welche Gleichungen die Werthe der partiellen Differenzialquotienten: 
dF dF de dF dF 


RR dy  dz 


de 
des de de’ dy 








\ 
| 


darbieten. Durch Substitution derselben in die vorhergehenden Glei- 
chungen erhält man als Gleichung der tangirenden Ebene: 





Sach nn "ER REN WEIT A ARTEN FED, 
Ta N, ter 
u N ER RE ( » 3 

. x a % a er u 
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: dr dr AR" 
EEE EN RN ie Ya ER —_ 2\— —(: 
Ge ee rt (8) 
als Gleichungen der Normale: 
% dF EBEN r dF dF' 
($ — 2%) Er ee Va (7— 9) are RER an —=0; (4) 


endlich für die Neigungswinkel der Normale gegen die Coordinaten- 


axXen: 


ee ee ee NORA SENER: 2 
= 5 ey: er da Fa (5) 


wo der Kürze wegen 
dF\? (7) (X 
v-y(@y (a) (@ 
2% (2) 7 dy en dz 
gesetzt ist. 


Eine jede durch die Normale gelegte Ebene heisst Normalebene 
und der Durchschnitt derselben mit der krummen Fläche ein Normal- 
schnitt; Schnitte der Fläche mit anderen Ebenen werden schiefe 
Durchschnitte genamt. 





H. Ueber die Berührungen von verschiedener Ordnung 
zwischen krummen Flächen. 


400. Betrachten wir zwei durch die Gleichungen: 
2 HUGH Ye GL) DIE Y) 2) 
vorgestellte krumme Flächen und nehmen wir an, dass dieselben einen 
gemeinschaftlichen Punkt M besitzen. Die Bedingung der Existenz 
eines solchen Punktes wird durch die Gleichung i 
flo y) = Fie, 9) 

ausgedrückt, da diesem Punkte offenbar in beiden Flächen dieselben 
Coordinatenwerthe angehören. 

Es sei nun P (Fig. 29) die Projektion des gemeinschaftlichen 
Punktes M auf die Ebene der xy; ferner seien = 00, y = P%, 








-z2—=Z== PM die Coordinaten von Fig. 29. 

M; lassen ir zimx + h, y in y 

y + k übergehen (wo also nr, Men 
k— rp ist), so rückt der Punkt P 4 ER 
nach p und ein in n.auf der Ebene 7 

der xy errichtetes Perpendikel wird | | 
nunmehr im Allgemeinen die beiden N ale —t 
Flächen in zwei Punkten m und n Y Der ig 


‚schneiden. Denken wir uns endlich 





an 


Dr wen 
N m 
Kr 


3 BR ee Fan er 
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durch die beiden Perpendikel PM und pm eine Ebene gelegt, so. ist 
die Lage derselben offenbar durch die Gleichung: 


up?) =u (3) 
bestimmt, wenn wir mit cp den Neigungswinkel derselben gegen die 
Ebene der x2z bezeichnen. 

Diese Ebene wird nun die beiden Flächen in zwei krummen Linien 
schneiden, und man schreibt den beiden Flächen im Punkte 
M eine Berührung der n}®" Ordnung zu, wenn die besag- 
ten Durchschnittslinien bei jeder Lage der Ebene PpyMm 
(d. i. für jeden beliebigen Werth von w) sich nach der n!®" Ord- 
nung berühren, wozu bekanntlich erfordert wird, dass der Abstand 
mn eine kleine Grösse der (» + 1)" Ordnung sei, unter A und % 
kleine Grössen der 1% Ordnung verstanden. 

Es ist nun dem Taylor’schen Lehrsatze zufolge: 

dz dg 1 [d*z e d?z EN 
ln ante ne 


dZ dz 1 jez 2 d2Z 02: | 
Sr —J — k h* ; RR 
Er een, Tja ae 





somit, da mn = pn — pm, und für den gemeinschaftlichen Punkt 
2 2338[° 


dZ A (4 ) : 
m=(% 5 h-+ dy  dy k 


1 d2Z de 2) (> d’z ) (2 =) | 
ERDE h® 2 hk ale en 
2 Fe dx? ar daedy dady en dy? dy? 
N: 


Sollen sich nun die beiden Flächen nach der 1} Ordnung berühren, 
so muss der Ausdruck von mn in Bezug auf h und %k eine Grösse 21er 
Ordnung werden, und somit 


dZ. de ) (2 dz ) 
a + (| — — IJk= 
(z dx £ dy dy de 


ar er 

dx da dy  dy 

sein und zwar für jeden Werth von o—=tggy, wozu erfordert wird, 
dass beide Glieder dieser Gleichung, jedes für sich, verschwinden. 
Eine Berührung der 1!" Ordnung findet demnach in einem Punkte M 


statt, wenn die diesem Punkte entsprechenden Werthe von x und % 
den drei Gleichungen: 








oder 
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& re de ndZ 
el, =, — (4) 
EHE Areen Aa Nay 
Genü ge leisten. 

Die Berührung erhebt sich zur 2°" Ordnung, wenn der Aus- 
druck von mn in Bezug auf h und %k eine Grösse 3%“ Ordnung wird. 
Zu diesem Behufe muss nebst den Glgn. (4) auch noch die Gleichung: 

d?Z =) ( d’Z d’z ) > ) 

— — —— | #h? 2 hk — -—|Ik—= 

(= da3) " 35 dedy  dx&dy RER dy?  .dy® = 
oder 

BZ En) (22 d’z ) E a | 

_— — 2 —_ ?\-— — ——;)=0 (5 

(= da? an dedy dady an dy2:. .dy® (5) 
erfüllt werden, und zwar für jeden Werth von o=tgp, was nur 
möglich ist, wenn man hat: 

DZ dege nd Z d’z d’Z  d’z 


me (6) 


de? da’ daedy daedy’ dy® dy 











Die Gleichungen (4) und (6), sechs an der Zahl, drücken demnach die 
Bedingungen aus, welchen die Coordinaten des Punktes Genüge leisten 
müssen, in welchem die beiden Flächen eine Berührung der 21° Ord- 
nung eingehen sollen. | 

Wie man auf diesem Wege weiter gehen kann, ist klar, und man 
sieht leicht, dass eine Berührung der n!® Ordnung an die Erfüllung 
vn1+2+3+..+n+1)=1!(n-+ 1)(n + 2) Bedingungs- 
gleichungen gebunden ist. 

Wie bei den Berührungen der Curven ist auch hier gewöhnlich 
die eine Fläche vollständig gegeben, die andere nur ihrer Gattung nach, 
und die Aufgabe besteht wieder darin, die constanten Parameter der 
letzteren so zu bestimmen, dass sie mit der gegebenen Fläche in einem 
gegebenen Punkte eine Berührung von bestimmter Ordnung eingehe. 

Es sei z. B. die zweite Fläche eine Ebene: 


| Z=oX torte, 
welche die Fläche z= f(x, y) im Punkte x, y, 2 nach der 1! Ord- 


nung berühren soll. Aus der Gleichung der Ebene zieht man die Diffe- 
renzialquotienten: 





BL dA, 
dX Fed 
und hat demnach in Folge der Gleichungen (4) 
dz dz 
ee Fr 4 





EN ee SARA RR 2 ei ZU Er Pr 





ET Bam 7 WB tn 3.8 u un >. As EN Kedid ee TR ı u rin 
EU Var: - TEEN, FEW FRE RR NET IRRE TE AL 
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wenn man mit p und 9 die aus der Gleichung der Fläche: 2 = f(x, y) 
gezogenen partiellen Differenzialquotienten bezeichnet. Hiemit wird die 
Gleichung der Ebene: 
Z=pXHtuY-+e. 
Da aber für X=x und Y”=y auch Z=z sein muss, so 'be- 
steht die Gleichung: 
z=pe +49 + 6, 


und man erhält durch Subtraction der beiden letzten Gleichungen : 


Z— ze=p(X— 2) +4lY — y) 
als Gleichung der berührenden Ebene, welche, wie man sieht, mit Gl. 
(3), $: 398, übereinstimmt. Man bemerkt zugleich, dass die Berührung 
der 1!°® Ordnung, von besonderen Fällen abgesehen, die höchste ist, 
welche zwischen einer Ebene und einer krummen Fläche stattfinden 
kann, da die Gleichung der Ebene nur drei constante Parameter ent- 
hält, über welche man verfügen kann. 


401. Betrachten wir noch die Berührungen, welche eine Kugel 
mit einer durch die Gleichung: 


= fo 9) (Ü) 
bestimmten krummen Fläche eingehen kann. Der Kürze wegen wollen 
wir uns für die aus dieser Gl. (1) gezogenen partiellen Differenzial- 
quotienten der folgenden, üblichen Bezeichnungen bedienen: 

dz dz d’z d’z d’z 


—_— =)», = =4; al, as) Se 


da? de dy 2 dy 





welche Grössen demnach als bekannt zu betrachten sind. Bezeichnen 
wir die Coordinaten des Mittelpunktes der Kugel mit «, %, y, den Halb 
messer mit o, so ist ihre Gleichung: 
++. (2) 
Soll nun diese Kugel die Fläche (1) im Punkte x, 9, z nach der 11°” 
Ordnung berühren, so wird erfordert, dass die Coordinaten dieses 
Punktes der Gl. (2) Genüge leisten und den aus dieser Gleichung ge- 
de ER: 
zogenen partiellen Differenzialquotienten = und 3, beziehungsweise mit 
ie dX AdY 
p und q einerlei Wertb ertheilen. Durch Differenziation der Gl. (2) 
erhalten wir nun: 


a—.+y—%) 


dg 


wu Bst, m 


dg 





ea Tat 














f Ham 5 


yo go 5 na er 


un 5 
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re in dz dz ; 
somit, wenn wir — =», — =g setzen: 
omit, wenn wir  —P, a7 q setzen 
e— + —- 2)2=0, P-y + — Dg—=d. (8) 


Die drei Gleichungen (2) und (3), in welchen x, %, 2 die Coordi- 
naten des Berührungspunktes bezeichnen , enthalten somit. die Be- 
dingungen einer Berührung 1'° Ordnung. Man findet aus denselben 
leicht: 











po 5 40 
On 5 = : un P Zul, = nn See, 
v®?+q@+1 V®?+r+1 
Q 





j 








Vv®?+@+1 ” 


und diese Formeln bestimmen die Coordinaten des Mittelpunktes der 
gesuchten Kugel, sobald der Halbmesser o bekannt ist. Da jedoch 
diese letztere Grösse an eine Bedingung weiter nicht gebunden ist, und 
daher nach Belieben angenommen werden darf, so gibt es unendlich 
viele Kugelflächen, welche mit der Fläche in dem gegebenen Punkte in 
einer Berührung der 1% Ordnung stehen. 

Die Mittelpunkte aller dieser Kugeln liegen in der dem Berüh- 
rungspunkte angehörigen Normale der Fläche. Man erkennt dies so- 
gleich aus den Glgn. (3), welche — wenn man «, f, y wegen der Unbe- 
stimmtheit von o als veränderliche Coordinaten betrachtet — mit den 
Gleichungen der Normale der Fläche im Punkte x, y, 2 [Gl. (2), $. 399] 
identisch sind. 


402. Da die Herstellung einer Berührung der 2% Ordnung zwi- 
schen zwei krummen Flächen die Erfüllung von 6 Bedingungsgleichungen 


‚erheischt, die Gleichung der Kugel aber nur vier constante Parameter 
enthält, über welche wir nach Belieben verfigen können, so ist es im 


Allgemeinen nicht möglich, zu einem gegebenen Punkte einer krummen 
Fläche eine Kugel zu construiren, welche die Fläche daselbst nach der 


‚alten Ordnung berührt. Es gibt also für einen bestimmten Punkt einer 


krummen Fläche im_ Allgemeinen keine Krümmungs- oder Osculations- 
Kugel, welche die Krümmungskreise sämmtlicher durch den Punkt auf 
der krummen Fläche gezogenen krummen Linien enthielte. 


Immerhin. aber kann man, da die Herstellung einer Berührung der 
4!" Ordnung zwischen der Fläche und der Kugel einen Parameter der 
letzteren, den Halbmesser o unbestimmt lässt, durch gehörige Wahl des- 
selben noch einer Bedingungsgleichung Genüge leisten. Wir wählen hie- 


zu die Gl. 5, $. 400: 


A ee) RT A N Tr Ta nal Bl EN Eee PO EA EIN. a ar X 




















RER ) ( des >) (le Per: ) 2% Ay 
——r 2 — —tJ)=Q$. ) 

& Nyon Ho’ NR ©. 
Hiedurch wird, wie man sicht, in dem Ausdrucke von mn IS. 400] die, 

Summe der Glieder 21° Ordnung zum Verschwinden gebracht, und so- 
mit allerdings eine Berührung 2% Ordnung zwischen Kugel und Fläche 


herbeigeführt, jedoch nur in der durch die Grösse = tg bestimm- 
ten Richtung. 














Differenzirt man nun die 1'° der Glgn. (m) nochmals nach x, ‚die Be 
2° nach %, so erhält man: 


d?z {de\? Be ar 
1) a 
| dee (de er 4%, 
ENT (2) = a Be: 


und wenn man die 1*° der Glgn. (m) nach y, oder die 2'° nach & 
differenzirt: : Be 
d’z de de fr 


Zr) a 


dedy d« dy 723 














Aus diesen drei Gleichungen findet man sofort mit Rücksicht auf 
‚die durch die Glgn. (m) dargebotenen Werthe der 1°" Differenzialquo- 

















tienten 2 und u Be 
d dy' ee 
dr (ty de are 
ee 









Substituirt man diese Werthe in die Gl. (5) und setzt, wie es die schon: 
oben aufgestellten Bedingungsgleichungen (3) erfordern: 







e— 3 =—2y—2, P-y=—ay-2), (6) Sg 


so erhält man zur Bestimmung von ya ,die Gleichung: 


en: + s)+u e& n)=9, 







Y—% Levege 
aus welcher: Be 
tern dl Er 

/ - 74+2ws + w? 
folgt. Werden endlich die durch die Gleichungen (6) und (7) bestimm- 
ten Werthe von @ — x, B—Y, y— 2 in die Gl. (2) der Kugel 
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'substituirt, so ergibt sich für den Halbmesser derselben folgender 


Ausdruck: 


1 +2? + 2pgw + (1 + g?)w?, 5 Re 
ren © 








Fassen wir nun die Bedeutung der soeben durch die Gleichungen 
(6), (7) und (8) bestimmten Berührungs-Kugel näher in’s Auge. 

Es sei (Fig. 30) M der gegebene Punkt (x, y, 2) der krummen 
Fläche, und 77’ eine die Fläche in diesem Punkte berührende Gerade, 
deren Projection UV auf die Ebene Fig. 30. 
der xy mit der Axe der x den Win- 
kel p = arc tgw einschliesse. Den- 
ken wir uns nun die durch die 
Glen. (6), (7) und (8) bestimmte, 
die Fläche im Punkte M berührende 
Kugel construirt, und durch die Tan- 
gente T’T’ eine auf die Ebene der 
xy senkrechte Ebene ZTT’UV ge- 
legt, so wird, vermöge der den ge- 
nannten Gleichungen zu Grunde lie- 
genden Bedingungen, diese Ebene die Fläche in einer krummen Linie 
A’B', die Kugel aber in einem Kreise «’b’ schneiden, welcher die Curve 








- A’B’ nach der 2t*" Ordnung berührt. 


Demzufolge ist der Kreis «’b’ der Krümmungskreis und dessen 
Halbmesser der Krümmungshalbmesser des durch die Ebene TV er- 


_ zeugten Schnittes A’B’ der krummen Fläche. Dieser Krümmungshalb- 
_ messer steht mit dem Halbmesser o der Kugel in einer einfachen Be- 


S 


ziehung. Es sei nämlich N der Mittelpunkt der Kugel, dessen Coordi- 
naten durch die Glgn. (6) und (7) bestimmt sind, so ist UN = 0, 


und ein aus N ‘auf die schneidende Ebene TV gefälltes Perpendikel 


NN’ trifft offenbar diese Ebene in dem Mittelpunkte N’ des Krümmungs- 
kreises ab’, so dass MN’ = r der gesuchte Krümmungshalbmesser ist. 
Bezeichnet man also den Winkel, welchen die beiden Halbmesser o 
und r einschliessen mit A, so hat man aus dem bei N’ rechtwinkeligen 
Dreiecke MNN': 


r— 0 cos. | (9) 


Der Halbmesser o der Berührungskugel .hängt,. wie aus Gl. (8) 


S 


erhellt, nur von der Lage des Punktes M auf der Fläche und der 


' Richtung der Tangente 77’ ab, nicht aber von dem Winkel A; zer 


bleibt demnach unverändert, wenn sich die schneidende Ebene TV um 


KAT RT > AAETENESET VoD NINE e > Go % 
a6 BEE a BR 5 
R ? Be ee 5 
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die Tangente 77” dreht. Setzt man daher A = 0, wodurch die Ebene: 
TV mit der Normalebene 7W zusammenfällt und der Schnitt A’B’ in 
den Normalschnitt AB [S. 399] übergeht, so folgt aus (9) | 

| 37 
woraus erhellt, dass der durch Gl. (S) bestimmte Halbmesser o 
der Krümmungshalbmesser des durch die Tangente 77T’ 
geführtem Normalschnittes der Fläche in dem Berüh- 
rungspunkte ist. 


Die Gl. (9) lässt sich nunmehr auch in folgender Weise aus- 
drücken: der Krümmungshalbmesser irgend eines schiefen 
Schnittes [$. 399] ist die Projection (auf die Ebene dieses 
Schnittes) des Krümmungshalbmessers des durch dieselbe 
Tangente geführten Normalschnittes. 


Auch kann man diesen merkwürdigen von Meusnier herrühren- 
den Lehrsatz in folgender Weise aussprechen: denkt man sich aus 
dem Punkte N der Normale (Fig. 30) mit dem Krümmungshalbmesser 
o— NM des durch irgend eine Tangente 77’ geführten Normal- 
schnittes die Berührungskugel construirt, so schneidet jede durch die 
Tangente ZT’ gelegte Ebene diese Kugel in einem Kreise, welcher 
der Krümmungskreis des durch dieselbe Ebene mit der Fläche erzeugten 
Schnittes ist. 


IH. Ueber die Krümmung der Flächen. x 


403. Die Krümmung irgend einer Fläche in einem gegebenen 
Punkte kann nicht — wie es bei Curven mittelst des Berührungs- 
kreises 2%" Ordnung geschieht — durch die Berührungskugel 2} Ord- 
nung an dem gegebenen. Punkte gemessen werden, weil eine solche 


Kugel, wie aus dem vorhergehenden $. bekannt ist, im Allgemeinen 


nicht existirt. Dies folgt übrigens schon aus dem Umstande, dass eine 
Kugel rings um einen Punkt nach allen Richtungen dieselbe Krümmung 
hat, was bei anderen Flächen im Allgemeinen nicht der Fall ist. 


Schneiden wir aber die Fläche mittelst einer durch den gegebenen 
Punkt x, _y, 2 gelegten Normalebene, so werden wir die Krümmung 
dieses Normalschnittes in dem gegebenen Punkte als die Krümmung 
der Fläche daselbst in der Richtung des Schnittes anzusehen haben, 
und durch Betrachtung einer Reihe von Normalschnitten zu einer 
klaren Vorstellung von der Krümmung der Fläche in diesem Punkte 
gelangen. | 








€ i 
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Bezeichnen wir, wie früher, mit & die trigonometrische Tangente 
des Winkels, welchen die Projection auf die xy-Ebene irgend einer 
durch den Punkt &, 9, 2 der Fläche gezogenen Tangente mit der Axe 
der x einschliesst, und legen wir durch diese Tangente eine Normal- 
ebene, so ist der Krümmungshalbmesser 0 des entsprechenden Normal- 
schnittes [G]. 8, 8. 402]: 

De 2200 NL 00 
Se ae ‚vr rar (1) 


Die Relationen zwischen den Krümmungshalbmessern der verschie- 








denen Normalschnitte sind offenbar unabhängig von der Lage des Coor- 
dinatensystems; nehmen wir daher, um die Untersuchung zu vereinfachen, 
die «y-Ebene parallel zu der die Fläche im Punkte x, %, 2 berühren- 
den Ebene, so wird für diesen Punkt, wie aus der Gleichung der Be- 
rührungsebene leicht erhellt, 9 = 0, q==0 und somit: 

1-+ w? 

NEE ADTE (2) 
rt 2ws + w*t 

wo nun «& die trigonometrische Tangente des Winkels ist, welchen die 
Ebene des Normalschnittes selbst mit der x2-Ebene einschliesst. Geben 
wir dieser Grösse successive verschiedene Werthe, d. h. drehen wir die 





schneidende Normalebene um die Normale, so ändert sich auch o oder 
die Krümmung des Schnittes; da aber dieselbe offenbar nicht bestän- 
dig zu oder abnehmen kann, so wollen wir zunächst diejenigen Werthe 
von & suchen, welche dem Krümmungshalbmesser einen grössten 
oder kleinsten Werth ertheilen. Setzen wir zu diesem Ende den 


aus (2) folgenden 1!" Differenzialquotienten : 


dor ler Bolt) =) 


dose es 0: 
der Nulle gleich, so erhalten wir die Gleichung: 


a Yv—it ER 
Deo el), (3) 
s 
» j 
welche für ® die beiden Werthe: 


t—r+ Ye — 1)? +48 








v, O5 : | 
iR 27 (4) 
Be Tre Vin 28 
para ET ER SELTEN 


darbietet, von welchen der erste einem Maximum, der zweite einem 
Minimum der Krümmung entspricht, wie man sich durch Betrachtung 
des 2ten Differenzialquotienten leicht überzeugt._ 
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Aus der quadratischen Form der Gl. (3) folgt zunächst, dass es 
unter allen durch einen gegebenen Punkt einer Fläche gelegten Nor- 
malschnitten nur zwei gibt, deren Krümmung beziehungsweise grösser 
oder kleiner ist, als jene aller übrigen; diese zwei Normalschnitte der 
erössten und kleinsten Krümmung werden Hauptschnitte genamnt. 

Es sind ©, und &, die Tangenten der Winkel, welche diese bei- 
den Hauptschnitte mit der xz-Ebene einschliessen, und vermöge der 
Gl. (3) ist ©,@0, = — 1, woraus man erkennt [$. 171, I. Bd.], dass 
die beiden Hauptschnitteauf einander senkrecht stehen. 
Es wird daher in einem jeden Punkte einer krummen Fiäche die Rich- 
tung der kleinsten Krümmung von jener der grössten Krümmung unter 
einem rechten Winkel geschnitten. 

Die Halbmesser dieser grössten und kleinsten Krümmung, die so- 
genannten Hauptkrümmungshalbmesser, ergeben sich " durch 
Substitution der Werthe von w, und wo, aus (4) in die Gl. (2), oder 
einfacher auf folgendem Wege. Schreiben wir die Gl. (2) in der Form: 


o(r +2ws + ot —=1-+ 02, 
und differenziren wir dieselbe nach o und w, indem wir, um die Be- 


do 


dingung des Maximums und Minimums einzuführen, et setzen, SO 
ke) 


erhalten wir: 
o(s + wt)=o, 
welche Gleichung mit & multiplieirt und von der vorhergehenden ab- 
gezogen, auf folgende: 
o(r + ws) —=1 
führt. Durch Elimination von w aus den beiden letzteren Gleichungen 
erhalten wir nun: 
er ort) +ı—6, (5) 
eine Gleichung, deren Wurzeln, welche wir im folgenden mit R, und R, 
bezeichnen wollen, der kleinste und grösste Werth des Krümmungshalb- 
messers sind. Man findet: 
Ve 
EN | 
a, +t:+ Ver BESTE 
EN a 








R 


(6) 








404. Da die Ebenen der beiden Hauptschnitte auf einander senk- 
recht stehen, so kann man dieselben als coordinirte Ebenen der xz 
und 92 annehmen; lassen wir also etwa die Ebene der xz mit jenem 
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> “ Hauptschnitte zusammenfallen, auf welchen sich &, und R, beziehen, 
 eowdo=0,,—=®», und da vermöge der @. (3) wo, + o, 

— — See ist, und die Grössen r und ?t im Allgemeinen nicht un- 


endlich sind, so muss für diese Lage des Coordinatensystems s = 0 

werden. Hiemit erhalten wir aus (6) für die Hauptkrümmungshalb- 
messer folgende Werthe: 

RR A, =... (7) 
Für irgend einen andern Normalschnitt, dessen Ebene mit jener der 
2x2 (R,) den Winkel «@ einschliesst, erhalten wir den Krümmungshalb- 
messer 0 aus (2), s— 0 setzend: 

FE, | 1 +1g0° 
i- | ST rt 





1 
oder, da 1 te &? — sec? —= — — ist: 
; EN: cos a? 


x — r c080? + sin, 
d. i. mit Rücksicht auf (7): 

— = cosa? + = sin «@?; (8) 
eine merkwürdige, von Euler herrührende Formel, mittelst welcher 
der Krümmungshalbmesser g irgend eines Normalschnittes leicht be- 
‚ rechnet werden kann, wenn man den Winkel «, welchen er mit einem 
‘der beiden Hauptschnitte einschliesst, und die Krümmungshalbmesser 

| ' dieser letzteren kennt. 

Be...  Bezeichnet man mit o’ den Krümmungshalbmesser jenes gegen die 
Ebene der zz um den Winkel « + 90° geneigten Normalschnittes, 
welcher auf dem soeben betrachteten, dessen Halbmesser o ist, senkrecht 
steht, so ist, zufolge der Gl. (8): 





3 1 1 
Bi - —,— — sina® + — c080°; 
A BE * 
Er aus der Verbindung dieser Gleichung mit jener (8), folgt: 
Be ie Ar aan 1 
Br: ee I 
a +,=; +2 (9) 


er: r 0 
Er S 
> und diese Gleichung zeigt, dass die Summe der Krümmungen 
_ je zweier aufeinander senkrechten Normalschnitte (d. i. 
_ Ihrer reciproken Krümmungshalbmesser) eine constante Grösse ist. “ 
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405. Die in den beiden vorbergehenden Paragraphen entwickelten 
Ausdrücke für die Richtung der grössten und kleinsten Krümmung 
und die Hauptkrümmungshalbmesser setzen eine bestimmte Lage des 
Coordinatensystems voraus; um hiefür allgemeine Ausdrücke zu er- 
halten, kehren wir zur Gl. (1) [$. 403] zurück. Entwickelt man den 


0 


d ; | 
Differenzialquotienten Io’ und setzt denselben gleich Null, so gelangt 
dev 


man zur Gleichung: 
we + re + er HN) r tet 
— [((1 +) s —- va] =0, (10) 
deren Wurzeln w, und w, die Richtungen der Hauptschnitte bestimmen. 
Schreibt man ferner die Gl. (1) in der Form: 


o(r +2ws +ot)=[1+P?’+ 2rgw + (1-4 4°) oJVpe tg +1, 
de 


differenzirt man dieselbe nach o und ®, und setzt ee D:, 250,2 er- 
dev : 





hält man: 
tea +i+N)olVr + +1, 


welche Gleichung mit © multiplieirt und von der vorhergehenden ab- 





gezogen, die folgende gibt: 
er +o)=[1+P:+ ro Vr + +1. 
Eliminirt man nun aus den zwei letzten Gleichungen ®, und 
schreibt wieder R statt o, so findet man: 


R*(rt — s®) — Rlt(L+p’) —2pgs + rli+ 0?) |Y®? +2 +1 
+22 0 any a 


eine Gleichung, deren Wurzeln die beiden Hauptkrümmungshalbmesser 
R, und R, sind. Hat man diese berechnet, so findet man mittelst der- 
Gl. (8) den Krümmungshalbmesser 0 jedes anderen Normalschnittes, 
weicher gegen den zu R, gehörigen Hauptschnitt unter dem Winkel « 
geneigt ist. 








Aus den beiden vorhergehenden Gleichungen folgt: 


sd NER DER nr (1 A )k— or (12) 

Cr 3 k-— ot os — pgk j 
wo der Kürze wegen Vp? +q?+1=% gesetzt ist. Substituirt man 
hier der Reihe nach R, und AR, statt o, so erhält man ebenfalls die 
Richtungen der Hauptschnitte, nämlich die Tangenten @,, @, der Winkel, 
unter welchen die Projektionen der Tangenten der Hauptschnitte auf 
die Ebene der xy die Axe der x schneiden. | 
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406. Aus der Gl. (11) folgt nach bekannten Sätzen aus der Theorie 
der algebraischen Gleichungen : | 
N Ele: 
RR #?+:+12%° 
1 1 (1 + 9°) — 2pgs + r(1 + 0°) 
BAUR“ ie 
& . I ee al 


Man erkennt hieraus, dass die beiden Hauptkrümmungshalbmesser 
R, und R, gleiches Zeichen haben, wenn rt — s® > 0; dasselbe Zei- 
chen kommt aber sodann vermöge der Gl. (8) den Krümmungshalb- 
messern sämmtlicher Normalschnitte zu, und die Fläche liegt daher in 








. 


der Gegend des betrachteten Punktes gänzlich über oder unter der 
Berührungsebene. Beim Ellipsoide, dem Hyperboloide mit zwei Hölungen 


und dem elliptischen Paraboloide findet diese Eigenschaft für jeden 


Punkt der Fläche statt. 


R, und R, sind von entgegengesetztem Vorzeichen, wenn rt — s? 


<0;-in diesem Falle gibt es daher Normalschnitte, welche über der 
‚Berührungsebene, andere welche unter derselben liegen, und die Krüm- 
‘ mung der Fläche ist in beiden Partieen eine entgegengesetzte. Lässt 


man 2. B. R, negativ sein, so verwandelt sich die Gl. (8) in: 


d 1 5 18 ee, 
= 520050, Fe ende 
0 5, 2 
e J R, ee 
setzt man hier o0—=», so wird ge —= + R’ wodurch zwei Rich- 
3; l 


tungen bestimmt werden, in welchen die Krümmung der Fläche (wegen 
0 =») Null ist, es sind dies jene Richtungen,‘ welche die auf ent- 


 gegengesetzten Seiten der Berührungsebene liegenden Flächentheile be- 


grenzen, und in welchen die Fläche von der Berührungsebene geschnit- 
ten wird. E 


Beispiele hierzu bieten das Hyperboloid mit einer Hölung und das 
hyperbolische Paraboloid und zwar in jedem Punkte der Fläche. 


Ist »? — s’— 0, so ist einer der beiden Hauptkrümmungshalb- 
messer unendlich gross, und somit die Krümmung der Fläche in dem 


_ zugehörigen Hauptsehnitte Null; dies tritt z. B. bei den Cylinder- und 


Kegelflächen, und überhaupt bei den sogenannten abwickelbaren 
Flächen ein, deren allgemeiner Charakter eben durch die Differenzial- 
gleichung 2'er Ordnung: rt — s?—= 0 ausgedrückt wird. 

Herr, Höh. Mathematik, II. 3. Aufl. “ ( 9, 


EN en 


a” 


# u a PL Die ler Sf Sn ie En Ne 5 Dr, 
“ Re Kr EN er DENT Me en, re 
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Die Hauptkrümmungshalbmesser sind der absoluten Grösse nach 


gleich, aber von entgegengesetzten Vorzeichen, wenn die Bedingungs- 
sleichung: 

1 + pP) — 2pgs + ri +g)=0 
erfüllt ist. 

Löst man endlich die Gl. (11) für R auf und setzt die Grösse 
unter dem Wurzelzeichen — 0, so erhält man die Gleichung: 
YAa+P)—2ps tritt? Art) HN) =0, 
als Bedingung, dass die Hauptkrümmungshalbmesser sowohl der Grösse 
als dem Zeichen nach gleich seien. 

Diese Gleichung lässt sich auf die Form: 


K Hp rd) 207 ce _ )| 


bringen (wo der Kürze wegen k”—=»p*" + g° + 1), und ist somit 
gleichbedeutend mit dem Systeme der zwei Gleichungen : 


pqr 7 5) p 
ee BES. 2\ — 13 
Mast) orte), (8) 


oder 
r s t 

1. ep? ng eg 1 
Ist aber AR, —= R,, so ist vermöge der Gl. ($) auhe=R=K, für 
jeden Werth von «&; d. h. ein solcher Punkt der Fläche hat die Eigen- 
schaft, dass alle durch denselben geführte Normalschnitte in diesem 
Punkte gleiche Krümmung besitzen. Man nennt dergleichen besondere 
Punkte der krummen Flächen Nabelpunkte und findet dieselben 





durch Verbindung der Gleichungen (13) oder (14) mit der Gleichung 


der Fläche. 


407. Zur Erläuterung der vorgetragenen Sätze wollen wir dieselben | 


auf das Ellipsoid: 

2 y? g? 

atrpram! 
anwenden und hiebei, was offenbar immer gestattet ist, a>b>e 
voraussetzen. Man findet durch Differenziation dieser Gleichung: 








c?% c’y | 
ESP N 
FE: e*(b2 — 92) eg Near 22) 
Arber | aehr ee „u2,.02b223 
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, wenn noch für 2? der aus der Glei- 
hung EL Fläche gezogene Werth eingeführt wird, nach gehöriger 
‚Reduction: 























| © ; | cay fa? — ec? 

N a eye ( SSR 

Br i 

fe An he fr B 4 2 2 

Se | FRYS EOS C 

Br re ler he el b? ) 

EN | 4 SEE ö ? 
re >: 2 Rap, C er, Dez ’ 
Tas or Paar Fe = 2 ER 2 2 nd? 2 FE 
a. + GL, Wesen) Me 026223 | Dr % D2 Ve | h Sara 


Die ‚Gleichungen (13) zur Bestimmung der Nabelpunkte werden 
somit: ; 
2 
Ant 
UY = Ö, und a an 2 = 
| a 





EI 


welehe die reellen Auflösungen : 


g darbieten; das Ellipsoid hat folglich vier Nabelpunkte, welche in einer 
durch seine grösste und kleinste Axe gelegten Ebene sich befinden. 
Denken wir uns in einem der Nabelpunkte eine Berührungsebene 





‚an das Ellipsoid gelegt, _ und bezeichnen den Neigungswinkel derselben 
gegen die xy-Ebene mit #, so ist — wenn wir beachten, dass dieser 
£% Winkel $ mit jenem übereinstimmt, unter welchem die Normale der 
R Axe der 2 begegnet — nach Gl. (1), $. 399, allgemein: 
& Pr 2 2 = 
: D2.lg * 
a In oder sind = ; : ER 
Ver 4a as Diego te a 
E somit, wenn wir Ar p? und g” die auf einen Nabelpunkt alaun 
e Werthe: | 






















000 — => 














einführen: 





"Hieraus folgt [vel. 8. 305, 1. ni dass die Berührungsebenen des Ellip- 

es in den vier Nabelpunkten parallel sind zu jenen Ebenen, welche 

das Ellipsoid in Kreisen schneiden. BR 

_ Bei dem Rotationsellipsoide fallen die Nabelpunkte mit den End SE 

unkten der Rotationsaxe zusammen, wie aus obigen Ausdrücken so- 8 

leich. erhellt, wenn man a —b setzt. 
En 














a 
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. Entwickeln wir noch die Ausdrücke der Hauptkrümmungshalb- 
messer für einen gegebenen Punkt eines abgeplatteten Rotationsellip- 
soids, dessen Umdrehungsaxe b mit der Axe. der 2, dessen Mittel- 


punkt mit dem Ursprunge zusammenfallen möge, und dessen Gleichung 


daher ist: 


22 y? a 
oa? an \ 








Da sämmtliche durch die Umdrehungsaxe geleste Ebenen die Fläche 
in congruenten Ellipsen (den Meridianen) schneiden, so können wir 
die Rechnung für einen Punkt führen, welcher in der Ebene der «z 
liegt. Hiedurch wird = 0, und wenn wir zugleich in obigen Aus- 
drücken der Differenzialquotienten «a statt, D und D statt ce. schreiben, 
so erhalten wir: 

b’x : b* DR 


Piz Hz, Bei Ba Zee t—= — 


a?z' a2 a?z’ 


durch Substitution dieser Werthe in die Gl. (11) ergibt sich, wenn 














u? — b? — e” gesetzt wird: 
2a: — e?x?) at — e?x? (at — .e?x*)” 
Bee 0) ee en 
+ a*b EB 15DR i 


eine Gleichung, deren Wurzeln: 


3 
(at — e222)? SR 
R, Er a*b ER R, ars | p 7 (m) 








die gesuchten Werthe der beiden Hauptkrümmungshalbmesser sind. In 
dem Ausdrucke von ZR, erkennt man den Krümmungshalbmesser des 


elliptischen Meridians [$. 375, 2], mit welchem, wie zu erwarten war 


und auch aus der Gl. 10, $. 405 leicht gefolgert werden kann, der eine 
2 er Bun 
Hauptschnitt zusammenfällt. Da — —=1 — —,.-—, 
s Zn 

echte Brüche sind, so ist immer R <R,, d. h. in jedem Punkte 
der Fläche ist die Krümmung in der Richtung des Meridians ein Maxi- 


mum, jene senkrecht auf den Meridian ein Minimum. 


BERN. a 
und ° , so wie -— 
a a 


Führt man statt der linearen Excentrieität die numerische & ein, 


indem "man setzt: er — a# = bare, undabr a Leg 


nehmen die obigen Ausdrücke, abgesehen vom Zeichen, folgende Form an: 


% [0 D 1 
1. (la? — e?x?)?\ 2 
RR, = FEN = - R, 2er 








2 eichung des in der Ebene der WE Tegenden Sltptischen Meridians 
Siatr, ber + a?z? = a?’b?; bezeichnet man nun den Neigungswinkel der 
R ‚Normale gegen die Axe der x oder die Ebene der « y mit Q, so hat 
WER a2: 

de b®x 

zieht man en den Werth von &°, indem man zugleich für 2 ? seinen 
aus. der Gleichung des Meridians foleenden YEAR, einsetzt, so findet 


go = — 


TE en a? cosp? 
mai. b2tgo: - 1-8 sing? 
Durch Substitution dieses Werthes von »? in die obigen Ausdrücke 
für R, und R, erhält man nach leichter Reduction: 








= ao. = 


05 — sin p Ser (Te sin pe)E- 








Diese Ausdrücke finden in der Geodäsie häufige Anwendung. Die Erde. 


hat die Gestalt eines durch Umdrehung einer Ellipse um ihre kleine 
Axe erzeugten Ellipsoids (Sphäroids), und obige Ausdrücke geben die 
beiden Hauptkrümmungshalbmesser (im Meridian und senkrecht auf 


5 s“ denselben) für einen Punkt des ERed> dessen geographische Breite 


oder. sur p ist. 


1 08.0 sin «&* 


oder, wenn man Bis Werthe von R, und R, substituirt: 


ET ae) 


(4 en cos? cos a? ya sin? 








BR. Es Salich M, M’ zwei unendlich nahe Punkte auf 


2 Die Gleichungen der durch. u gaführten Norinale aindı: 
z De Eat )=0-N 
a NN 





a a ei 
‘ e i 24 y ge s x er ken 
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jene der zweiten Normale gehen aus diesen hervor, wenn wir & + di 
y+dy, z+ de an die Stelle von x, y, 2 treten lassen, und haben 
daher die Form: N+ dAN=0 und N + dN = 0; erwägt man aber, 
dass zur Bestimmung des Durchschnittspunktes diese beiden Gleichungen 
mit den Glen. (m) [N =0, N —=0] zu verbinden sind, so erhellt 
sogleich, dass sich dieselben auf: dAN—=0 und dN —=O redueiren. 
Diese ergeben sich durch Differenziation der Glen. (m) nach x, y, 2 
und lauten demnach: 


de + pdz = ($ — z) dp 
dy + de = (S — 2) dg, 
oder, wenn man beachtet, dass vermöge der Bedeutung der Grössen 
92.905: 7.5.84:6.]9. 401]: Ei | 
dz = pd& + qdy, dp —=rde + sdy, dq = sd + ldy 
ist: 
(1 +») de + pady = (rdx + sy) (© — 2), in 
(1 + 9°) dy + pgde = (sdx + tdy) (£ — 2). 
Jene Werthe von 5, 7, [, welche den vier Gleichungen (m) und (») 
Genüge leisten, sind die gesuchten Coordinaten des Durchschnittspunk- 
tes. Da aber die Anzahl der Gleichungen jene der Unbekannten um 
die Einheit überschreitet, so erhellt sogleich, dass die beiden Normalen 
sich nur dann schneiden werden, wenn der Punkt M’ gegen M eine 
solche Lage hat, dass die durch Elimination von &,.n, © aus den Glei- 
chungen (m) und (») resultirende Bedingungsgleichung erfüllt ist. 
Indem die Gleichungen (n) die Grössen & und n nicht enthalten, 
so hat man nur { aus diesen Gleichungen zu eliminiren, um die er- 
wähnte Bedingungsgleichung zu erhalten. Man findet: 


(2) (1+4)s—p + (+) r—( +9 |_ 
— [(1 + 22) s — var] 


Durch diese Gleichung, in welcher 9, g, r, s, t nur von der Lage 
des Punktes M auf der Fläche abhängende, also gegebene Grössen be- 


> (2) 


dı } 
deuten, ist — wie man sieht — das Verhältniss as bestimmt; denkt 
de 


man sich das unendlich kleine Bogenstück 3/M’ auf die Ebene der xy 
projieirt, so ist 
dy 


et 
dx sr % 


die trigonometrische Tangente des Winkels, welchen die Projeetion mit 





£ > 
Bali BA na Zn 0 Bun Ka en 7 u 
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der Axe der x einschliesst, und die Gl. (p) bestimmt demnach die 
Richtung, in welcher man von NM aus auf der Fläche fortgehen muss, 
um zu einem unendlich nahe liegenden Punkte zu gelangen, dessen 
Normale jene zum Punkte A7 gehörige schneidet. 

Da die Gleichung (p) vom 2*e" Grade ist, so gibt es für jeden 
Punkt der Fläche zwei mit dieser Eigenschaft versehene Richtungen, 
welche, wie aus der Identität der Gl. (p) mit der Gl. (10) [S. 405] 
unmittelbar folgt, mit den Richtungen der grössten und kleinsten Krüm- 
mung zusammenfallen, und demnach so wie diese auf einander senk- 
recht stehen. 


Man kann also von irgend einem Punkte M aus in zwei aufein- 
ander senkrechten Richtungen zu zwei benachbarten Punkten gelangen, 
welche der Bedingung Genüge leisten, dass ihre Normalen mit jener 
des Punktes M in einer Ebene liegen und folglich dieselbe schneiden. 


Geht man nun von M aus etwa in der Richtung der grössten 
Krümmung zu dem benachbarten Punkte M’ über, dessen Normale 
jene des Punktes M schneidet; von M’ abermals zu dem nächsten 
dieser Bedingung Genüge leistenden Punkte u. s. w., so erhält man auf 
der Fläche eine stetige Reihe von Punkten, welche eine Curve bilden, 
die den Namen Krümmungslinie führt. Da man in gleicher Weise 
von M ausgehend in der Richtung der kleinsten Krümmung fortschrei- 
ten kann, so gibt es im Allgemeinen für jeden Punkt einer Fläche 
zwei Krümmungslinien, welche sich daselbst unter einem rechten Winkel 
begegnen. Menkt man sich sämmtliche Krümmungslinien auf der Fläche 
verzeichnet, so entstehen zwei Systeme von Zonen, durch welche die 
Fläche in unendlich kleine, krummlinige, vierseitige und rechtwinkelige 
Figuren getheilt wird. 

Die Gl. (p) ist‘ nichts anderes als die Differenzialgleichung der 
Projection der Krümmungslinie auf die Ebene der xy, aus welcher man, 
sobald die Gleichung der krummen Fläche selbst gegeben ist, die Glei- 
chung der Projection in endlicher Form durch Integration findet. 


Im Allgemeinen sind die Krümmungslinien Curven von doppelter 
Krümmung, und nur bei einzelnen Gattungen von Flächen erscheinen 
dieselben als ebene Curven. So z. B. bei den Rotationsflächen, deren 
Meridiane und Parallelen die beiden Systeme von Krümmungslinien 
bilden. Denn einerseits liegen sämmtliche Normalen, die zu Punkten 
eines und desselben Meridians gehören, in der Ebene dieses Meridians 
und müssen sich demnach nothwendig schneiden; anderseits begegnen 
die Normalen, welche zu Punkten desselben Parallels gehören, der 
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Rotationsaxe in einem und demselben Punkte, und schneiden sich dem- 
nach ebenfalls. Bei den Cylinderflächen sind die geraden Erzeugungs- 


linien und die darauf senkrechten ebenen Schnitte die Krümmungs- 
linien. 


409. Unter denjenigen Curven, welche auf einer krummen Fläche 
nach bestimmten Gesetzen construirt werden können, verdienen ihrer 
praktischen Anwendung wegen die Niveaulinien und die Linien 
des stärksten Falles noch eine besondere Erwähnung. 

Niveaulinien nennt man jene Curven, in welchen eine krumme 
Fläche von horizontalen Ebenen geschnitten wird. Lässt man daher die 
Ebene der xy horizontal sein, so stellt das System der Gleichungen 

Eier eh, a 
irgend eine Niveaulinie dar; durch Elimination von 2 erhält man F (x, y, y) 
—() als Gleichung der Projection der Niveaulinie auf die Ebene der xy. 

Differenzirt man das obige System von Gleichungen , so kommt 

dz = pdx + gdy, und de — 0, es ist daher | 


pde + qdy = 0 = (1) 


die gemeinschaftliche Differenzialgleichung der Projeetionen der Niveau- 


linien auf die xy-Ebene. Die Ditferenzialquotienten p und q werden, wenn 
die Gleichung der Fläche in der Form F(x, y, 2) = 0 gegeben ist, 
gewöhnlich noch die Grösse z enthalten, welche mit Hilfe der Gleichung 
der Fläche zu eliminiren ist.‘ 

Unter Linien des grössten Falles versteht man jene auf 
einer Fläche verzeichneten Curven, deren Neigung gegen die (horizontale) 


Ebene der xy in jedem ihrer Punkte grösser ist, als die aller anderen 


durch. diesen Punkt auf der Fläche gezogenen Curven. Geht man von 
irgend einem Punkte M(x, y, 2) der Fläche zu einem benachbarten 
M(e + de, y+dyz:-+ dz) über, so steigt man in verticaler Rich- 
tung um die Höhe dz auf oder ab, während man sich in horizontaler 
Richtung um das Stück Vax? + dy? fortbewegt; die Grösse - 


dz  pde+gdy pP +ay 


Var’ Hay: Var: Hay:  Vır9®, 


‚drückt demnach die trigonometrisch6e Tangente des Neigungswinkels 


des beschriebenen Bogenelementes MM’ gegen den Horizont aus; dieser 


22. 
Ausdruck ändert sich mit der willkürlichen Grösse y' — =. ‚. welche 
dx | 


die Rich{ung des Elementes MM’ angibt, und wird daher für irgend 






De an 
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einen Werth von y ein Maximum erreichen. Man findet diesen Werth 
ST zy =, und diese Gleichung, oder 
DER » 


de — pdy = 0 (2) 
R ist demnach die gemeinschaftliche Differenzialgleichung der Projectionen 
der Linien des stärksten Falles auf die Ebene der xy. 

Aus der Vergleichung der Gleichungen (1) und (2) erhellt, dass 
die Niveaulinien und die Linien des stärksten Falles sich senkrecht 
durchschneiden. 


IV. Erzeugung der Flächen, Von den einhüllenden und 
; abwickelbaren Flächen. 


; 410. Wir haben schon in $. 275 u. f. f. die Erzeugung von 
"Flächen durch, nach bestimmten Gesetzen erfolgende Bewegung von 
Curven betrachtet, und insbesondere die cylindrischen und eonischen 
Flächen, die Rotations- und windschiefen Flächen ausführlicher erörtert. 
„Diese Betrachtungen führen in ihrem weiteren Verfolge zu sehr allge- 
meinen Ergebnissen über die Natur der Flächen; wir wollen uns im 
Folgenden mit einigen der wesentlichsten noch in Kürze beschäftigen 
“ 2 _ und zunächst über die oben erwähnten Flächen - Familien noch einige 
Bemerkungen folgen lassen. | 





Sr 1 ‚Die Gleichung einer Cylinderfläche, deren Erzeugende zur 
Geraden 2 —= az, y = bz parallel sind, ist bekanntlich [$. 277]: 


m An (1) 





* 


 . Differenzirt man diese Gleichung partiell in Bezug auf x und y, 
BR: so erhält man |[$. 335] durch Elimination der willkürlichen Funktion 
SR "als 1te Differenzialgleichung der Cylinderflächen : 
be: N. dz de se 
ee a ee (2) 
en 5 AR AUS: DE 


welche Gleichung ausdrückt, dass sämmtliche Berührungsebenen zu einer 
festen Geraden: £—= az, y== bz parallel sind. In der That ist 


diz ir | 


| dz 
= de 


die Gleichung der Berührungsebene [S. en und die Bedingung, dass 
‚diese zur festen Geraden x — ae, y=bz parallel sei, wird bekannt- _ 


lich 161. 2) $. 261] durch die Gleichung 





# * gr 2 FR. N 
N ka 5 RER 
EN ne 
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Wenn die eylindrische Fläche eine durch die Gleichung U—0 
gegebene Fläche berühren soll, wie dies 2. B. bei dem Probleme der 
Schatten der Fall ist, wenn der leuchtende Punkt unendlich weit ent- 
feınt ist, so ziehe man aus der Gleichung U —= 0 die Werthe von 
dz dz 
FR und 2 
durch eine Gleichung V —= 0, welche in Verbindung mit UV —= 0 der 
Berührungslinie des Cylinders und der Fläche U= 0 angehört, und 
demnach als Leitlinie gewählt werden kann. 

Es sei 2. B. die gegebene Fläche ein Ellipsoid, dessen Gleichung : 


und substituire sie in die Gleichung (2); man erhält da- 


a 
62 
@ 
die erzeugende Gerade möge zur Ebene der yz parallel sein, so sind 
ihre Gleichungen in irgend einer ihrer Lagen: 


2 2 
I entgprt — 10; N (m) 





=, y—be-+g(e). (n) 

lz BEENE % | 

Aus (m) erhält man Re Er == Eh welche Wer- 
da Are Qy 22 


the in (2) substituirt, wegen « = 0, die Gleichung 
bO’y 
B?’z 
darbieten. Die Glgn. (m) und (p) sind sofort die Gleichungen der Be- 
rührungslinie, welche als Leitlinie dient. Eliminirt man demnach aus 
den vier Gleichungen (m), (rn) und (p) die Grössen x, y, 2, so er- 
hält man: 


V = 





A’p(a)? + (a? — 4?) (b?C? + BY) —=0, 
und hieraus durch Wiederherstellung der Werthe @&—x, p(«)—=y—- bz 
die gesuchte Gleichung des das Ellipsoid berührenden Cylinders: 
A:(y — be)? + (0? — 4%) (2? + BY) — 0. 
Die allgemeine Gleichung einer Kegelfläche, deren Mittelpunkte 
die Coordinaten a, £, y entsprechen, ist [$: 279]: 








et 2 


differenzirt man diese Gleichung partiell sowohl nach x, z, als auch 
nach y, z und eliminirt aus den so gewonnenen zwei Gleichungen die 
willkürliche Funktion, so erhält man [$. 335] als 1'° Differenzialglei- 
chung der Kegelflächen: 


de 90% 
VD ee _—— — Eumnan ? 4 
2—- Y=(a — oe) TE + (y — Pf) Fa N 


+1l=0 (») 











SEN 


N nt BEE IB 


[5 
= 





re 
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Diese Gleichung ist, sobald wir «, £, y als laufende Coordinaten 

betrachten, die Gl. der Berührungsebene im Punkte &, y. 2 der Fläche 

und drückt demnach aus, dass alle Berührungsebenen einer Kegeltläche 
durch einen festen Punkt, den Mittelpunkt oder Scheitel gehen. 


Die Aufgabe, die Gleichung des eine gegebene Fläche U = 0 
berührenden Kegels zu finden, dessen Scheitel in einem gegebenen 
Punkte S liegt, wird auf ähnliche Weise wie bei den Cylindern auf- 
gelöst. Durch Substitution der aus der Gl. U—= OÖ gezogenen Werthe 
von = und nr in die Differenzialgleichung (4) der Kegelflächen ergibt 
sich eine Gleichung V = 0, welche in Verbindung mit der Gl. U=0 
der Berührungslinie angehört. Diese kann nunmehr als Leitlinie der 
gesuchten Kegelfläche betrachtet werden, wonach die Ableitung der 
Gleichung der letzteren nach dem in 8. 276 und 279 angegebenen 
Verfahren keiner Schwierigkeit unterliegt. Ist S ein leuchtender Punkt, 
so bildet die Berührungslinie (U =0, V=0) die Grenze zwischen 
dem beleuchteten und unbeleuchteten Theile der Fläche U=0, 


Als allgemeine Gleichung der Rotationsflächen haben wir 
in. 282: | 
(— 2, + (v— 9) + (2 — 2,” >=fl@ cosa-+ycosß + 2 cosy) 


erhalten, wo &,, Y,, 2, die Coordinaten eines Punktes der Rotations- 
axe, &, A, y deren Neigungswinkel gegen die Coordinatenaxen bedeuten. 


Differenzirt man diese Gleichung partiell nach x, z und nach y, 2, 
so erhält man, wenn Kürze halber die Funktion f” (x cos@e+y cos ß+2z cos) 
mit f” bezeichnet wird: 


7 


dg £ 


an) +20) —r (sa + or), 


de dx 





sn dz 3 ; dz 
2(y —y,) +2 — 2,) 26 — in (60:3 + cosy n) 


eliminirt man aus beiden Gleichungen die willkürliche Funktion f’, so 
hat man als 1° Differenzialgleichung der Rotationsflächen: 


I .d 
((y— y,) c0osy — (2— 2,) cos P] u [(e— x,) c0sy— (2—2,) cosa] 2, 
— (2 — 29) cosß — (y— Y,) cosa. (5) 
Diese Gleichung spricht die den Rotationsflächen eigenthümliche all- 
gemeine Eigenschaft aus, dass ihre Normallinien durch eine und dieselbe 


Gerade, die Rotationsaxe, gehen. Denn die Gleichungen der Rotations- 
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axe sind, wenn &, 7, © die laufenden Coordinaten bedeuten: 
x cos « (€ cos ß (£ (6) 
E— 0 = — (6 —2 n— = — 2,); 
5 rag N cos y VE 


jene der Normale im Punkte &, %, z einer krummen Fläche: 
E—- EHEN SONS IL ee 
- sucht man durch Elimination von &, n, & aus diesen vier Gleichungen 
die Bedingungsgleichung, welche ausdrückt, dass die Gerade (6) von 
der Normale geschnitten wird, so kommt die Gl. (5) zum Vorschein. 


Von den einhüllenden Flächen. 


411. Es sei 
Dr ur, AU (1) 
die Gleichung einer Fläche, und « ein in derselben vorkommender 
Parameter, von welchem die Lage der Fläche gegen das Coordinaten- 
system und die Dimensionen derselben abhängen. Denken wir uns 
nun der Grösse «@ stufenweise sämmtliche Werthe beigelegt, deren sie 
fähig ist, so entsteht aus der Gl. (1) eine Reihe von Flächen, deren 
jede im Allgemeinen die nächstfolgende in einer Curve schneiden wird, 
und diese Durchschnittscurven werden in ihrer stetigen Aufeinander- 
folge eine neue Fläche bilden, welche die einhüllende Fläche 
oder Einhüllungsfläche der durch Variation von @ aus (1) ent- 
stehenden Flächen genannt wird, welche letztere beziehungsweise die 
eingehüllten Flächen heissen. 
Auf dem in $. 380 betretenen Wege findet man auch hier, dass 
die beiden Gleichungen : | 
DO und BEER, (2) 
de 
für alle jene Punkte gelten, welche zwei unmittelbar aufeinanderfol- 
genden Lagen der Fläche (1) gemeinschaftlich angehören und somit 
die Gleichungen einer der oben erwähnten Durchsehnittseurven sind, | 
deren Position durch die in den Glgn. (2) noch erscheinende Grösse « | 
bestimmt wird. Eliminirt man aber aus den Glgn. (2) diese Grösse, so R 
erhält man eine neue Gleichung zwischen x, y, 2, welcher offenbar die = 
Coordinaten aller Punkte einer jeden Durchschnittscurve Genüge leisten, 
und welche demzufolge die Gleichung des geometrischen Ortes sämmt- - 
licher Durchschnittscurven, d. i. der einhüllenden Fläche sein muss. s 
Die durch die Gl. (2) ausgedrückte Curve, in welcher sich zwi 
unendlich nahe aufeinanderfolgende eingehüllte Flächen schneiden, führt | 
den Namen Charakteristik der einhüllenden Fläche. 
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Die einhüllende Fläche berührt sämmtliche eingehüllte Flächen, 
und zwar bildet jede Charakteristik die gemeinschaftliche Berührungs- 
linie der einhüllenden Fläche und jener zwei eingehüllten, deren Durch- 
schnitt sie ist. Denn die Gleichung der Ebene, welche eine der ein- 
gehüllten Flächen (1) im Punkte x, y, 2 berührt, ist: 


IU dU 


= 


Da ferner die Gl. der einhüllenden Fläche keine andere ist, als 
die Gl. (1), wenn man in derselben für «@ seinen aus der Gleichung 


dU | 

RE O0 folgenden Werth, in Funktion von x, Y, 2, gesetzt denkt, so 

kann die Gleichung der Berührungsebene der einhüllenden Fläche auf 
die Form 


Se (& > Br dU 2)  y) 


de‘, de dv dy | da dy 


2 2 dU ) Be 


de ' da de 
| \ dU 
gebracht werden, welche jedoch vermöge der Gl. Bra 0 von der vor- 
> 3 do 


ee... hergehenden nicht verschieden ist. Hieraus folgt, dass, in jedem auf 
| irgend einer Charakteristik liegenden Punkte, der einhüllenden Fläche 
dieselbe Berührungsebene zukommt, wie der dieser Charakteristik ent- 
sprechenden eingehüllten Fläche, wodurch die obige Behauptung ge- 
rechtfertiget ist. 

Ertheilt man in den’Glgn. (2) der Charakteristik der Grösse «@ 
einen bestimmten Werth (wodurch die Lage dieser Curve im Raume 
bestimmt wird), und lässt man sodann diese Grösse in « + da über- 


E Be - ‚gehen, so werden die zwei neuen Gleichungen: 
ER Br -dU SUN dB 
Br: Ut—_ dd, — + —de=D0, 
e: SR as da or ‚da 3% dee ° 
welche vermöge der Glen. (2) die Form: 
m d del 
AUT m, 
.da da“ 


-annehmen, der nächstfolgenden Charakteristik angehören. "Beide Curven 
werden sich im Allgemeinen in einem oder mehreren Punkten schneiden, 
deren Coordinaten sich durch Verbindung der beiden letzten Gleichungen 


= mit jenen (2) ergeben werden. 
E. Da die Gl. = O0 beiden Systemen gemeinschaftlich ist, so hat 
a 





20) 


man die drei Gleichungen: 


U — () N Be ) | (3 
3 22. dd 2 da? En (3) 


mittelst welcher man für jede einzelne Charakteristik, d. i. für jeden 
einzelnen Werth von «, die Coordinaten ihres Durechsehnittspunktes mit 
der nächstfolgenden bestimmen kann. 

Die so eben betrachteten Durchsehnittspunkte je zweier nächster 
Charakteristiken bilden in ihrer stetigen Aufeinanderfolge eine auf der 
einhüllenden Fläche liegende krumme Linie, welche den Namen Wen- 
dungseurve führt und, wie man leicht sieht, von den aufeinander- 
folgenden Charakteristiken berührt wird. Die Gleichungen derselben 


ergeben sich offenbar, wenn man aus den Glen. (3) die Grösse «@- 


eliminirt. 

In den meisten Fällen wird die Gleichung der eingehüllten Fläche, 
U — 0, mehrere Parameter enthalten, welche als sich eleichzeitig ver- 
ändernd angenommen werden. In diesem Falle wird man nur einen 
dieser Parameter als unabhängig sich verändernd, die übrigen aber 
als Funktionen desselben zu betrachten haben, weil im Gegenfalle, 
wenn zwischen den gleichzeitigen Aenderungen dieser Parameter keine 
bestimmte Beziehung stattfinden würde, auch das Gesetz der Bewegung 
der eingehüllten Fläche, und folglich die Einhüllungsfläche selbst unbe- 
stimmt bliebe. 


412. Zur Erläuterung dieser BT mögen folgende Bei- 
spiele dienen. 


I. In der Ebene der xy sei eine Curve y —=p(x) verzeichnet, auf 
welcher sich der Mittelpunkt einer Kugel vom Halbmesser r bewege; 
man suche die einhüllende Fläche aller dieser Kugeln. 

Bezeichnet man bei irgend einer bestimmten Lage der Kugel dei 
Abstand ihres Mittelpunktes von- der Ebene Der yz mit a, so ist die 
Gleichung dieser Fläche: 

U—=(2 — 0)? + W— oe) +2? r2—0; (1) 
durch zweimalige Differenziation dieser Gleichung in Bezug auf « er- 
hält man, wenn Kürze halber 


Ir i 
a —g'(e) und a — p’(a) gesetzt wird: 
daU ; 
=r-a+W- glg) 0 
dB 2 
u Re p( )] p ( )— Ip (@) 


ie a ED 4 N ann 4 GER VE NEE FE SE 


wi we 
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Die Gleichungen (1) und (2) zusammengenommen gehören der Cha- 
rakteristik der einhüllenden Fläche an; die Gleichung dieser Fläche 
selbst ergibt sich, indem man («) aus (1) und (2) eliminirt. 

Die Gleichungen (1), (2) und (3) zusammengenommen gehören dem 
Durchsehnittspunkte zweier nächsten Charakteristiken an, und wenn man 
aus diesen drei Gleichungen « eliminivt, so hat man die Gleichungen 
der Wendungscurve. 

Es sei z. B. die feste Curve, auf welcher sich der Mittelpunkt der 
Kugel bewegt, ein Kreis vom Halbmesser A, also 


yyl@a) —VRiZ 2) 














so ist: 
[04 1 a2 
BO). — ——, (e)= ———— ; 
een, ea 
hiemit werden die obigen drei Gleichungen: 
were rg Kr2ce + 2? Fo, | 
Gus- zVR? — 0 ze (m) 
ua Ch | 


Eliminirt man «& aus den zwei ersten Gleichungen, so erhält man: 


Vet —=R+V® 2, 
als Gleichung der gesuchten einhüllenden ringförmigen Fläche. 
Die eben genannten Gleichungen gehören zusammengenommen der 
Charakteristik an, welche, wie man sieht, eine ebene Curve ist, da 
vermöge der 2!" Gleichung ihre Projection auf die Ebene der xy eine 


_ durch den Ursprung gehende Gerade ist. Diese Curve liegt also in 


einer auf die Ebene der xy senkrechten durch. die Axe der 2 gehen- 
den Ebene, deren Knotenlinie in der «y-Ebene mit der Axe der x einen 


VRr— a a 


oder cosu —= — 
a& dar 





Winkel « einschliesst, für welchen tgu — 


ist. Setzt man den aus der 2te" Gleichung folgenden Werth von y in 
die erste, so hat man 


2 
(x ar es E= Ar 
' 


: - ‚ x u ß 
welche Gleichung sich, wenn man 2 =x cosud — R setzt, in 
(«’ RP —r 
verwandelt. Die Charakteristik ist daher ein auf der Ebene der xy senk- 


recht stehender Kreis vom Halbmesser r, dessen Mittelpunkt vom An- 
fangspunkte der Coordinaten um die Grösse R absteht. 
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Die ‘drei Gleichungen (m) gehören der Wendungscurve an; ver- 


möge der 3t, y„— 0, folgt aus der 2}: 2 —0, mit welchen Wer-. 
‘then sich die 1°° Gleichung in folgende verwandelt: 
2—=:+ Vr?22.R% 

Die Wendungscurve ist demnach imaginär, d. h. je zwei nächste Cha- 
rakteristiken schneiden .sich nicht, wenn r < R; sie reducirt sich auf 
zwei Punkte in der Axe der 2, wenn r > ER, endlich auf einen Punkt, 
den Ursprung, wenn r — R; welche Resultate mit der obigen Bemer- 
kung, dass die Ebenen der Charakteristiken sämmtlich durch die Axe 
der z gehen, vollkommen im Einklange stehen. 

So lange die Form der in der Gleichung der gegebenen Fläche 
vorkommenden willkürlichen Funktionen unbestimmt bleibt, kann man 
die angedeuteten Eliminationen in der Regel nicht wirklich ausführen, 
sondern nur eine Differenzialgleichung der Einhüllungsfläche bilden. Zu 
diesem Zwecke differenzire man die Gl. (1) nacheinander in Bezug auf 
x und y, wobei « als constant zu betrachten ist; denn man sieht leicht, 
dass alle Glieder, welche aus der Veränderung von «, sowohl in- Be- 
zug auf x, als nach %, entspringen, kraft der Gl. (2) verschwinden. 
Man findet: 

s— a + —=0,;, y-9le) + ae —0, 
also EN Vito) nee 


und durch Substitution dieser Resultate in die Gl. (1) ergibt sich 
22(p? + g* u 1) a y? 


als Differenzialgleichung der Einhüllungsfliche sämmtlicher Kugeln. Sie 
drückt, ‘wie man leicht findet, die Eigenschaft aus, dass das zwischen 
der Fläche und der Ebene der xy enthaltene Stück der Normale für 
jeden Punkt der Fläche eine constante Grösse (= r) ist, wie voraus- 
zusehen war. | 

Das hier eingeschlagene Verfahren beruht überhaupt auf der Be- 
merkung, dass die ursprüngliche, auf jede der eingehüllten Flächen sich 
beziehende Gleichung: 


RR ZERR p(e), v(e).. N=0 


auch der einhüllenden Fläche angehört, wenn »man nur nebst x, 9, 2, 
auch «& als veränderlich betrachtet, und beachtet, dass für letztere 


EECEIEN | 
Fläche n — 0 ist. Die unter dieser Voraussetzung durch Differenzia- 
da | 

tion nach x und y aus f = 0 gewonnenen Differenzialgleichungen wer- 


den daher ebenfalls der einhüllenden Fläche angehören, ebenso wie 
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jede Verbindung dieser Gleichungen, die man — zum Behufe der Elimi- 
_ nation von @ und der willkürlichen Funktionen — bilden mag, wobei 
man, wenn die Anzahl der wegzuschaffenden Grössen beträchtlicher 
wird, zu den höheren Differenzialien seine Zuflucht nehmen muss. 


II. Eine Ebene bewege sich dergestalt, dass sie zu einer gegebenen 
Geraden, £=az, 9==bz beständig parallel bleibe. Man suche die 
Gleichung der einhüllenden Fläche, welche von der gegebenen Ebene 
in allen ihren Lagen beständig berührt wird. 


Wählen wir für die Gl. der Ebene die Form: Ax + By + 0z 
—+1==0, so wird die Bedingung, dass die Ebene zur Geraden = az, 
y— bz parallel sei, durch die Relation: Au + BB+CÜ=O0 ausge- 
drückt, mittelst welcher die Gleichung der Ebene die Form: 29 — 42) 
+ B(y — bz) +1 = 0 annimmt. Setzen wir nun B=@(A), so ist 
die Gleichung der eingehüllten Ebene in irgend einer ihrer Lagen: 


A(® — az) + p(A )Yy —.b) H1=0. (n) 


Durch Be aanon derselben nach A erkialten wir: 


:— a2 + YA) —be)—0, smit YA)=— 


diese Gleichung, nach A aufgelöst, führt zu einem Resultate von der 


Form A—=w ( = welcher Werth in die Gleichung (») substituirt, 
ya 


eurem +ri=: 


gibt. Bringt man diese Gleichung auf die Form: 


eye) toly ( ven =\|-- RS 
u a er al Are a 











; x — a2 

und denkt sich dieselbe nach der Grösse ee aufgelöst, so wird 
. Yy en 

man ein Resultat von der Form ——— — F(y — bz), oder x — az 
2 Yy —_— BY 


—= (y — be) F(y — be), d. i 
| x — a2 — f(y — be) 
erhalten. Dies ist die gesuchte Gleichung der einhüllenden Fläche, 


welche somit eine Cylinderfläche sein wird, wie im Voraus zu erwar- 
ten war. 


Auf ähnliche Weise gelangt man zur allgemeinen Gleichung der 


eomischen Flächen, wenn man die Umhüllungsfläche einer Ebene sucht, 





welche bei ihrer Bewegung beständig durch einen festen Punkt geht. 
Herr, Höh. Mathematik, II. 3. Aufl. 13 





+ re A RT? a nn 
+7 RE ae A ER 


ne 
= 


+ 


194 | ÄRERE r 


Von den developpablen Flächen. 


413. Developpable oder abwickelbare Flächen heissen 
diejenigen, welche durch die Bewegung einer Geraden entstehen, deren 
je zwei nächste Positionen immer in einer Ebene liegen. 


Diese Flächen können daher als aus ebenen Elementen von un- 
bestimmter Länge und unendlich kleiner Breite bestehend betrachtet 
werden, welche sich in geraden Linien (den erzeugenden Geraden) 
schneiden. Dreht man das erste dieser Elemente um seine gerade 
Durchschnittslinie mit dem zweiten, bis es in die Ebene des letzteren 
zu liegen kommt; dreht man ferner das System der beiden ersten 
Elemente um die Durchschnittslinien mit dem dritten, bis es in die 
Ebene dieses dritten fällt u. s. w., so werden nach und nach sämmt- 
liche Elemente der krummen Fläche, also die ganze developpable Flä- 


che selbst, in eine Ebene zu liegen kommen; und von dieser charak- 


teristischen Eigenschaft, sich ohne Falten und Risse in eine Ebene 


ausbreiten (abwickeln, developpiren) zu lassen, haben die in Rede ste- 
henden Flächen den Namen. 


Man kann übrigens die developpablen Flächen noch auf mehrfache 
Weise erzeugt sich vorstellen. Lässt man eine Ebene nach irgend einem 
Gesetze sich bewegen, so ist die einhüllende Fläche, welche von der 
Ebene in allen Lagen derselben berührt wird, nothwendig eine deve- 
loppable Fläche. Denn die einhüllende Fläche ist bekanntlich nichts 
anderes als die stetige Folge der geraden Durchschnittslinien, in welchen 
sich die aufeinanderfolgenden Positionen der beweglichen Ebene be- 
gegnen, und von diesen Durchschnittslinien liegen je zwei nächste 
offenbar immer in einer Ebene. Hieraus erhellt, dass jede developpable 
Fläche als die Einhüllungsfläche einer nach irgend einem gegebenen 
(Gesetze sich bewegenden Ebene angesehen werden kann, so wie dass 
die Charakteristik einer developpablen Fläche eine gerade Linie sein 
muss. | | 


Da endlich je zwei nächste Charakteristiken auf derselben ein- 
sehüllten Fläche, also in einer Ebene, liegen, so werden sich die- 
selben — wenn sie nicht parallel sind — in einem Punkte schneiden, 
und die stetige Folge dieser Durchschnittspunkte bildet eine auf der 
developpablen Fläche liegende Wendungscurve, welche von der 
Charakteristik (oder der erzeugenden Geraden) in allen Positionen 
derselben berührt wird. Hieraus folgt, dass man eine developpable 





















Fläche auch dureh die Bewegung einer Geraden erzeugt denken kann, 


welche eine gegebene Curve von doppelter Krümmung beständig be- 
ehrt. n. 


414. Es hat keine Schwierigkeit, auf Grund der einen oder ande- 
ren Erzeugungsart der developpablen Flächen Gleichungen für dieselben 
abzuleiten. Betrachten wir dieselbe als einhüllende Flächen einer nach 
einem bestimmten Gesetze sich bewegenden Ebene und sei 
| nn z=a+tx.gple)+y.W(e) (1) 
die Gleichung der letzteren, in welcher « einen willkürlichen Parameter 
bezeichnet, p und ı aber Funktionen desselben sind, durch deren Form 
das Gesetz der Bewegung ausgedrückt wird. 

Differenzirt man die Gl. (1) zweimal in Bezug auf «@, so kommt; 


1 + 29 (0) + (e) = 0, (2) 
2" (0) + yı" (0) = 0, (3) 


und die Elimination von @ aus den Glen. (1) und (2) führt auf die 
Gleichung der developpablen (einhüllenden) Fläche. Die Glen. (1) und 
(2) zusammengenommen gehören der Charakteristik der developpablen 
Fläche, welche somit — wie schon oben bemerkt — eine gerade Linie 
ist, da jede dieser Gleichungen für sich eine Ebene bedeutet. Durch 
Elimination von « aus den Glgn. (1), (2) und (3) ergeben sich die 


Gleichungen der Wendungscurve. 


Da sich diese Eliminationen nicht ausführen lassen, ohne die 
Form der Funktionen p und ı festzusetzen und hiedurch die Fläche 
zu partikularisiren, so wird man zur analytischen Darstellung der deve- 


loppablen Flächen das System der Glgn. (1) und (2) beibehalten, in- 


dem man in (1) « als eine Funktion von x und % betrachtet, deren 
Form durch die Gl. (2) bestimmt wird. 

Auf dem am Schlusse des $. 412, I., angedeuteten Wege gelangt 
man aber leicht zu Differenzialgleichungen dieser Flächen , welche von 
einer oder von beiden willkürlichen Funktionen frei sind. 

Differenzirt man die Gl. (1) partiell nach x und %, so erhält man 


unter Anwendung der schon früher gebrauchten Bezeichnungen für die 


partiellen Differenzialguotienten, und mit Rücksicht darauf, dass « als 
eine Funktion von x und y betrachtet werden muss, welche durch die 
Gl. (2) bestimmt ist: 


da r da ! da 
DS + gp(e) + xy (e) de + 3 (@) da’ 


da 


Er dy 


j la y da 
+ (ae) + xp (e) 7 + yıW (e) En 
9% 
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diese Gleichungen reduciren sich vermöge der Gl. (2) auf folgende: 
p=gle), = Yde), 

aus welchen nunmehr « eliminirt werden kann, ohne über die Natur 

der Funktionen p und ı) etwas festzusetzen; denkt man sich nämlich 

den aus der 2?" Gleichung folgenden Werth von « in die 1#° substi- 

tuirt, so gelangt man zu einem Resultate von der Form: 


r=fld, (4) 
und dies ist die Differenzialgleichung der 1°" Ordnung der developpab- 
len Flächen mit partiellen Differenzialien, welche nur mehr eine will- 
 kürliche Funktion enthält. Um auch diese zu beseitigen, differenziren 
wir die Gl. (4) abermals partiell nach « und %, und erhalten 


| U 
welche Gleichungen, nach Elimination der Funktion f’(g), die Differen- 
zialgleichung 21° Ordnung der developpablen Flächen: 

Ye (5) 
darbieten, welche keine willkürliche Funktion mehr enthält. Man kann 
diese Gleichung dazu benützen, um zu untersuchen, ob eine vorgelegte 
Fläche developpabel sei oder nicht; ihre Gleichung muss im ersten 
Falle der Gl. (5) Genüge leisten. 


Man gelangt zu denselben Resultaten, wenn man die developpablen 
Flächen als solche betrachtet, welche durch die Bewegung einer Gera- 
den erzeugt werden, welche beständig Tangente bleibt an einer Curve 
von doppelter Krümmung, welche der erzeugten abwickelbaren Fläche 
als Wendungscurve entspricht. In der That, sind 

x = Be) undeya Pte) 
die Gleichungen der Curve, und wählt man in derselben einen Punkt, 
dessen Coordinate 2 = « ist, so.ist für diesen Punkt & = F(«) und 
y— F,(e), und die Gleichungen der Tangente an diesem Punkte sind 
2 — Flo) —= Fifa). 0) 
y—F(a)=F,(e)(e— e), 
zwei Gleichungen, aus welchen durch Elimination von «& die Gleichung 
der durch die Bewegung der Tangente erzeugten developpablen Fläche 
hervorgehen würde, und welche Gleichungen ebenfalls als der allgemeine 
. anälytische Ausdruck der developpablen Flächen betrachtet werden 
können, wenn man in der 1®” Gleichung «& als eine Funktion von ® 
und y ansieht, welehe durch die 2° Gleichung bestimmt wird. 

Differenzirt man nun unter dieser Voraussetzung jede dieser Glei- 

chungen partiell nach x und %, so erhält man vier Gleichungen, aus 





welchen man dureh Elimination der Grössen (2 — )" nn „und (2— 5 i 
= = y 


zwei neue Gleichungen von der Form: | 
b p=v(e), q= m, (@) 
| findet, welche durch Wegschaffung von « wieder die schon oben er- 
 haltene Gleichung (4): 


darbieten. 


Ki 415. Um diese Betrachtungen durch ein Beispiel zu erläutern, 
_ wollen wir die Gleichung der abwickelbaren Schraubenfläche 
suchen, welche durch die Bewegung einer Geraden erzeugt wird, die 
& eine gegebene Schraubenlinie beständig berührt. Mit Beibehaltung der 
in $. 285 getroffenen Anordnung des Coordinatensystems sind die Glei- 
” ‚chungen der Schraubenlinie 


2 112 2 102 
% =T7 C0S j# a 
wor den Halbmesser des Cylinders, auf welchem die Schraubenlinie 
verzeichnet ist, und % die Höhe eines Schraubenganges bedeuten. Die 


Gleichungen der Tangente an irgend einem Punkte z2=« der Curve 


2rca 
CE —r ze 
2700 2 707 
y— r sin —— E CB re 0). 
Aus diesen Gleichungen ist nun « zu eliminiren, um’ die Gl. der 
| Breloppableu Schraubenfläche zu au Multiplieirt man zu diesem 
die zweite mit dem Sinus des 


“ 2 10 7L0 se. 
en 


ine 
h? 


2 
































ua RE ee ') ee 
h h 
als Gleichung der Schraubenfläche. 

Das in der Gleichung erscheinende Radical wird imaginär, wenn 
x2 + y”<r?; es liegt also kein Punkt der Fläche innerhalb des Oy- 
linders, auf welchem die Schraubenlinie verzeichnet ist. Dass letztere 
der Fläche als Wendungscurve entspricht, ist nach dem früher Gesag- 
ten für sich klar. 

Setzt man 2 = (, so = die Gleichung in folgende über: 

Ve? + y? — Ve + Pr 


x COS en u 
Y Y 














welche der Durchschnittslinie der Schraubenfläche mit der xy-Ebene 
angehört, und die Gl. der Evolvente des Kreises ist, in welchem der 
Cylinder die Ebene der xy schneidet. In der That wurden in $. 346 
als Gleichungen der Kreisevolvente gefunden: 


—rcosp-t rpsinp, y=rsinp — rip cosg. 


Erhebt man an) as zum Quadrat und bildet die Summe, so 


erhält man x? + y? 1? —=,0p”, WOrAUS 


ya + — 


Y 








= 


folgt; addirt man aber beide Gleichungen, nachdem die erste mit cos P, 


die andere mit sin multiplieirt ist, so kommt: 


£ 


cp +ysinpy=r, 
welche Gleichung mit Rücksicht auf den Werth von p mit der obigen 
identisch ist. Zu diesem letzteren Resultate sind wir schon im $. 397 
auf anderem Wege gelangt. 














IT. ABSCHNITT. 
INTEGRALRECHNUNG. 


ERSTES KAPITEL. 


INTEGRATION DER ENTWICKELTEN FUNKTIONEN EINER VERÄNDERLICHEN GRÖSSE. 


I. Grundbegriffe und Fundamentalsätze der 
Integralrechnuns. 


416. Es sei F'(x) eine beliebige Funktion von x und f(e)de = 
NE (x) das Differenzial derselben , so entsteht — wenn letzteres 
gegeben ist — die Aufgabe, aus demselben die ursprüngliche Funktion 

RER (x) wiederherzustellen, durch deren Differenziation es entstanden ist. 
5 Diese Operation, die umgekehrte des Differenzirens, heisst das Inte- 
‚griren; die Funktion F'(x), durch deren Differenziation das vor- 
gelegte Differenzial entsteht, wird das Integral desselben genannt, 


2 und durch das. demselben vorgesetzte Zeichen f bezeichnet, so dass die 


d.F(x) = f(x) da: nel) 


unmittelbar die folgende: 
| [r(@) de = F(«) 


Be Nhuse( 2) folgt, indem man beiderseits differenzirt, 
Br wer If («) da d.F(x), 
1. mit Rücksicht auf (1): 
= wg, ES S da-—.f(x) de, 


S ist, so ist auch d re) + En — f(x) dx, wenn C eine willkür- 
Bir von & unabhängige Grösse Brei; hieraus folgt: 


E 
x 
ze 











SE a 











woraus erhellt, dass jedem Integrale, um demselben die nöthiee Allge- 
meinheit zu verschaffen, eine willkürliche Constante beigefügt werden 5 
muss. Der Werth derselben bleibt völlig unbestimmt, so lange das 
Integral F'(x) durch keine andere Bedingung bestimmt ist, "als jene,” 


den Ausdruck f(x) de zum Differenzial zu haben. In den Anwendungen 


der Integralrechnung jedoch auf bestimmte Aufgaben bieten diese immer 
die Mittel dar, den Werth der willkürlichen Constante zu bestimmen 
und zwar dadurch, dass der Werth des Integrals für einen bestimmten. 
besonderen Werth von x bekannt ist. Weiss man z. B., dass das In- 


tegral der Nulle ‚gleich ist oder verschwindet für den besonderen Werth 
x. = 4, so hat: man: 

F(a) +0=0, somit 0 = — F(a), 
und folglich | 
\r(«) da = F(x) — F(a). (4) 


417. Zu einer näheren Einsicht in das Wesen des Integrals führt 











folgende Betrachtung. Bezeichnet man, wie oben, mit F'(x) jene Funk- 


tion, deren Differenzial f(x) d« ist, so dass also zwischen den Funk- 
tionen F(x) und f(x) die durch die Gleichungen: ; 
d.F(&) = f(x) de, und \/(%) de=F(x)+C - (1) 
ausgedrückten Beziehungen bestehen, so ist, dem Begriffe des Differen- 
zialquotienten |$. 311] zufolge: 
Fix +0) —- F(& Ei ® 
ei 
wo & eine mit d verschwindende Grösse, somit auch: 


Fa +0) Pla) = ölfle) + el. 





Es seien nun a und db zwei beliebige, aber constante Werthe RR 
x, innerhalb deren die Funktion f(z) stetig ist, und. 


b—aqa 


.] 


b—-a=nd, also d—= 
N. 


so dass wir uns das Intervall b—a in n gleiche Theile, —d, getheilt 
denken, so erhalten wir, in der letzten Gleichung der Reihe nach statt 


“x die Werthe a, «+06, a +20, a+30, ..., a+(n— 1102-0. .0% 


setzend, folgende Gleichungen : 


Pla +) — Fa) ölfla)+ 2] 
Fa + 30 ma} oe 
F(a a0) aan 20) =6lffa +20) + 8] 








nt Ve 
we 

SER 

u, 
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er x durch deren Addition die folgende sich ergibt: 

rF(b) — F(aJ)—=ölflfa)+fla+ I) +f(a +20) +..-+ffa+(n —1)0)] 
| +. +. +%+::-:+ ao) | 

Lässt man nun » unendlich zunehmen, wodurch gleichzeitig 0 
unendlich klein wird, so verschwindet an der Grenze die Grösse 
oe +8 + ::.:-+ 8.1), und die letzte Gleichung verwandelt sich in: 
Fb) —Fla)=limölffa)+fla+d)+fla+209)+..+fl — 0). (2) 
7 Die Grösse rechts vom Gleichheitszeichen ist offenbar die Summe 
der unendlich vielen und unendlich kleinen Werthe, welche das Diffe- 
renzial /(x) de annimmt, während x alle Werthe von a bis db durch- 


h 

| läuft; man bezeichnet diese Summe allgemein durch f f(x) de, indem 
> & 

man dem Zeichnen f (als Summenzeichen aus dem Buchstaben $ her- 

vorgegangen), unten den Werth der Variablen beifügt, mit welchem die 

; -Summirung der Werthe des Differenzials f(x) dx beginnt, oben aber 

< jenen Werth der Veränderlichen, bei welchem die Summirung schliesst. 













h 
Diese Grösse \ f(x) de, welche demnach durch die Gleichung: 
= da j 


a, 
| | Ae)de=limdlfle) + fa HI) trfla +20) +..:+ fl — 6} (3) 


definirt ist, heisst das bestimmte Integral von f(x) de, genom- 
men zwischen den Grenzen a und db; a und b werden beziehungs- 
weise die untere und obere Grenze des Integrals genannt. 

| Da die Gl. (3) an die Bedingung gebunden ist, dass d unendlich 
klein werde, und vermöge der vorausgesetzten Stetigkeit der Funktion 
f(x) innerhalb des Intervalles « bis b keine der Grössen f(«a), 
32. (a + 6),..., f(b — d) unendlich wird, so sind die Glieder der im 
x yten Theile dieser Gleichung stehenden Summe, nämlich die Grössen 
B fla)d, flat d)6, fla+20)6,... 

2 ‚selbst unendlich klein, und das bestimmte Integral ist somit in aller 
| Strenge die Summe dieser unendlich vielen und unendlich kleinen 
Grössen, der sogenannten Elemente des bestimmten Integrals. Die 
- Probleme der Geometrie, Mechanik etc. führen sehr häufig auf solche 
£ Summirungen, und man hat es daher dann immer mit der Ermittelung 
_ eines bestimmten Integrals zu thun. 
 Verbindet man die Glen. (2) und (3), so folgt: 


re) &@= Fb) — F(a), (4) 
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woraus mit Rücksicht auf die Gl. (1) erhellt, dass das bestimmte Inte- 


b 
gral N f(x) d& gleich ist der Differenz zweier Spezialwerthe jener Funk- 


tion F(x), welche der Gleichung: d.F(»)= f(x) de Genüge leistet; 
diese letztere Beziehung zwischen den beiden Funktionen F'(x) und 
f(x) drückt man durch das Symbol: 





oder allgemeiner: 
| re) de = wre) + © 6° 


aus, und nennt diesen Ausdruck das unbestimmte Integral von 
f(x) de. 

Durch die Gl. (4) ist die Ausmittelung des bestimmten Integrals 
auf jene des unbestimmten Integrals zurückgeführt, und bietet keine 
Schwierigkeit dar, sobald das letztere angegeben werden kann. Hiebei 
darf jedoch nie übersehen werden, dass die Gl. (4) nur gilt, wenn die 
Funktion f(&) innerhalb der Grenzen 2 = a und <= b keine Unter- 
brechung der Stetigekeit erleidet. | 

Lässt man in dem bestimmten Integrale |Gl. (4)] die obere Grenze 
b unbestimmt und setzt, um dies anzudeuten, x statt D, so erhält man 

ER ö 
re) &®=F(e) — Fla), a 
a 
welcher Ausdruck die Summe sämmtlicher Werthe des Differenzials 
f(x) de darstellt von = a angefangen bis zu jenem willkürlichen 
Werthe, welchen man der Veränderlichen x beilegen mag. Dieser Aus- 


druck des Integrals verschwindet für © = a, wie es sein muss, da die 
Summirung mit £ == «a beginnt, und man sagt, das Integral fange mit 
% — 4 all. 4 
Lässt man endlich auch die untere Grenze « unbestimmt, so ist 4 
auch F'(a) eine unbestimmte, gänzlich willkürliche Grösse; bezeichnen | 3 
wir sie mit — Ü, so verwandelt sich die letzte Gleichung in 4 
&®=r(l@)+c, ° ( 


: 
E 
E: 


wodurch wir wieder zum unbestimmten Integral gelangt sind; es stellt 
die Summe sämmtlicher Werthe des Differenzials /(#) dx dar; von 
einem unbestimmten Werthe von x beginnend bis zu jenem Werthe, 
welchen man dieser Veränderlichen ertheilen will. a 


















Durch Verbindung der Glen. (6) und (7) erhält man noch, weil 
Fa) constant: 


(fe) dr Ir) de + 0. (8) 


Ein vorgelegtes Differenzial f(x) da einfach integriren, heisst, das 
unbestimmte Integral F'(x) suchen, d. h. eine Funktion F'(x), welche 
der Gleichung d. F(x) = f(x) de Genüge leistet. Integriren von 


x = a angefangen, heisst das Integral (7 («) de = F(x) — F (a) 
d 
bilden, welches man erhält, indem man von dem unbestimmten Inte- 


gral den Werth desselben für 2 = a abzieht. Endlich zwischen  ge- 
gebenen Grenzen a und D integriren, heisst das bestimmte Integral 


h 
If (x) de = F(b) — F(a) suchen, welches man erhält, wenn man in 
[27 


dem unbestimmten Integrale zuerst die obere Grenze b, dann die untere 


Grenze a an die Stelle von x setzt und die Substitutionsresultate, und 
zwar letzteres vom .ersteren, subtrahirt. 
Die hier gewonnenen Resultate werden durch geometrische Betrach- 
Fig. 31. tungen sehr anschaulich. Lassen wir, was 
Y N immer gestattet ist, f(x) die zur Abscisse 
| ET iR x» — Op (Fig. 31) gehörige Ordinate mp 
B | 


| einer Curve y—= f(x) bedeuten, und be- 
2 | 
| 
BER 
RA: 


| zeichnen wir die von irgend einer festen 
| Ordinate AB an gezählte Fläche ABmp 
| mit F(x), so ist [8. 367] f(x) de das 
e | X Differenzial dieser Fläche, somit 
Et 0, 4, Ela) — fie) de; 
Sind nun OP=a, OQ=b zwei beliebige Abseissen, so ist die Fläche 
ABPM = F(a), die Fläche ABQN —= Fb), somit 
Fläche PUNQ = F(b) -- F(a). 
Anderseits kann man diese Fläche in lauter schmale Streifen, wie 








0 


Ymngq, zerlegt denken; beachtet man nun, dass der Flächeninhalt eines 
solchen Streifens von der Breite »g—=0d durch f(x) d ausgedrückt wird, 
und zwar um so genauer, je kleiner d, so folgt nothwendig: 

Fläche PUNQ—=lim d{f(a) + f(a+ 0) + f(a+20)+...+f(b —6)}, 
d. i. mit Rücksicht auf die Gl. (3): 


Fläche PUNQ — Ir(«) die. 


Diese Gleichung, mit der vorhergehenden verbunden, gibt endlich: 





De u ER EBD ln AR ae ER 
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In&) de = F(b) — Fa), 


übereinstimmend mit den früheren Ergebnissen, wenn man beächtet, 
dass vermöge der Relation (m), F(x) das unbestimmte Integral von 
f(x) da ist. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass die Gleichung (3) einen 
directen Weg vorzeichnet, um von einem gegebenen Differenzial f(x) dx 


h 
zu dem bestimmten Integrale | f(x) de zu gelangen; ja auch das unbe- 


d 


stimmte‘ Integral würde sich auf diesem Wege unmittelbar ergeben, 
da nichts hindert, am Ende in dem Ausdruck des bestimmten Integrals 
wieder # statt b zu schreiben; allein die hiezu erforderlichen Opera- 
tionen, wie solche im 2}*" Theile der besagten Gleichung vorgeschrieben 
sind, nämlich Summirung einer Reihe und nachheriger Grenzübergang, 
sind nur selten ausführbar, so dass wir uns nach anderen Methoden, 
zunächst zur Entwickelung der unbestimmten Integrale, umsehen müssen. 

Während aber, wie aus der Differenzialrechnung bekannt ist, das 
Differenzial jeder beliebigen Funktion nach einfachen, auf alle Gat- 
tungen von Funktionen sich erstreckenden Regeln gefunden wird, be- 
sitzen wir für das umgekehrte Geschäft des Integrirens keine gleich 
allgemeinen Methoden; ja in sehr vielen Fällen müssen wir darauf 
verzichten, das Integral in Form. eines geschlossenen Ausdruckes dar- 
zustellen, und zur Reihenentwickelung und Näherungsmethoden unsere 
Zuflucht nehmen. 


418. I. Die am Schlusse des $. 320 zusammengestellten Differen- 
zialformeln verschaffen uns durch einfache Umkehrung einige Integrale, 
welche die Grundformeln der Integralrechnung bilden und bei der In- 
tegration zusammengesetzterer Ausdrücke zur Anwendung kommen. Wir 
können als solche folgende aufstellen: 


» 


gem +1 7 
ll dx er, m + 1 + C r 


a” ; I; 
Da eÜ de —ne -E CH Z=—=bH+6; 





dx n 
—  _ —artge +0; ————— —=aresine + (; 
2 yi— x 


dx 
—— =arcsec-+ (; 


zVx? — 1 

















& 
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|sin zz = —cost2+(; | eosa.dz —=smt + 0; 
dx dx 
— — ter ©: — — ootgr +0. 
cos x? SIEH sin®? But 
gm+l 
Die Formel (am de = —— - gilt für jeden Werth von m; eine 
| ‘ m 1 
Ausnahme scheint hievon der Werth m = — 1 zu machen, da für 


1 
diesen Werth der zweite Theil der Gleichung die Form Sr erhält und 


somit unendlich wird; integrirte man aber von 2 —=a angefangen, so 
erhält man: 


L 





gm+l __ qm+l 
> ande — -— NE 
m +1. 
d 
und es erscheint nunmehr der Bruch im #er Theile für m —= —1 


0 
unter der unbestimmten Form 5° sucht man nun nach der in 8. 353 


gegebenen Vorschrift dessen wahren Werth, so findet man als solchen 
Ix — la, so dass also 


EL L dx 
| — —Iic — la, \ 
[73 a 
oder wegen der Umbestimmtheit von «a: 
dx . 
— —ie C, 
2 aD 


u 


wie ohnehin bekannt ist. Eine ähnliche Erscheinung tritt immer ein, 
wenn das Integral seine Natur ändert, wie dies hier bei dem Ueber- 
sang von der algebraischen zur logarithmischen Form der Fall ist. 


II. Vermöge der in $. 319 aufgestellten Sätze der Differenzial- 
rechnung hat man, wenn %,®, w,.... beliebige Funktionen von x sind, 
und a eine Constante bedeutet, unmittelbar: 


(mw LimwHr.. =utrtwr.. 


Vermöge der ersten Gleichung kann jeder constante Factor, mit 
welchem der Differenzialausdruck behaftet ist, ‚vor das Integralzeichen 
gesetzt werden, und hat auf das Integrationsgeschäft keinen Einfluss. 
Die 2'° Gleichung spricht aus, dass das Integral einer Summe oder 


E- Differenz gleich ist der Summe oder Differenz der Integrale der ein- 
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zelnen Theile, vorausgesetzt, dass die Anzahl dieser Theile eine end- - 
liche ist. | PER EG 
Mit Hilfe der Gl. (6), $. 417, überzeugt man sich leicht, dass 
diese Sätze auch giltig bleiben, wenn die Integrale zwischen beliebigen 
Grenzen genommen werden. 
IIl. Ebenso folgt aus den Grundbegriften der Differenzialrechnung, 
dass man in obigen Grundformeln an die Stelle der unabhängigen Ver- 


‚änderlichen &, eine beliebige Funktion « derselben gesetzt denken 4 


kann, wodurch diese Formeln eine allgemeinere Bedeutung erlangen: 


ymtı du 
undu a rl er eu 05 
m 1 u 


3.8, \W. 
Ist überhaupt, unter x eine unabhängige Veränderliche verstanden, 


VA) de —=F(&) + C, 
so ist auch 
(rw) du = Fiw + C, 


wenn « eine beliebige Funktion von x bedeutet. 


419. Was die zusammengesetzteren Differenzialausdrücke betrifft, 
so muss man zum Behufe ihrer Integration dieselben durch schickliche 
Transformationen auf andere bereits bekannte, und in letzter Linie 
auf die im vorigen $. angeführten einfachen Formen zurückzuführen 
trachten. Die Mittel, welche uns hiezu zu Gebote stehen, sind im We- 
sentlichen folgende. 

1. Integration durch Substitution, oder durch Einführung 


einer neuen Veränderlichen. Ist nämlich I/(&) dx das vorgelegte Inte- 
gral, und man setzt ı) (x) — 2, 50 erhält man hieraus: 
x = Ple)u.. de: (2) de, folglich 
\f(@) de var (z)| p (2) de ll (2) de; 
kann nun, was bei schicklicher Wahl der Funktion (x) häufig der 
Fall ist, das letztere Integral: Ix(2) dz —= F(z) gefunden werden, so 
ist damit auch das vorgelegte li denn man hat: 
\/(@) a (x(@) dE EIN ER :0. 
dt 


— — — zu bestimmen, so setze man 
at dr 


beisnvele, 1orlstıny = 


dg 


Gr :b2.— 2 ; hieraus, fnlol dx. — Ft folglich : 





” 


W [4 an 2 u. - gr: an u nr ? + . 
Dh a ee NE ran BE SE ee 


nd somit, wenn man _ den Werth von 2 wiederherstellt.: 
EEE Se ; 

rd 

O2t*0% 


— 


de 


a “+ bx? 


ENman "seLzeinr—— ne ‚ so wird 





1 Ds N 
— — aretez, somit: 
m afrt BI Ben a 
dx q /b 
Eee Se archt =V- e; 
f + be" E.yab Sr = 


Setzt man in dieser Formel db = 1 und «a? statt a, so folgt: 





dx 
er 


t 


—_ arc ir ©. (3) 


11 OR \ 
— —; setzt man x°+ a’°—2?, so wird de —=2de 


” +a? 


—|de —z + (0; folglich ist: 


a I ee) 

= Ve? a: a? 

E “ Man erkennt leicht, dass. sich dieses Verfahren auf die am Schlusse 
des ‚vorigen S. gemachte Bemerkung gründet. 

| 2) Integration durch Zerlegung. Lässt sich in der vor- 

gelegten Differenzialfunktion f(x)de, f(x) in mehrere Theile zerlegen, 


3 Pr Y®) SEP IDIEIEE NDR 5.9 setzen} 's0- Ist 


Ste de — —+ ve) de + we) de +. 


er 


| d 
Beispiele. 1) Es sei a —a so hat man 


Ei 


somit: 

























a b . Sy a , re 
Setzt man in dieser Formel VE an die Stelle von @, so erhält 


man das allgemeinere Integral: 

















de % Rn ‚Va + xcVb Far “ = 
ey 
ei: (sin®®-+cosz?)da E 
2) = — .\ _- ) — f 
sin x? cos x? sin =? cos @ cos w? sin®? : 
folglich : ne 
dc EEE 
—ts2 — oter + ll = — 2c0tg2r + C. 





SInmearco mr Ä ee ee 
Die eben gewonnenen Integralformen (1) bis (4) verdienen ihrer 
häufigen Anwendung wegen besonders hervorgehoben zu werden. 


3. Die theilweise Integration, eines der fruchtbarsten x 
Hilfsmittel zur Integration zusammengesetzterer Ausdrücke, gründet 
sich auf die bekannte Gleichung: 


d.uv =vdu + ud, | = 
wo « und ©» beliebige Funktionen von x bedeuten. Integrirt man Glied 
für Glied, so folgt: 

uw —je dw + IE dv, 
oder > 
De 


| du E du. 


« ® 


Ist daher das Integral | f(x) de zu entwickeln, so zerlege ‚man Br 
f(z) in zwei Faktoren p(x).ıw(x), von der Beschaffenheit , dass 


ji Klar =. (x) als bekannt betrachtet werden Kane ‚man hat dann: 


Irt@) ar = pt). te) de = ple) Pla) [Fe ple), 


wodurch das gegebene Integral auf jenes: ib Fx).dp(«) zurückgeführt 





ist, welches in vielen Fällen leichter zu bestimmen sein wird. 


Beispiele. 1) Es sei v— |xsina dr, man setze a ==, 


dv — sin de: 





hiedurch wird ® = — cos, du — de, somit: 
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v—|: sinz de = — & 605% + | eos de = — 2cosz 4 snz + 0. 
2)1510— IE Ix dx gegeben, so setze man u — Ix, dv — x" dx, 
dx girl 
so wird u=—, v!= ———, somit: 
% n+1 





{> 
a cr Bjahlie ( 1 ) 
ZEN DE N 1 el ee re 
yv-|elwde—, 1 % r a WEG +C 


2 


1 
„ arctgx.dx zu bestimmen, setze 
x 





3) Um das Integral |’ 














9 
| ; dx 
man u —aretgx,. dv —= =. dar so., WILrar/dW —e 5, sfoRner 
& 1 -+ x° 
2 3 
x —1 dx 1 I 1 ; 

DS — de —= IK u Ve a ‚ folglich: 

rg % & E 

ge: 





WI 





& 


1 BER He 1 
—— are we] SM & arcetgx — Ile +0. 


Durch die Anwendung dieser Methoden auf bestimmte Klassen 
und Formen von Differenzialfunktionen gelangt man zu mehr oder 
weniger allgemeinen Integrations-Regeln und Formeln, mit deren Ent- 
wickelung wir uns in den folgenden Abschnitten beschäftigen wollen. 


420. Integration durch unendliche Reihen. Gelingt es 
aber nicht, durch eine der vorstehenden Methoden oder durch eine 
geeignete Verbindung derselben, das Integral in endlicher Form dar- 
zustellen, so muss man zur näherungsweisen Bestimmung desselben 
seine Zuflucht nehmen, indem man das vorgelegte Differenzial in eine 
Reihe auflöst und letztere Glied für Glied integrirt, wobei nur darauf 
zu achten ist, dass die Glieder eine integrable Form besitzen. 


Ist nämlich das gegebene Integral: % («) de, und die Funktion 


f(«) in eine unendliche für alle Werthe.von 2 =a bis 2 =D con- 
vergirende Reihe: 


)= u ta tw twH ::: (m) 


entwickelt, so hat man: 
re) da — I“ de + I" da + |, de+...+0, (n) 


und die unendliche Reihe (n) ist convergent innerhalb derselben Grenzen 


von &, wie die Reihe (m). 
Herx, Höh, Mathematik, II. 3. Aufl. 14 





on 2er AT 
Um dies zu erweisen, setzen wir: 
(=uwtw t% tt... mt yon), 
wobei (x, n) den Rest der Reihe bedeuten soll. Die Reihe rechter 


Hand ist nunmehr eine endliche, somit zufolge $. 418, LI. 
: 


[re da =" de + B des, 2 SE fü Er ie a = 


[47 
Es sei nun das allgemeine Integrale \v (2,0) de —E (2) somit 


PH) pn), und: 
‚b 
Ir (@,.n) de = F(b)— Fa), WR. 
a f 
Vermöge der Voraussetzung, dass die Reihe (m) von —=abis a —b 
convergirt, muss aber, für ein unendlich wachsendes », limg(z, n) — 0 
sein, woraus zunächst folgt, dass die Funktion (x, n) = F’(x) end- 
lich ist für alle Werthe von 2 =a bis =D; wir sind ‚daher be- 
rechtigt, auf die Differenz‘ F'(db) — Fa) die Gl. (7), $. 342 in An- 
wendung zu bringen, und erhalten hiedurch, = u, x, th=b 
setzend: F(b) — F(a)=(b — a) F[a +9(b — a)], wobei 6 einen 
positiven echten Bruch bezeichnet. Hiedurch verwandelt sich die Gl. (r), 
wenn man berücksichtiget, dass F’(x) = (x, n) ist, in folgende: 
h 
Inte. n)de=(b—a)yla+d(b — a), n). 
“ | 
Hier bedeutet nun pl[a + B(b — a), n] einen Mittelwerth zwischen 
p(a, n) und p(b, n); da aber die Funktion p(x, n) mit unendlich 
zunehmendem n verschwindet für alle Werthe von z—=abs 2 —=b, 
so ist imgp[a + db — a), n] = 0, folglich 'auch: 
b 
tim | ge, 2 da, —D, 
Hieraus folgt, dass die Reihe rechter Hand in (pP) convergirt, 


dass man also hat: 
h 


b b b Me 
Ir) Ra I, de + I, de + I“, de +... R 


a a f a - 2 
Es ist daher auch für alle Werthe von &, für welche die Reihe 
(m) convergirt: 





ner eraen.. 
nn USE 


‚oder, vermöge der Gl. (a), $. 417: 


If@ )de=|ü de + [us de +wdrt... ee 


x ori die obige Behauptung erwiesen ist. 2 
= Da wir später zur Anwendung dieser Methode mehrfache Gelegen- 
heit finden werden, so mögen hier nur einige Beispiele folgen, welche 
E einerseits das Verfahren im Allgemeinen erläutern, anderseits zeigen, 
wie dasselbe nicht selten ein bequemes Mittel zur Entwickelung der 
Funktionen in Reihen darbietet, wenn das Integral in geschlossener 
- Form von anderer Seite her bekannt ist. : 
Unter der OEL dass x ein scher Itncb, 
Va Be Eu 2” — x? + .a* 


multiplieirt man mit dx und Intderirt Glied für Glied nah der Formel 
es : ! ml B 
8 fan du, ‚so erhält man: 


Ede 


Es ist aber nach Gl. (1), 


daher: 


Kite)=e 
Be Um die Constante zu bestimmen, beachten wir, dass die linke 
= ‚Seite der Gl. für 2&=0 den Werth U) —0 annimmt; es muss daher 
auch die rechte Seite für &—= 0 verschwinden und demnach C=0 
sein ; folglich hat man: 





Kı+9)= 


Ebenso folgt, wenn = ein echter Bruch: 
Sad | 


; a 


een — ae tw we ner 




















Für 0: eek, Be hs ER in a 0: ; aber 
arc tg0 — rzr, somit Ö=rzr, wo r eine beliebige. a Zahl. Wählt m 
man r — 0, so gibt die Reihe: er | Er Br. 


. Eu Be en. > 


el f 


























den kleinsten Bogen, ee x ist. Um eine Reihe zu erhalten, 2 | 

welche für Werthe von # > 1 convergirt, kann man setzen! 0... 

Be del da 1 12-0 Dr a 

ee 

her 1 % % x BEN BEE. 

1 re a 

1 BR 

? u da (= SEAN) FIR . ). ; “ 

u u IT au 

L r en a N u RT: 

; somit, nach der Formel ee BSP LTR, mn Narı 7 

LEER 

integrirend : ß 2 

“ der a ED ei EN 

Rn ü ——— —arcter = (0 — — RN ER 

MORE 1 + x? ; %% Toy Dean nr 

Br : ER I Be 

Für =» folgt aus dieser Gleichung are tg & SE 0: Somit = 

tar Werthe:von = >.1-: R 2 = 

ee Pe et 1 1 14 nn 
ar are ou. ar ne er a ——.... 

= 2 U a 






Auf. dieselbe Weise würde man zu den Reihen für Arc sinz, etc. 

und andere Funktionen gelangen. 1% N 
Man kann auch allgemeine Reihen für das Nr (2). dic aufstellen. Bas. 
_Vermöge des Maclaurin ’schen Lehrsatzes ist nämlich: | RR, 
fe) = f(0) + af(0) + ee f” (0) ar EA Er 


somit, wenn man mit dx ee und no 


a, 
Pb 








+ 


% lee Br 
Man überzeugt sich leicht, dass die Reihe El len conver- 


gent ist, wenn (m) convergirt. Denn die Convergenz der Reihe a ist 
an die BEUnuS ne. dass der Rest derselben : = 


flo) de = C + 3/0) + 

















aber Her Fall, so Erd auch das entsprechende‘ Glied m: das der Inte- 
 gralreihe die Null zur Grenze haben, und diese Reihe somit convergiren. 


Setzt, man ferner in der TE FLOReuhen Reihe: 


f h 2 nn r h" n) 


ni 
Far 
2 wo 6 bekanntkeli einen positiven echten Bruch bedeutet, el 
ha, und die constante Grösse f(0) = (, so wird f’(® x) 
DR (2).ete.; und HE + HN) = yN (0) = pm (1 9) ai 2 
wofür man, da 1 — 9 wieder ein Postkiver echter Bruch ist, pw (dx) 
EN ‚schr eiben kann; hiedurch wird: 


KG + n= —=f(®) + hf" (@) + 


fe+) e SE N), 


3 
Ag ee en END I 


| pt zen 
-(1yı1 De a a rer er +)! (x), 


x? 


nme arte 


\ 


ie UN me (@) er 1)" BR @) R 


(m)! 7 a 
a Reihe heisst die Bernoulli’sche Reha: das Ergänzungs- 
glied dient zur Beurtheilung des Fehlers, welchen man begeht, wenn 

| = ulR Reihe mit dem en Gliede abgebrochen wird. Wenden 


Aka = an, so haben wir: 
u. 1 We RR 
ER (m) N DL TEEN Rn - 
.p I = se +9 a (®) ( 1) (1 + 5 





Bari nn 


wie ‚die Substitution = 0 ehrt, die, Constante G=--0..L.aWIean 























ll. Integration EA, algebraischen rationalen 2 . 
Differenziale. i - SER 


421. Wenn in dem gegebenen Differenzialausdrucke dy—= f(a)de 2 
die Funktion f(x) eine algebraische rationale Funktion ist, so kann | | 
die Integration jederzeit bewerkstelliget werden. Der einfachste Fall 

ist jener, in welchem f(x) die Form einer rationalen ganzen Funktion. S 
- hat, also von der Form: i | 

f(x) = ar +" Ha +... | | 

ist; man hat dann unmittelbar durch Integration der einzelnen Theile 3 

nach $. 419: er j BR: 


De \Kaw een bx" ea” +...) de 
== Var" de + | bar de + \earaa ah, ER e = 


Er azne Da .exP*! 2 R 
m fan an 


i Da die Operation nur die Anwendung der für jeden Wer von m, mit = = 














Ausnahme von m = — 1, giltigen Formel: : 
s 3 ml i f | BR 
ER — — i 
si i m—+ 1 j 





erheischt, so können die obigen Exponenten m, N; v Est auch belie- | 
bige gebrochene oder negative Zahlen sein, wobei nur zu "beachten, ir 
dass für den Ausnahmsfall:. z De 


aan — — Ile N Ba Sch 


Auf demselben Wege gelangt man auch zu dem Integrale: We e : 


= \kar" et ba" + car +... .)'de, 


wo r eine positive, ganze Zahl bedeutet, indem man die angezeigte _ 
Sr Potenz wirklich entwickelt. In besonderen Fällen kann übrigens eine 
Er R geeignete Substitution schneller zum Ziele A So. geht “z. B. das j 

5 Integral: | a 


= (a — bay" en Hr 


>. 5 ü dz ; Se 
woraus Eidg er 10100 


Zr 


Bo 


Br: i 3 
u ==. —:|2U da 
er mb £ 


0 D bam)r +1; 
mb +1) 


eine Formel, A für jeden Werth von r, , mit Ausnahme vn r—=—1 


nn S (a+ 2 rg EN 





2 Ka E ba) 1 


mb 


® 


de 


at ir a 


; Betz man aber in a) - — ran die Stelle von r, so kommt: 


> 


der 2 N en 


eg mE ee Bam He 


— 


5 Auch das |; meer b5 ben lässt sich auf. Monome zurück- 


Ä = aeg de 2 
"ER indem man «a a zer == 2, also. — ae, An % setzt: 


Re 
"Sr u Eu bu 





9 Eu 


ormel fie dx, Ka) e on 8 ebroc hene rationale an ale ae N 





R en Ar Br 

Ne 
. um -ENEr 

Y ' 
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a a en er aan nir 


Fe) at zu De ET ee Q' 


wobei, was immer gestattet ist, angenommen werden mag, dass die 
höchste Potenz von & im Nenner mit dem Coeffiecienten 1 behaftet sei; 
ferner a, db, ...., B,C,... beliebige constante Coefficienten, mn und 2 
positive ganze Zahlen bedeuten. 


Bemerken wir zuvörderst, dass zum Behufe der Integration immer 
vorausgesetzt werden darf, die Funktion fi®) sei echt gebrochen, 
d. h. der Zähler von niedrigerem Grade als der Nenner, also m <n; 
denn ist m = oder >», so kann der Bruch durch Division in zwei 
Theile zerlegt werden, von welchen der eine eine ganze Funktion, der 
andere ein echter Bruch sein wird, dessen Zähler mindestens um eine 
Einheit niedrigeren Grades ist als der Nenner. Der ganze Bestand- 
theil kann nach dem vorhergehenden $. leicht integrirt werden; wir 
haben es daher nur mit der Integration der echt gebrochenen Funk- 
tionen zu thun. 


) 


Es sei demnach pie 
F(x) 


der algebraischen Gleichungen |[$. 90] bekannt ist, kann jede alge- 
braische, ganze, rationale Funktion des n!°" Grades, F(x), inn ein- 
fache Factoren zerlegt werden; bezeichnet man nämlich mit EL" 
Ca, ......@, die Wurzeln der Gleichung F(x) —=0, so7ist: 


F(x) = (ve — 0) (8 — @,) (2 — 0,)... (8 — 0). 


ein echter Bruch. Wie aus der Theorie 


Man kann nun, unter der Voraussetzung, dass unter den Wurzeln 








5». . 0%, Keine wiederholten sich befinden, setzen: 
@ (x) ehe 4 a A, s SE 2 A Sr + BR (1) 
Fix) 2 — a, x — d, u — 0, > U RR 


wo A,, A,, A,,... A, eonstante von x unabhängige Grössen bedeuten; 





PL) | ae 
denn die Voraussetzung, dass der Bruch Is ein echter sei, zieht 


F(&) 


dieselbe Eigenschaft für die Brüche rechter Hand nothwendig nach 


sich; da nun die Nenner vom 1 Grade sind, so müssen die Zähler 
vom 0" Grade, d. i. von x unabhängige Constanten sein. Diese lassen 
sich nun immer so bestimmen, dass die Gleichung (1) identisch wird. 
Denn denkt man sich die Brüche im 2ter Theile auf einen gemein- 
schaftlichen Nenner ‚gebracht, welcher offenbar — F(x) ist, so wird 




















ur BERNER 
Ba E 
aaa t ET SENE BE, 
ala A SyRR ET Se N 


u 
a I 
MPN, Ir 
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der Zähler ein Polynom des (n — 1)!" Grades von der Form M, «"-1 
"+M. ea. «+ M,, in welchem die Coeffieienten M,, M,,... Mn 
n an der Zahl, Eunktionen der Grössen 4,, 4; „., A, und der Wurzeln 
RER LFI? ch, sind: dieses Polynom muss aber, wegen der nothwen- 
digen Identität der ar Gleichung, dem Zähler p(x) gleich sein 


und zwar für jeden Werth von x, wozu erfordert wird, dass die Coeffi- 


cienten der gleichnamigen Potenzen von x gleich seien; durch Gleich- 
setzung derselben ergeben sich daher nothwendig n Gleichungen, welche 


zur Bestimmung der n Constanten A,, A,, ... A, erforderlich sind 


und: hinreichen, und bekanntlich in Bezug auf diese Unbekannten linear 


‘sind. Hiedurch ist der vorgelegte Bruch in eine Reihe einfacher, so- 


genannter Partialbrüche zerlegt, wonach die Integration keiner 
weiteren. Schwierigkeit unterliegt. 


423. Eine wesentliche Modifieation erleidet das eben erörterte 
Verfahren der Zerlegung in dem Falle, wenn die Gl. F(x)—=0 wieder- 
holte Wurzeln darbietet. Denn wäre z. B. Bern, und man wollte 


mit den nunmehr gleichen Wurzelfaktoren, so wie oben, die beiden 
| A. 


Partialbrüche: —!- + 2 _ bilden, so würden diese in einen ein- 


ee % u — 0, 


; Br 4 | 
zigen Bruch: Sn — -— — — Sich zusammenziehen und der Faktor 
 , Du 0, 


2 —— d@, würde sofort, wenn sämmtliche Partialbrüche wieder über 


einem gemeinschaftlichen- Nenner vereiniget werden, in letzterem nur 


‘einmal erscheinen, während er in F(x) zweimal vorkommt. Nichts 


hindert aber, einen Bestandbruch einzuführen, dessen Nenner (2 — «a, )” 
ist, und dessen Zähler somit auf den if" Grad steigen kann, so dass 


_ Ax +4 


der Bruch die Form —— annimmt; hiefür kann man, bei der 


(era! 





B B. 
- Se lschreiben; 
(2 — a 0)? x — a, 


welche letztere Form für die ‚Rechnung bequemer ist. Hiernach liefert 
jede der Gl. F(x) = 0 bmal zukommende Wurzel eine Reihe von 


Unbestimmtheit von A und A’, auch 


 Partialbrüchen, 5 an der Zahl, von der Form: 








B, „Ds B, BE B, 
jr T ee Li 9 
—B) Ee ze) ”—ß 
Sind daher &,, &, ...c«, unter sich verschiedene Wurzeln der 
Fol Fee) =0, ferner ß,y,0d,... beziehungsweise .b, 'c,.d,‘ .:. .mal 
wiederholte Wurzeln, so wird man setzen: a 


NE 


Fr 






PR: 0 ER 


2 
5 


Va 
+ 






































A a ea ®, ; | : ei 
Ben B; EBD FR Dr 
rate 
6 C. Gs#7, Ü : 
Wer ae Fe a a 
Wenatenzenaen: 
sr TR D; D, Du Be Sn 





(x — d)l " (x — d)t-1 dr (2. la er (x — Ö) 


424. Die Wurzeln der Gl. F(x)—= 0 können sowohl reell als nn 


imaginär sein, wodurch aber offenbar die Zerlegung nach Gl. (1) oder 
(2) nicht berührt wird, nur werden im letzteren Falle auch imaginäre 
_Partialbrüche zum Vorschein kommen, und zwar, wie die Wurzeln selbst, 3 
immer je zwei conjugirt, im Zähler und Nenner nur durch das Zeicen 


von V — 1 sich unterscheidend. Man kann dann die Rechnung auf 2 
verschiedene Weise durchführen. Entweder vereinigt man 1) schon 














vor der Bestimmung der Zähler in (1) oder (2) je zwei conjugirte R s: 
Partialbrüche zu einem reellen. Ist nämlich % + u Va ein Paar a 
conjugirter nicht wiederholter Wurzeln, so entstehen hieraus die zwei 3 
Partialbrüche: ses 3 
va m 
N EN Rn LET TEE 5 E 
aus deren Vereinigung über einem gemeinschaftlichen Nenner der Bruch E 
2 px — (2pA — 2 qu) P&x +0 
Bent By 


entspringt; dieser, ebenfalls mit zwei unbestimmten Constanten Pund 
Q versehen, tritt nunmehr in Gl. (1) an die Stelle der beiden conju- E 
girten Brüche. | ; a 

Ist. aber. A + Vet eine ömal wiederholte Wurzel, so gehen a" 
daraus vermöge der Gl. (2) folgende 2 Reihen von Brüchen hervor: Se 


a vi ne Days, 4V— 1 
REN 
ee 





el 
) 














an = ze 2 
(A a 1) (z ah WV— 1) 3 Be 
£ P, +g, y—ı “5 pvp; + di re e - ö RN. 

Keen een. 





We a EN En rl EN ah Ze 
na ri BRD Ra N Re 7 ee 


m Aw 
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an deren Stelle man wieder die folgenden setzen kann: 


> P& + 2% P& + %: le 
(x — 4)? 4 u?) A)® + «u?] i—l ER 1)® + ie r 
man überzeugt sich hievon sogleich, wenn man erwägt, dass in beiden 
Formen (b) und (c) der gemeinschaftliche Nenner sämmtlicher Brüche 
derselbe ist, nämlich [(x — 4)? + u?]' vom 2°" Grade, und dass beide 
Formen in den Zählern dieselbe Anzahl = 2: von Constanten ent- 
halten; bringt man daher beide Formen auf einen gsemeinschaftlichen 
Nenner, so werden die Zähler beider Formen Polynome vom (2..—1)tet 
Grade, und es ergeben sich durch Gleichsetzung der Coefficienten der i: 
gleichnamigen Potenzen von x genau so viele Gleichungen, als erforder- 
lich und hinreichend sind, um die 22 Constanten P und Q durch jene 
p, q zu bestimmen oder umgekehrt, und hiedurch beide Formen iden- 











Et ER 


tisch zu machen. 


2 Hieraus geht hervor, dass jede echt gebrochene rationale Funk- 
| tion in reelle Partialbrüche zerlegt werden kann, welche unter eine der 
vier Formen fallen: 
A A P&x + Q Px + © 
Bor (a eo near (ee 
Oder man kann 2) die Vereinigung je zweier conjugirter Partial- 
\ brüche in einen reellen erst nach vollzogener Bestimmung der Zähler 


in Gl. (2) vornehmen; im Falle wiederholter imaginärer Wurzeln geht 
aus der Verbindung je zweier conjugirter Brüche: 


= P— aV—ı p+aV—1 
ea iv BG sy 

offenbar ein Bruch von der Form: 

3 Bi a ENTE ae Cr +2... 4m 

4 (a — 2? + ur 


hervor, wovon die vierte der obigen Bruchformen ein specieller Fall ist. 




















Endlich kann 3) die Integration unmittelbar an den imaginären 
Partialbrüchen ausgeführt werden; jedes dieser Integrale erscheint dann 
> - unter imaginärer Form und lässt sich mit Hilfe der im III. und V. Capitel 
des I. Bandes enthaltenen Sätze in einen reellen und imaginären Be- 





- standtheil zerfällen, welcher letztere sich mit dem von dem conjugirten 
Integrale herrührenden in der Summe aufheben wird, da diese, als 
Integral eines reellen Differenzials, nothwendig reell sein muss. 













220 % | Ra 

425. Zur Bestimmung der Zähler bietet sich zunächst der schon 
im 8. .422 angegebene Weg der Methode der unbestimmten Coefticien- 
ten dar. Man bringe nämlich sämmtliche Partialbrüche auf der rechten 
Seite der Gl. (2) auf einen gemeinschaftlichen Nenner, und setze die 
Goeffiecienten der gleichnamigen Potenzen von & in den beiden Zählern 
einander gleich; man erhält hiedurch genau so viele Gleichungen , als 
zur Bestimmung der Constanten in den Zählern der Partialbrüche er- 
forderlich sind. Bei Anwendung dieser Methode wird man sich, im Falle 
der Anwesenheit imaginärer Wurzeln, am bequemsten des unter 1) in 
$. 424 angezeigten Verfahrens bedienen, weil dann nur,mit reellen 
Grössen zu rechnen ist. 

Folgendes Beispiel möge zur Erläuterung des Verfahrens dienen. 
Die vorgelegte Bruchfunktion sei: 


pm, Se 237% +12 7° 1100227 WS 149 
Flo)... 2 4r 100° 192 413290, 
Als Wurzeln der Gleichung F'(x) = 0 findet man: 
I eye ae SARA 
und setzt «demnach : 
tt rs tan 
Es 2438 22 Est; a 22 +5 
wo der letzte Partialbruch durch Vereinigung der beiden imaginären 


conjugirten Bestandbrüche: 














entsteht. Multiplieirt man die letzte Gleichung mit F'(x#), ordnet die 
rechte Seite nach Potenzen von x und setzt die Coeffieienten der 
gleichnamigen Potenzen von x auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens 
einander gleich, so ergeben sich folgende Gleichungen : 


11 A +A+B+P, 

23=— 24 +34, +B +3P+Q, 

12 =\ 24 424 — BB 48, 37 +30; 
100= .44 +144,—3B, + 14B, —11P— 3Q, 
105 =—11A, + 294, +17 B, — 13B, — 6P— 11, 
149 = —104A, #154, — 30B, 3, 60. 





aus welchen man dureh. Elimination : 
A,i, DI an Bis jd, ee 9 ee 
findet. Es ist folglich: 








RB Nein Ds AR 2 925 +1 








a ana: 
SR Dieses Verfahren wird, namentlich wegen des Eliminationsgeschäftes, 
N: unbequem, wenn die Anzahl der zu bestimmenden Constanten — wie 
schon im obigen Beispiele — etwas bedeutend ist; wir wollen daher 
im Folgenden noch. eine andere schneller zum Ziele führende Methode 
- kennen lernen. 


426. I. Beschäftigen wir uns zuerst mit den Zählern jener Brüche, 
| ‘welehe von den nicht wiederholten Wurzeln der Gl. F(x) —=0 her- 
rühren. Um zB zu bestimmen, multipliciren wir die Gl. (2) [8. 423] 
mit © — a,, dem Nenner von A,, und erhalten: 

wo S das Aggregat sämmtlicher Partialbrüche, mit Ausnahme des ersten, 
= bezeichnet. Diese Gleichung ist, so wie (2) eine identische, daher für 
jeden Werth von & giltig; setzen wir darin x = @,, so kommt, da 
 vermöge der Voraussetzung, dass cd, eine einfache Wurzel ist, die 


| i i 0 

Er eGrösse = — ou in. den :Nenxern” von S nicht erscheint, A, DR 
indem F(x) den Iaktor «e — «, einmal enthält. Zur Ausmittelung des 
wahren Werthes von A, machen wir von den in $. 353 entwickelten 








linker Hand in obiger Gleichung differenzirend: 


R- fol) + — a) po) 



















Be \; A Fl E 
s z \ BR (=) BEN; 
somit, 2 — «a, setzend: 
KERN 
R u) 
Aus demselben Grunde ist: 
2 - p(6,) P(%;) pls) 
N ee eh 
2 ae en 
Man erhält also irgend einen der Zähler, wenn man in dem Bruche 


m & 
B-.- pie) für x jenen Werth substituirt, welcher den Nenner des gesuchten 


E- (x) 


Zählers auf Null redueirt.*) Das Verfahren bleibt dasselbe, wenn 


; 





*, Die Substitution 2 —=« in die Polynome (x) und F"(x) wird am 
” einfachsten ausgeführt, wenn man die Polynome durch & — « dividirt und hie- 
bei von dem Horner’schen Divisionsverfahren [$. 89] Gebrauch macht; der 


Vorschriften Gebrauch und erhalten, Zähler und Nenner des Bruches 
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5, u. Ss. w., oder alle imaginär sind; hat man 
auf diesem Wege die complexen Zähler bestimmt, so können je zwei 
conjugirte Partialbrüche in einen reellen verwandelt werden. 

II. Um die Zähler jener Partialbrüche zu finden, welche in Folge 
einer wiederholten Wurzel erscheinen, z. B. die Zähler B,, B,, ...Bı 
in Gl. (2) [$: 423], von der bmal wiederholten Wurzel # herrührend, 
multiplicire man die ganze Gleichung mit F'(x), so kommt: 


ya)=B,w(a)+ Ba —P)v@)+ Bl — PB’ yvla)+... 2) 
+ Bay) + S@— PP), 

wo (x) das Produkt sämmtlicher Wurzelfaktoren des Nenners F'(«) 

mit Ausnahme das Faktors («© — ß)P, also F(x) = (x — Bw (x) ist, 

und S das Aggregat aller übrigen Partialbrüche bedeutet, welche den 

Faktor & — # im Nenner nicht enthalten. Setzt man nun in obiger 

Gleichung 2 = f, so verschwinden im 2te" Theile sämmtliche Glieder 


pP) 


mit Ausnahme des ersten, und man hat B, — w(ß)' Um aber die fol- 


genden Coefficienten 3 zu bestimmen, differenziren wir die Gleichung 


einige der Wurzeln «,, &, 


(db —1) mal; der Erfolg dieser Operation ist, wie man leicht sieht, dass 


in den so gewonnenen aufeinanderfolgenden Gleichungen immer je ein 


weiterer der Coefficienten D von dem, für 2 =  verschwindenden, 

Faktor & — P befreit erscheint. Setzt man nun in diesen sämmtlichen 

Gleichungen 2 =, so erhält man folgendes System, aus welchem 

sämmtliche 3 der Reihe nach .erhalten werden: 

pl) =B, W(P). 
ye)—=Bw(P) HB WR), 

p" (BB, vH! 

pP A)—B YyER) HUB 

pNB)=B wu (ß EG 


Bw) H2!B,w(ß), (3) 
ES 2 "() +2!G ) Bu ()H31B, ve), 
IB) HE) Bzw) HS) BR WÄR) 

+41B, Ulß), u. s w-*) 


ER .. . . . ® . . 

*) Man erhält diese Gleichungen leicht aus der obigen durch successive 
Differenziation, man kann aber zur unmittelbaren Bildung derselben auch von 
der bekannten Gleichung [$. 329}: 





du. uVv = Udo ar (& ‘) du du—io 4 (%) deud!—v +... vd4u 


Gebrauch machen; setzt man nämlich u = («= — P)", v = ıy(x), und substi- 
tuirt in der Entwickelung x = £, so folgt: | 


du , 
I: a) CH a | (X) day (&), 


eine Relation, mittelst welcher sich jedes Glied der Gleichungen (3) aus dem 
entsprechenden (mit demselben B _behafteten) Gliede der Gl. (2) ergibt. 





ve al ge au, DT BE Ze 


Ay“ 





eu Die Berechnung der in diesen Gleichungen erscheinenden Funk- 
‚tionen ıb(P), W(ß) ete., kann auf jene der höheren Difierenzialquotien- 
ten der gegebenen Funktion F'(x) zurückgeführt werden, was dann 
von Nutzen ist, wenn / irrational und in Folge dessen auch ıh (x) mit 
irrationalen Coefficienten selbst in dem Falle versehen ist, wenn in 
F(x) nur rationale Coefficienten erscheinen. Entwickelt man nämlich 
den use Differenzialquotienten des Produktes F(x) = (x — P)’.w(x) 
nach Anleitung der Formel d".w=ud"v—+ (FÜ) du do... + vdlu 
[$. 329], indem man « = U (x), v = (x — ß)" setzt, so kommt: 
BI) er bpb —1)...b=-u+1)(e — Pt u(e) 
RU le ale 
2) ZU. en) le Ye) 
Don... Bet eat ye) 
2. hi 
Lässt man nun der Reihe nach u—b, b+1,b + 2, u. s. w. sein 
und setzt schliesslich x = f, so gewinnt man folgende Gleichungen : 


Fun) =bhıhlP), 
1 Fer) HIN) WR), 


+( 
+ ( 
+ 


21 E06) — (db + 2)! W°(B), (A) 
3! ra) —=(lb +3)! Ww(lß) 
u. Ss. W. 


mittelst welcher die Grössen (A), W(P), etc. aus den Differenzialquo- 
tienten der Funktion F(x), von jenem der b'®" Ordnung an, erhalten 
werden. 

Dieses Verfahren zur Bestimmung der Zähler B,, B,,... erleidet 
selbstverständlich keine Veränderung, wenn f imaginär a man hat 
dann die Rechnung nur für die eine der beiden conjugirten Wurzeln 
durchzuführen; aus den für diese erhaltenen Partialbrüchen ergeben 
sich jene von der conjugirten „Würzel herrührenden einfach durch Aen- 


_ derung des Zeichens von Ver I; schliesslich werden je zwei conjugirte 
‘ Partialbrüche in einen reellen von der Form 


E- 
e 
F 
E: 


” 
- 


der Bruch: 


8" E= 4, ee 4 ERLER X IE - dan 
"@=otrap 





vereiniget. 
Um auch dieses Verfahren an einem Beispiele zu erläutern, sei 


+3 
se) Hi) 








Be 3 
= (@—1)(@+ Den EN 2 ent ale % x 
und setzt demnach: aF vr Wa 
Ve 
DAN FRE D; BEN 
ee era = — NET ET ER 
VE eV Ver 
Um nun A zu finden, hat man: | | ee 
Flo (a HIP FE RL NEr 


somit, £ = 1 setzend, 














Zur Bestimmung der Zähler Bis B, hat man: 


pl) —® ee Pie )—1, somit en —a, re ne N 
Wa ee 1)? — 0. + I 


YVo)=—a+ +2 Nat) a—ı, 
folglich : v-)=— 18, vl) u !; 
- Die Gleichungen (3) [Seite 222] werden daher: 
MR ae ee 


aus welchen 


folgt. — Um die Zähler. ‘6 und C, zu erhalten, hat man: 





» IE Be „une + re -i+ 


a br 3, 45 en (@+1)( var 
Federer 
Setzt man in diesen Ausdrücken, so wie in ae und ' @), 2 — 3 a 
Vi: Ser ß: so wird: 
= 7+V—3), a vn 
| VA) du ar 3 | 









Dee Ev 


man he mr Bestimmung von Br und €, folgende Gleichungen: 


IC +Vey)=90; 1 = 1a—3V=3) 0,490, 


woraus folgt: are , 






















eV. = ,0-5V=) 


Endlich. ergibt sich durch Renderung des Zeichens von V — 3 in die- 
‚sen Ausdrücken : 











D, 1 (7 — Ve ), De en (3 +5 v3). 
Es ist a = | | ER \ 
Feen Ka+1)? 3(@+1) 
u ae Se 
; Deere 
Du Be koyeng | 








| 18(@—4 +4 V-3 9@—34+3V-3% 
IR ‚oder nach ne der conjugirten Partialbrüche: 2 | 
a al A lo 2 dc a 
Bet ah a) I(@° N a ” 








497. Die Torhergehenden Eee chlingen führen zu dem Schlusse, 


LE) au mo 2) 
Fa)” Fe) 


‚ist, san! Integrale der LEN vier Formen zurückgeführt werden E > j 





\ dass eds Integral ein rationaler echter Bruch 


n 
- x 
i* 












| a E8 Age, Adeın »; (Aec+ B)de ‘f (Ace Bde 

3 Im ta a’ (x 2% 29% (x a a)? + ß?’ (x ER nn: Bay" 7 
zu lclien sich. nach eine fünfte: ; 
(Aat + en oe ne 


















N. 





ach Es der Zähler vornimmt. “Mit der Entyickelung dieser 5 < 
| ae Ballen wir uns nunmehr beschäftigen. 






e Ai: falls ersten Tote ergeben sich unmittelbar. 
Substitution x + a —=z, aus den in $. a18 angeführten Grundformeln, 


oder durch ARTAUUDE der Formeln (3) und (4) in = 420; | man 1% 
findet: a TE eg ie 


Aare E2 
x<+ a ok ): 





| Ad A 
Kae+ a (m — = (@ ze am! 


Ferner wird, wenn man « — “—2, also se Fit +? 2, de = de 


x 


setzt: 
de 


nt öde IE > 
m A B)I— — 
a al arm re +D la 
Asa Aa + B & 
—— le + HP) + ——arctg Ss, 
re | ee 
[$: 419 u. 420], folglich: ! 
len ia + B) de de _ Ao+B__ 
= il — U +} 2 en arc 
Das vierte der obigen Integrale zerfällt zunächst durch die Sub- 
stitution: 2 —a—= Peg, 2 — Pete, du — Bde in Iaails zwei Theile: 


Kir: .(Ax + B) de SR A% Br „Aa +B = Be e 
[(® — a)? 2. B?m SE Bam? (2? ar 1)m WEnaE (22.1 + Rn 3 


es ist aber |[$. 420]: ? 


De SER s 
(2 + meer u, 








somit der 1'° Theil des ee aclen Integrals: 
RES: k A 5 
2 (m — 1) [x — a + Ei 


zu erhalten, beachte man. 


Um das folgende Intesral 
Jet: + on 


dass | | 
| ns “1 | u. 82. Eu 
„TIER (2? IE {m en on or ZN Aare Er Be > 





BE A AR le a EN E a We 7 a A RT E A E  BE 
a Ta, WERNER! ” 3 i. T - NER « 
2 hi . en r R er x 
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dz En dz 2”dz 
(2? .e Din (2? -E N (2? 4 Dr 


ist. Wendet man nun auf das letzte dieser Integrale die Methode der 
theilweisen Integration nach der Formel: 











| udv = UV — | v du 
n und da A etzend folet 
an, w=2 I dv = -— —- ——— setzend, so- folgt: 
(2: + EW “ S 8 
2°? dz £ nn 1 ; de 
Be + 1m | 2 (m - > SR. 22 + Ki —j! 2 (m - L) 4 + Wi. 


somit, wenn man diesen Werth in die vorige Gleichung substituirt: 











dz I 2 2m —3 dz 
(2? + 1)" 2m — 1) (2? + 1" = 2 (m — 1) (2? + 11 
Durch diese Gleichung wird ‘das gesuchte Integral von einem 
anderen ähnlichen abhängig gemacht, in welchem der Exponent im 
Nenner um eine Einheit kleiner ist; durch wiederholte Anwendung der- 
selben gelangt man daher schliesslich zu dem bekannten Integrale: 


Wird endlich in dem Aggregate sämmtlicher aus dem Integrale 


lg ar 
} ein I hervorgehenden Glieder der Werth von = wieder- 
Aa + B 
la, 
2ten Theil des gesuchten Integrals. 
Zur Entwickelung des letzten der obigen fünf Integrale werden 


hergestellt und dasselbe mit multiplicirt, so hat man den 


die folgenden Paragraphe Mittel darbieten. Wenden wir beispielsweise 
die vorstehenden Formeln auf die in $. 425 in Partialbrüche zerlegte 
Differenzialfunktion an, so erhalten wir: 


(1125 + 232° + 122° + 100x° + 105& + 149) d« 
x5 4 25 — Axt + 100° + ©” — 432 — 30 


Bil: dx 7 da 3 da | da (2x2 + 1)dx 
en rer @tryt tee au 


—1(& +3) + 712 — 2) 2 ar + lc +1) +1 —2x2+5) 
+ 3are tg(z — 1). 











15* 




















128. Die im vorigen. % gutmickelten Integtald nn quadratische ' i 
. Nenner lassen sich noch unter. einer anderen Form darstellen. Betrachten j 
wir zunächst das ‚Integral 


n dr / 5” er * 1 5 | 
; | ET TATEE bx + x 


‘und geben wir ihm die Form: 








: 1 | dv er ö - TB, 
; c la ( ne 
ee) | we. 
BY EBO erhalten wir sogleich, durch Vergleichung mit dem, aus Ne 
q vorigen 8. für Au= 0,3. — A theryorgehenden: Inteseral 27T A & 
‘ . j | Fe &: = # 


UNE EU ee — 0 
arc tg 


are 8 Be 


D 4ac — b? 
it = indem ur Da ze 
| dx & a a 

ara Yamaha di 
Dieses Integral erscheint unter imaginärer oh wenn Lac —b® negativ 
ist; schreibt man dasselbe aber in folgender Gestalt: 


z EV arc tg Da anne, er 
a + 6x. + ex? EV —Aac vo — tac 
und erinnert ‚sich‘ der bekannten Relationen IS. 84, 6. 28 uäd 29]: 
een Ye a 
ey ee 








i ud 
Den Selzen- 
" DER 










Ra 


























% 





art wyy—ı ee ar 












so erhält man, da die mit sr behafteten Glieder sich mit der willkür- . 
lichen Dantehten vereinigen: 














Be SRG dx Ve Re Ba 92 cn + G, f 2 
wo bncen VE Zinn VRR = anc + 0 + es | 
oder: | | ER 

| | = Di SH est BER 

dx 1 "2a + B: yarzz ac. 0: (3) 


GE He Mer) 2a + EV he a 


“der. letztere Ausdruck geht. übrigens aus dem vorhergehenden auch & 
hervor, indem man zu an, Integralausdrucke rechter Ban ae con- 





ARE "oddkrt, was. vermöge, der Unbestimmtheit der 
—4ac 2 


Bi wird man te eine ne ie endin: je nachdem in dem ge- 


 gebenen Falle Vb?— 4ae grösser oder kleiner ist als b + 2cx. 

Test ddc— Di 0, so werden- diese Formeln sämmtlich unbrauch- 

aban , zum Beweise, dass dann das Integral weder durch ‚Logarithmen 
a noch ‚durch Kreisbagen ausgedrückt ‚werden kann; in der That ist es 


> 


- 


om diosom Falle algebraisch i denn da nun ie > ist, so wird a + bx 
a S (a | 





ade ne | Sirzatd 
Es ist ferner: | 
d. a er 
® Folglich durch Umkehrung: 


(b + 2cx) da 
A Sr bx + ex* 


SE er 2 = 
a+bx + cx? 








—l(a+be + cm), 


x de BR 
HR 


dx 


b 
de FW He 





U lat tem) (4) 


> 


so kommt: 





+ bx + C& a 


ren de 
lat br+ en) + RE Fa 








BEN DT Xa-ı dig — (m — en 1 a Xu ep + "2en) au 
EXT > EREIERIT S 
_ın — 1) #2 Xde — (m — 1) a! (b 2 cn) de da 
X : 


d. i. wenn man im Zähler « + bxz + cx* statt X schreibt, und die 
mit gleichen Potenzen von & versehenen Glieder zusammenfasst : 








tn 





ar ade ai da 
d. wa an — 1) Se b(m —n) — m 
r 177 
d 
A e(2m = a 1) .— i 


Integrirt man diese Gldohunz Glied für Glied und bestimmt daraus 
das letzte Integral rechter Hand, so gelangt man zu folgender Re- 
duetionsformel: 


x E y Ä 
x” dx | b(m —n). Kudr 


KT rom N DAR com nl). xm 





a(n — 1) 2 dee 
2m-—-n—1)]) X" 





ck 


welche Be ra Anwendung, indem man suceessive n — 12 
Ned e. eioan die Stelle von » treten lässt, das Integral 
(ar dx 

Km i 
stimmen, kann man von der Gleichung: 

x de (m — 1) (ba + 20x) da 
Xm-ı X RE xXn 
ausgehen; setzt man im Zähler für bx + 2cx* den identischen Aus- 
druck 2X — 2a — dx, so wird: Be 

% dx 
I ne — 2m m) zu + 2alm 1) 2. xm 


x d% 
+ b(m ne m’ 


von jenem abhängig macht. Um dieses letztere zu be- 


d. 











woraus durch gliedweise Integration: 





ee 


1 5b | dx 
2 (m — 1)eXr71 PR 


‚ die gleiehartigen Glieder zusammenfassend: 


BA b-+ 20x 3 Mr 2e (2m — 3) da | ce) a A : 
12% (m I KAac-— 6?) Ku N (m 1) (Aac— br), Kurt n | 


Ss unencnstormel 








deren wiederholte Anwendung das linker Hand 
‚stehende Integral schliesslich auf das im vorigen $. entwickelte Integral 


(Ax" + Ber + 087 IR e SE M)dx 

(a + ba r :E 
zu integriren. Hiemit ist die fünfte der in 
von Differenzialausdrücken, 
ae können, erledigt. 


. 427 betrachteten Formen 
welche bei der ae in Partialbrüche 


Die Formel (1) verwandelt sich, wenn man —n +2 an die Stelle 
von n treten lässt, in folgende: 
der we Baer 1 b(m-+n— 2) N da 

En ielOm Hn— 3) Xi c(2m + n—3) [arm 





a(n —1) de 
 e(2m +n— 3) |" Xm ’ 


i ehem in 2). dx 
wi an — 1) gl XmA 0 q (n Ri 1) Par Xm 


c(2m -n—3)| d& 
Are | A 








(3) 


Hin = 


gemacht ; das erstere ist durch Gl. (2) gegeben; das letztere 








lässt sich aber aus Gl. (3) nieht ableiten, da diese für n— 1 unbrauch- Ex 2 













Ba % n En ” 1 n ME 2 / i e . R R Yan L 
bar wird; setzt man aber x —= = so wird: SABINE N BE 











$ 
dx 2. yam d Y 2% ir 
(a + bz + can ee ayn 2 a 
SR welches letztere Integral mit Hilfe der Glgn. (1) und (2) gefunden werden 
kann; zuletzt hat man wieder 1.:% statt y zu setzen. _ | y Be 
Um die in den beiden letzten Paragraphen le Formeln a 
auf ein Beispiel anzuwenden, wollen wir die Integration der in S. 426 | 
in Partialbrüche zerlegten Differenzialfunktion ausführen. Wir fanden: 
Be (2 + 3) da 1 da 1 
77 (x + 1)(2? + er By 3) ek : 
IL Sr — 102 2) 2| («+ 2)de ; $ 
> an) laser 

Die drei ersten en ergeben sich sogleich mittelst der For- 

meln (1) und (2) in $. 427, und sind: 

et 2). | BE, 
Setzt man der Kürze halber  — x +1=X, so wird: : = 





? (Te! — 100 — 2)da _, |atd ade ‚(ax 
Gem kamen 





und wir Efkalten et der Formel (1) in diesem $. ‘der Reihe nach 
n=1 und n=2 setzend: : Sy, RN 






# 





a die 
KT BIN BE, 






BO EN da RU 
Se ee | En 







führt man diese Werthe in ObIer ‚Gleichung ein, so kommt, da sich die 






=) de | <a 
SR mit = behafteten Glieder aufheben: | Be 






(7x2 — 108 — r de Beh: 
(2° a | 








1 (5) i im, origen s ei ferner: 
(ae +24 er 2) de dıe 
P— at | ++, 22 —c2+1' 


woraus mit Hilfe der Formel (1) TR eInan $. (da hier dac — b?—=3 
. posii ist): 





Al Somit ist: 


E (2 +3) da 
a & Je _ ee + Iren 





ren 
: ine he er Zend 
2a HI — I 1)? 
See er) Ber ne 
a, (2x lc, 


Sa are 

Aus den an Betrachtungen erhellt, dass jedes Diffe- 
‚renzial f («) de, in welchem f(x) eine rationale algebraische Funktion 
‚ist, durch algebraische Funktionen oder durch Logarithmen oder Kreis- 
Be ea m a ohne ns ee als jene, 


Kar 0 











SIR. Integration der algebraischen irrationalen 
Differenziale. 


430. Zur Integration“ der irrationalen Differenziale besitzen wir 
keine et Methoden ;. einzelne Fälle ausgenommen, gelingt die 
wenn man een a eine rationale u! 


















> "z 1 a de .. S Su 1 05 RE 2 


werden auch x und dx rational duch 2 aufgedräckt: N 
Auch in dem allgemeineren Falle, wenn die Difterenzialformel 


nur irrationale Potenzen des Bruches 








enthält, also von der DER 





! + m | 5 
Form: ; ER Ri ; a $ ee 
r en Sn 
Er b& a+be\;s -|I RE 
% ne (‘ BE a) au ) h HT d.e 
| | + ha b + hw ® Bo 
ist, erhält dieselbe eine rationale Form, indem man 


5: : Re, + dx Re 
N Ber, | 9 + hx 2 
r setzt, wo Y das kleinste emeinschhfitiehe Vielfache der Nenner q, 5,... Rn 
SE bezeichnet ; denn diese Substitution schafft offenbar die irrationalen % 28 
Brüche weg, und führt keine neuen Irrationalitäten ein, da aus der 2 


selben für z& und dx die rationalen Werthe: 





> zu—l = 
NZ ah) dg u 


Del (BD haus 


e = 
I 





folgen. 
Um z. B. das Integral‘ 


zu entwickeln, setzen wir 


so wird: 
| 4y dy 
= I — ie $ 
y° un 1 DEE 
und die Substitution dieser Werthe verwandelt unser Integral in das 
folgende: 


N 


welches durch Zerlegung in Partialbrüche, oder mittelst der in $. 428 % 
und 429 entwickelten Formeln sich leicht bestimmen lässt. Man findet: 


J= — 





el wieder 
1— x of 


_ 


so wird das hl: Integral: 
Vie a Vits-Vims,, 
1+2+YVı—a 


_ Vike Vi "+1: Er Vie) or 








ge 


431. ‚Jede Differenzialfunktion , - deren Irrationalität nur an der 
Anwesenheit der Wurzelgrösse Va + ba + ca? haftet, also von der 


< 





x 


Re gr 

ist, kann durch geeignete Substitutionen rational gemacht werden. Man 
wählt hier ‚Je nach Umständen, einen der folgenden Wege. 
3) Ist c positiv, so setze man: | 


Ya +bc + a—2—aVe; 





hieraus folgt: 
2(2? Ve+tbz+aVe)de 
(2 eVe+ b)” 
are c+bz+ aye C 
= 22Ve+b 
= und die Substitution dieser Werthe macht das orgelepte Differenzial 
aenbar rational. | 





= 





’ 


‘ee 


setzen, wodurch 


VerwaVo 


2. (e Va— be — 22V a) de 
rer 
_ eVa—be— Va 
2 re | 








| 3) Diese letztere Substitution ertheilt dem Integral eine schein- 
I imaginäre Form, wenn a negativ ist. In diesem Falle seien «,, Gy 
i aealı der Gleichung: | 























so dass 








Ve ee 


P . y 
diese Wurzeln werden in praktischen Fällen immer reell sein; dem 
E AL “ Bar; 
MT} . “ . % ne " D C A x Pr Er 
wären sie imaginär, so würde das Gleichungspolynom x? — u et 
= C € E SA 
für jeden reellen Werth von & positiv [$. 94, e)], somit das Trinom 


a + ba — cx? negativ, die Wurzelgrösse Va + bxz — ca»? und mit 
dieser auch das vorgelegte Differenzial, folglich auch dessen Integral 
imaginär werden für jeden reellen Werth von x. Soll das Integral 
also überhaupt eines reellen Werthes fähig sein, so müssen die Wurzeln 

















&,, &, nothwendig reell sein. 

Setzt man nun: | 

ee (x — a,) (e, =)=@- 0) eVe, 
oder 

 — e—=(2 — 0) 
R so wird: 
arte, 2(0, — a,)2de 
22 +1 ze @Rl)ee x 
u, — 0, eVe 3 
Va + bx — cx? (ei 2 nn ? 


452. Wenden wir die eben vorgetragenen Methoden auf das Integral 


» 











Bee | 
R Zn ,. 
Va ae A CR” | Ä £ 2. 


an, so erhalten wir im Falle eines positiven c mittelst der qten Trans- 
formation: ER. ERSEN 


» 


A di : de. ee le \ Vi ı) 6 "om 
 |Vortet ein) Vor: Vorne ne 
somit nach Wiederherstellung des Werthes von 2: \ er 
a g .])Va+ be + ex? 


ee, oder, wenn man den Faktor 2Ve aus der Klammer nimmt und de 












— 7. 10 +20 +2 VeVa+be+ad)+C, (1) 


BERN 
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dx Ir b n N SED AIR 
Bye. — ni] (> +x2Ve+Va+tbz er) (a 
In. + bx2 + cr? Ve 2Ve RE 1) 








Durch Anwendung der 2!" Transformation ergibt sich: 





dx An de 2 ar 
Te pi ee art & ee 
Va -+ bx — cox® Aro, Ve Ve’ 


folglich, wenn man den Werth von 2 wieder einführt: 





— (0 — —oaretg Ve: Va Le (2) 


at be — ex? C xVe 
JVa+ 


Dieses Integral kann übrigens noch unter verschiedenen Formen 
dargestellt werden. Behandelt man dasselbe z. B. nach der 3'° Trans- 
formation, so erhält man: 











{ G, — % 
setzt man nun für z seinen Werth —= V% ‚ und beachtet, dass 
ee — 0 
1 








{ . : b a : 
co, und «, die Wurzeln der Gleichung x° X = ESındaar So 
2 C € 


- kommt: 














e EP >» ©) 
; = Hl 2 are tg RRRE re (a 
Va+bx -— ex? Ve Vb?+4ac— 2cx + b 


Einfacher wird dieser Ausdruck, wenn man 2aretg in arcsin umsetzt; 
kürzer jedoch ist folgender Weg. Es ist: 


Ne wi ve nn ne 
Bor a eo 


oder, wenn man Kürze halber ee —; —— 4 setzt: 
































Dieses Integral geht aber aus der Grundformel 


& A ß j C E By 
— arc sin« hervor, indem man Zn an die Stelle von = 


4 


‚lässt; man hat also: 


en 
Va + dx — cx? av 





A 
= are sin 





Ts ı vb? 


treten. - ei 


Setzt man in (128-0 und eh sodanaıh are so folgt: = 


7 


N ES ve 


(e+ VIF) +, 


} 


ee] 


= ve—ı) Ho 


Auf dieselbe Weise erhält man aus : 


Er re sin® 
ei ee 


Aus e und (© folgt, ferner, wenn man ne statt. e, also auch 


- 


Ir statt da setzt, und ‚schliesslich a, 





a i bxz — 24 
Br u +b2+ 0x”? en 2; = x Viac+ b: b? % 2 


a Für a—=c—=1,b—=0 folgt aus der letzten Gleichung: 


' | 
—= (0 —arc sin — = U — are cosec®, 
ven x 


bie 


j oder, da arc Cosec % — ER are sec: 





ann, secz + 0. (LIyee 
Eu Ve—ı 

4833. Die in $. 429 entwickelten Reductionsformeln für Integrale, 
welche Potenzen des Trinoms (a + bx + cx?) enthalten, sind — ver- 
‚möge ihrer Ableitung mittelst für jeden Werth von m und n eiltiger 

Differenziationen — gleichfalls für jeden Werth dieser Exponenten 

giltig, jedoch nur dann von Nutzen, wenn sie zuletzt auf bestimmbare 

_ Integrale führen. Dies findet statt, wenn m und » positive ganze 
Zahlen sind, wie in $. 429 vorausgesetzt wurde; aber auch dann, wenn 
‚der Exponent m des Trinoms X = a -+ bz + cz? die Form p + 5 
S annimmt, wo p eine ganze Zahl bedeutet, weil in diesem Falle schliess- 


429 in folgende über: 
RE 2%(b+ 2x) YX 
xyx (2p —1)(4ac — b?) XP 
&(p — 1) Beh 

2p — 1) (dac — BE) |xyo-ı X-yYX' 
on do Ba yXxX b(2p — an + 1)[a" 1 de 

Ixvyx 79 Or n) ar 2c(2p —n) xPyX 
an — 1) (82 dx 
c(2p —n) xvVX' 





wi 








+ 








Ren 








EoYyX ante  Yalmı) |yızay x 


cp +n—2) dx | 2 
A (n seen L) a xPVX s € 


Der Gebrauch dieser Formeln ist für sich klar. Für » = 1 wird die 


| da vs yXxX $ b(2p + 2n--3) dx. 





REITER 1 
Formel (3) unbrauchbar; man wird in diesem Falle x — - setzen, 
4 Y 


wodurch 








REN y’ dy 
JexVX (a ) Ye + by + ay? 


wird, welches Integral nach (2) zu behandeln ist. Mittelst dieser For- 
meln werden die Integrale linker Hand zuletzt auf das Integral: 


j de _— 2(b + 2c) Far 





xXVX (dae— d2)YX 
zurückgeführt, welches sich aus (1) für p —= 1 unmittelbar ergibt. 
Setzt man in (1) — p statt p und in (2) und (3) — p — 1a 
die Stelle von 9, so gelangt man zu folgenden Formeln: 
) yv ya as 2 
(b+2c&)XPVX .-(2p-+1)(dac— 0?) Pf-ıyx Ms 
4«(p +1) 8c(# +1) 


TRAUN ER ae 
: 5 I XPYVX d: 
rt u le 





I* yXxX U 








(ax VxX ar — 








aln — 1) | | Ei 
— | ar 2 XrYX de, (5 
cp +n+ 2) (5) 
zVXde  _ RHYyX ,bop—m+5)|XrVX dx 
da . 8 (n — a 2A (n II 1) gr 


+ 





a(n—1) 02 


c(2p —n ee, dx (6) 


Die letzte Formel wird für n = 1 unbrauchbar; es ist aber: 


XPyX da XPX AR _ x de ‚| x Xv de 
] oa er v2 ey 


ar un Bl xy | 
— D|Xr A VX an + ee X YX da + Ben 
















Du 





' das 2'° Integral die Formel (5) in Anspruch 


-XayYX es XP YX de 
— a 183 PUV x 
Lira)“ VXde+ta n | (7) 
Von den Ben ‚Integralen im 2ten Theile der Gleichung kann das 
35 erstere nach (4) entwickelt werden; das zweite führt zuletzt auf Se 
aus (7) für p= 0 sich eemheide Integral: 


a yg E a 8) 
VX Eee 2Vx ur 


























gr YX b(2n —1) ade aln—i) Pi dx 


RE wre Se, 























en a YVX EN = VXx | a r 

Ar: = VxX b (20 — 3) de | 2 

anne. 20m lo iVX 2 | 

3 en —2) dr „ m 

; an — K) DEM X (10) & 

Eee ee 
= ar Aa Sc VX. 








> ei XVX ben) -ı VX 
|" YX&= en +2) 2c(n 9 % VX dx 


RR | nr 
as mn! VX de, (12) 2 


Be KVX..0 om 5 VX cn 3, 
- nr Deal) we | 





ze 








eh 
| 
| 





a er (13) 








v 
Kr: Dr RE (a + ber) dx, 
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und verdienen daher eine besondere Betrachtung. Hiebei bedeuten m 
und n beliebige, ? und g jedoch ganze Zahlen; übrigens kann, un- 
beschadet der Allgemeinheit, m als eine ganze, n als eine ganze posi- 
tive Zahl vorausgesetzt werden, da im Gegenfalle eine einfache Trans- 
formation genügt, um dem Ausdrucke diese Eigenschaften zu verleihen. 

Zum Behufe der Integration kann man zunächst den Ausdruck 
auf eine rationale Form zu bringen suchen. Setzt man zu diesem 
Ende | 











Dee 23, 
so wird 
1 Lie: 
21 — a\" 21 —- a\"” 
2 —( = EN 2 ( 2171 da, 
b bn b 
und hiemit 
q a 
2I —g\U 
a — ( ; ) a a ee 
n 
3 N ; 1 x 
und dieser Ausdruck wird rational, wenn — eine ganze Zahl ist. 
5 8 
Setzt man aber 
ee U 


so wird 





= Fe 
A N 1 A N A 
Ir = u da Zi TIs22223e 
x (- — ;) EN N (- — ) R (- ae ‚) i 


hiemit verwandelt sich das gegebene Differenzial in 


m ) 
3 1 


: I 
1 A a a 
dy = — re er d wi 
I n ® = ): i (- — ;) 


5 ; = Mm ee 2 
und wird rational, wenn —- I eine ganze Zahl ist. 
N q g 








Mm N VEN 3 
Ist weder, noch a, eine ganze Zahl, so kann das bino- 


mische Differenzial im Allgemeinen nicht rational gemacht werden und 
man sucht dann dasselbe durch Reductionsformeln auf eine einfachere 
Form zu bringen, zu welchen man mit Hilfe der theilweisen Integration 
leicht auf folgende Weise gelangt. 


2 RD : 
Der Kürze halber sei : —=r und a -+ b&"—= X, so wird, wenn 


wir die Formel 2 


iR dv = UV — IE du 





Ben Kuspruch nehmen, FR w—a+ ns), dv — a"! da setzen, wo- 
m 


ech du — = bur(a + dann a ER — z wird: 


: m. vr 
| ER —_ “2 Dr a (1) 


Be man aus dieser Gleichung das Integral rechter Hand, und 
schreibt m —n statt m, undr + 1 statt vr, ‚so erhält man: 
N RT NEE Re a N 
fe ee Eins bn(e + 1) 
Eijiese Gleichung verwandelt sich, wenn man im Integrale rechter Hand 
x rn X eXta bar) setzt, in folgende: 
MN Xr+l Tl (m Be) 
bn(r +1) Ddn(r +1) 
b(m — n) 
&  bn(r +1) 
aus welcher durch Zusammenfassung der beiden mit demselben Integrale 
 behafteten Glieder folgt: 
a zamon Xr+i a(m Ten n) 
b(nr m) Db(nr+ m). 
Diese Formel liefert oder durch Auflösung nach dem rechts stehen- 
den Integrale, wenn man noch m + n statt m schreibt, die nach- 
‚stehende: 


fan Xr+i dx. (IT) 








| gn—l 3 ge ae fr gm—n—1 x da 


| gm KU da, 





ar X" de —= | mi X’de. (IM) 





b ar + m) a xr da. (IV) 


anz! EN: dx e— 
Wenn man endlich auf das letzte Integral der identischen Gleichung : 
N. je X din — Eue Xi +bar)de » 


et a an x dx an b je x dx 


a" x | | am m—1 r—1 | 
.. en 2 a 


gem 24 nr 


——— [at 1 X de. 
nr Er m 7 nr + m : 


arzt Bar de — 





Aus dieser Gleichung folgt schliesslich durch Umkehrung und Sub-- 


stitution von r + 1 statt r: 

NR nr nm 
an(r +1)" an(r +1) 
Die Formeln (I) — (VI) sind nun die gesuchten Reductionsformeln. 
Man sieht, dass 








Im X dx en ie gn—1 xl dx. (VI) 


die- (I) m vergrössert, r vermindert 

die (II) . m vermindert, r vergrössert; ö 

die (II) ... . m vermindert 

S - ohne Aenderung von r; 
die (IV) m vergrössert 

die. (V.) »,.% ©r vermindert 

NY E | ohne Aenderung von m; 
die (VI) r vergrössert 


und es hängt in jedem speciellen Falle von der Beschaffenheit der Ex- 
ponenten m, n, 7 ab, welche dieser Formeln eine Vereinfachung des 
vorliegenden Integrals zur Folge hat. Verschwindet der Nenner in einer 
dieser Formeln, so wird dieselbe unbrauchbar ; in solchen Fällen lässt 
sich aber das Integral immer auf Monome oder rationale Brüche zu- 
rückführen. und sind daher Reductionsformeln entbehrlich. Zur Er- 
läuterung ihres Gebrauches wollen wir dieselben auf einige häufiger 
vorkommende Integrale anwenden. a 


q i ; 
435. Um das Integral | — —— - zu entwickeln, machen wir von 
(af Das)0 >» | 
der Formel (IV) Gebrauch, und erhalten, m= Il, n—=23, r——» 
setzend: 











dx X 29-9 
a Sa [ 2 ER, Bee (1) 
(a+be?)? 28 —1)(a+ ba?)! 2a(p— 1) a ! 
Ist 9 eine ganze Zahl, so wird man durch wiederholte Anwendung 
dieser Formel zuletzt zu dem Integrale: 


dx b 
BERN = ,,wwe/, +0 


gelangen, welches aus $. 419 bekannt ist. Uebrigens kann man in die- 
sem Falle, wie leicht IRRE: auch dureh Zerlegung in Partialbrüche 
zum Ziele kommen, doch ist der Gebrauch der Reductionsformel ein- 





facher. 


‘ Ist » von der Form 


‚ so führt die wiederholte Anwendung der 


St) 








\ A "Mit tie der Formel (11T) findet man former, m 1. statt en se 
LE Be 4 setzend: “x ER 








ai de, are an Ya bar a(m — 1) 
| be bm 


Formel, welche —- wenn m eine ganze Zahl ist — das vorgelegte 


Kae - Er Wa 
‚ ode m 
Va - + br® bar’ Kr Va + bx° 
wc, j Je Fohdem m he oder ungerade ist. 
EP erhasst mau 41, bein, 50 folgt aus der obigen GI. (2 I 


En „Va + ba: 


na) 





my — x: ge Mm — Y = 
| In er 7: 
und man erhält ‚durch wiederholte ur sudung, ‚dieser Formel die fol- 


genden Ausdrücke : 
Wenn m ungerade: 











3) NE 


Ben 





22 are sin & N C. 








I re ET a RAT ER er ee 
FR 5 NE 


RE re EEE” e* ee! rn 
a Ma TEE RER er 3 
a es ee NE les Er 

N a Y we 
r i ne Auf 2, 


Be _ a 
S nr en 


2 di Va-t be? b(m—2) di 
gg Va + In m  alm ZN 1) gm a(m — 1) am Va Hp2 














(6) 


durch welche Formel das vorgelegte Integral, je nachdem m eine gerade 
oder ungerade Zahl ist, zuletzt auf eines der beiden Integrale 


dx dx 
oder 


Va + ba? ‚JaVa + ba? 
zurückgeführt wird, welche man mittelst der Formeln in $. 432 findet, 
indem man dort db = O0 setzt und dann b statt e schreibt. 





Um das Integral lo" Va + bx? ds zu entwickeln, wird man zu- 
vörderst mittelst der Reductionsformel (V) das Radical “in den Nenner 
hinabdrücken ; man erhält, m-+1 statt m, n—=2 und r—=3 setzend: 

| gm Va be? a ar da 


Ba ee 7 
m + 2 Ber, Va + ba?’ Ü) 
wo nun das Integral rechter Hand nach den Formeln (2) oder (6) die- 


ses $. weiter behandelt wird, je nachdem m eine positive oder negative 
Zahl ist. 





| =" Va + ba? da — 


Zur Bestimmung des Integrals 














en die ng de 
Vax + bo?  )\Va + bx 
wird man in der Reductionsformel (III) m +} statt m n—1l, r=— } 
setzen und hiedurch zur folgenden Formel gelangen: 
erde _ a yantie am arte 5 
Vax + 00° bm 2 bm Vax + bx?’ 


durch deren wiederholte Anwendung das gesuchte Integral, je nachdem 
b positiv oder negativ, schliesslich auf eines der Integrale: 


dx 


1 Er 
Var ua yo !(@+ 20% +2 V Var +) +0, (9) 
oder 


da 1 . 2be — U 
Se 2 — Se are. Sin + ( (10) 
Vax — bir? Vb a 
zurückgeführt wird, welche unmittelbar aus den Formeln (1) und (4) 


des $. 432 hervorgehen, wenn man das constante Glied unter dem 
Wurzelzeichen — O setzt. Das letztere Integral ist, wie jedes, welches 








& k m _ Ne “ a re + Fa 
Bu e ur En a BE RL, i 
Er ep. 3 ii Keen BR TERT , Ede Re en a a ;e nn. 












ORen naar wird, manmnigfaltiger Formen 
fähig, unter welchen die folgenden, als die Arrfachsten bemerkt werden 


können: A & 


en 7 =; arc ine +(0= a arc sin Re — Ir 0, cHU) r = 

welche sich amtlich nur durch die willkürliche Constante unter- En 
BSR, scheiden. *) | | i & 
>  Mittelst der Reductionsformel (V) erhält man ferner, indem man ee 
3 E38 n—-lr= ar und m + 3 statt m setzt: | :; 


Filed | en a rtde 32 
a - m 2 de — = : Dr Be 


“wo nun das akepral rechter Hand nach Formel 2 in diesem $. weiter 
behandelt werden kann. ; 
Setzt man in (12) m—=0, so folgt, weun man zugleich die Gl. (8) 
fürrm—=1lin Anspruch nimmt: 














22 + a ES E dx S = 
Vax + 62? de—= -——— — Vax + bx? — 13 
| 4b tel)) Vas + bx? ) ; 
in 20, b === 1 -ergibt. sich hieraus, mit Rücksicht auf (1 0): 


2 


7 Vak) )Va—a+zaresn—+0() 


4836. Fällt ein irrationales Differenzial nicht unter eine der in 
den vorhergehenden SS. betrachteten Formen, so kann dasselbe — ein- 
 zelne Fälle ausgenommen — nur durch Reihen integrirt werden. 
” Zur Erläuterung des Verfahrens mögen folgende Beispiele dienen. 


Um das Integral dx zu sn hat man, unter De . 


der. Voraussetzung, dass” e und & echte Brüche: 











1: 7 

2 = 3 ERrE oe ae a. edxd — ... | X E 
ee, 0 M 

| | *) Ts ist, wie man leicht findet, are sin ne Farce su =, a 


Er eur ahRR: TE 
re Bın versus —— , 
Fa a 


2 





an Hast de ik we 





u. 8. W. | 
Multiplieirt man die letzte Gleichung mit dx“ und integrirt, so er- 
hält man ; 


el Ast! Fe RER 


Es ist übrigens nicht eben nothwendig, die Funktion in eine nach 
Potenzen von & fortschreitende Reihe zu entwickeln, wenn nur über- 
haupt die Glieder eine integrable Form erhalten. So kann man im 
obigen Beispiele die Wurzelgrösse Va — x? im Nenner unverändert 
beibehalten, und erhält dann: | 


V- 1a? Ey en 
en 


welche Integrale nach Formel 9) des vorigen $. gefunden werden 


können, | | ? 


Auf ähnliche Weise erhält man das Integral 


> _ 


1 


la ER 
ar — |ar(1 — er) 2 (1 eu) ®; 


yı u e?e?) (1 — &20?) 


entwickelt man die Potenzen der Binome, unter der Voraussetzung, 
dass &, e und & echte Brüche, und multiplieirt die beiden Reihen, so 








> 


kommt: er Se 


dx 


va > 








un jr 1 + 4,2.” + A, „al 4 4.0 + Ds 3 | 


BE nat hit. + 





Ba ww | 
RE Auch kann man, den einen Wurzelfactor beibehaltend, setzen : 


er 


de 








va — ee) (1 — &?) Ar Vi 2 > ls 


Ye « 
dx z’dx 








aldx 


Ne.) | a Vi er 
welche Integrale sofort mittelst der Formel (2) im vorigen 
wickelt werden können. 


= 
7 


fa EV: Integration der transcendenten Differenziale. 


a) Differenziale mit Exponentialsrössen. 
: 


457. Wenn ein Differenzial transcendente Funktionen enthält, so 


Erscheint das vorgelegte Differenzial als algebraische Funktion der 
 Exponentielle e"*, so wird dasselbe durch die Substitution:  e® £ 


== £, 
mm ER lg 12 


b de i 
Zr de = -— aleebraisch und kann sofort nach den Methoden 
BR BEE 


- der vorhergehenden Abschnitte behandelt werden. So wird z 


; dieser Substitution: 


ie. 


. B. mittelst 


ER za dz 


iX an 1) Ver — 1 = (+ Ve —ı. 








Setzt man nun Vz: a u Aa Y, woraus 2, == N 
Y 
ee! 


EVER dy folst, so verwandelt sich das letzte Integral in 








>) dy we Si 





_ aji+ Tate BE 
kl De: 
es ist somit, wenn man das constante Glied mit der willlkürlichen Con- = EN 
stanten vereinigt, und den Werth von 2 = e“* wiederherstellt: a 
eaz dx De Bun ae ; x % 
(+ Ver-i al erı ee 
= Wenden wir auf das Integral = e"®dx die Regel der theilweisen = 





Integration an, indem wir in der Gleichung \udo — mw — } du er 


u— x", dv — e"® dx setzen, und beachten, dass Ya 
ce BI 

fer +6 er 

A j Be 

| Be: 


‚ist, so erhalten wir die Reductionsformel: 





Mm paR a: 
N \ | gn eu® dr — ee —| DI EUR, Sucsh Se 
d FI EU j 


Ist nun m eine positive ganze Zahl, so gelangt man durch wieder- A 2 
holte Anwendung dieser Formel zuletzt auf das bekannte Integral 











| e"® dx, und erhält sofort: Bear 
» m mym—i lm — m—2 Bee 
| gen 8 A — el® E EB, ed 7 Mm m 1) X Ba ; a Sr 
A x a a? a° a 
Be". "m(m —1).:2.1 Er 
| I BEN RER ETINRL TEN T Ma 
Be. urn Ei 194 am! 3 + 06. (2) ee 


Bestimmt man rar aus Gl. (1 ) das rechter Hand stehende Inte- 
gral und. setzt — m + 1 an die Stelle von m, so. folgt: 

















e'? dx 2 | B; 8 di 
a — ; nr Sr 
zeit i (m Ir 1) gm—1 at m —iI1 am ( ) ve = 
und man erhält durch wiederholte Anwendung dieser Formel: r ® 4 
er? dx eG | ax IE atx? ö ar 
a ee ae e 
am mil m N TmE met : 


SR, a B. 


een Be 


n 


am? gn—2 





vet 





Das Integral Sn ist einer weiteren Reduction nicht fähig und 
5“ man muss zur Bestimmung desselben zur Reihenentwickelung seine 

Zuflucht nehmen. Da für jeden Werth von #: 

BEN En 00° 

a BE Or 


‘so hat man 
err dr 


2 
a_otw+® a: 


| Sa Yon allen anderen Fällen, wenn m eine gebrochene Zahl ist, oder 
die Exponentielle e““ in anderer als der oben betrachteten Weise mit 
© verknüpft erscheint, muss gleichfalls zur Reihenentwickelung geschritten 

” werden. Zur Vereinfachung kann man sich aber häufig der Regel der 


%) e’® de, so hat man 
f(x) et 1 
a a 





| \r@ GER di — 


Ir (0) er? de. 


Ist nun z. B. f(x) ein Logarithmus, so wird f(x) algebraisch und 


‚Ist aber f(®) ein STE Bruch, so kommt man unmittelbar 


_ behandelt werden kann. 


b) Logarithmische Differenziale. 


438. Betrachten wir das Integral f a" (le)" de, so erhalten wir 


gem (dar g 


fer (12): de er (1) 
















- Ast n eine positive ganze Zahl, Er ont ı man dureh wieile holt 
Anwendung dieser Formel zuletzt auf das bekannte Integral le ande 


und man erhält somit: DE TE PEN Se 


‘ Ze \" 1 \n—1 nn N, FE le 
| Er ee | (1%) n\ > + ZN 1) u) in 
| Tan Br 
el En 3x Cs 
Aus (1) folgt ferner, durch Reduction auf das rechter Hand stehende 
Integral und SS von —n 34 1 an die Stelle von n: 

















Ä F L nt be: 
Be RER u L m ee Let dr en 
Ri Se & N ra 
a (ar GE - n 1 layer 














und durch wiederholte Anwendung dieser Formel: 




















gm de EL on 1 Mm Ei 1 
(ey nl le T (n -- 2) ey 
len 
u (n—2)(n -—-3) (Ix)ı3 Ma, EB 
(m + 1171 m Se 


MEN LER 


| RER EHE nn Na AR 
Das Integral er kann in endlicher Form nicht dargestellt wer- 


den. Setzt:man Ie—y (also 2 &, ## —= er sde— elay), SO wurd 


gm da em ı)y dy ; RT SB u 
=— r D) : 


1% Yy 










wodurch dieses Integral auf das im vorigen $. in Gleichung (5) ya 
trachtete ZUEIOESEINDE, ist, Man findet hiernach: | Se 


em+ı)y = Be im +1)? 1 (m41)3y ee 
a 1y Er ie ee I 
TE ++ se. BE 1.2.3 2 Se 






- 


somit, wenn man den Werth von y = io, wiederherstellt: 








3 am de mt lo | 1 (m + 12a)» IS 2 = 
re le) dee a, we: 
| I | 2 Ulm se Baer et 


- Für m—=0 erhält man aus (2). (4) und = . 





" de et ‘ Sa BERN. 

(Te)" en 1 Arc AR (n 15% 2) He 
N I 

TR Raten 


% 1 Id 
ee 








"— 1)(n—2)...2.1 Ta G 


.- 


ae 
31.2.3 





CHR) ++, SIR Er. 


| 2:17.22 
Für m—-—1 kann wohl die Formel (4), nicht aber jene (2) benützt 
Fi werden; man hat aber, Ic = 2 'setzend: 


2 2 ojrde e Sr m (Bere 
je, rel 
jr ar 1 
in Na (n—1) (le 





Er ba C, (10) 


2) + 6. - (11) 


Man sieht übrigens leicht, dass jedes Differenzial von der Form 


/ flia).—, unter /(lx) eine algebraische Funktion der Grösse Ix 


verstanden, durch die Substitution !x = 2 en wird. Logarith- 
mische Differenziale von der Form f (©, Ic) de werden durch die 
Sunstitution 2 nadie Exponentialform Lie, 2 erde ERSSEN N 


“ 
c) Gonjometrische und cyclometrische Differenziale. 


439. Da alle goniometrischen Funktionen sich durch et eine 

+3 realen algebraisch ausdrücken lassen, so wird ein Differenzial, wel- 
ches nur solche Funktionen enthält, eine algebraische Form annehmen, 
wenn man eine der darin erscheinenden Funktionen einer neuen Ver- 
änderlichen 2 gleich setzt. So wird z. B. mittelst der Substitution 


% © 
EN. —2, . 008. — Vier de m, das Integral: 
[Er % Vi 22 








dx A r E 2 ? dg ER R ER EN 


























sinz + c0S&X eVvi- 2 Hr 12 a 
und kann nun leicht bestimmt werden; denn setzt man, um rational 
ER eE ; & Be 
zu machen, yı — 2? —1 — ye, so verwandelt sich dasselbe in Be} 
Pa ‚V2= 2 hy 3 
1 E29 =; SE, 
und man hat somit, wenn man den Werth von ie 
ee _1— o0s® | m 
y= 5 eig ar miederherstellt- - 
£ sin x ee 
1 .y2 1 +tglx ? 
J = u SE er = 5 a 
V2 V2+1-tg}r = 
Wendet man dieselbe Substitution: sin® = 2, c0s# — vage 5? 
dz 2 
en auf das allgemeinere, eine häufige Anwendung findende 
‚1 — 27 I - 
Integral : | ES" 
| sin 2” cos a" dx 
- n—|1 En, ? E Fe 
an, so erhält dasselbe die Form (.m(1 — 2?) ? dz, in welcher man 2 
das binomische Integral erkennt; man kann daher für dasselbe dem 
$. 434 entwickelten Reductionsformeln in Anspruch nehmen. Einfacher 
Re ist jedoch die unmittelbare Entwiekelung. Setzt man nämlich in dr 
= 2. =Gleichung: [% de == UV — fr du, | = 
s RES We SH er NE 
somit 
, | - cos aut - a 
dw (M — I EN ENTFLOS TAI Ve > FF 
Be e n+ ie | Br 
” % “ 7 
so erhält man: Be 
| Ser Be Be 
sin 2” cos @" d£ = — - , ER 
nt 1 | Er 
m—i R = Ki 
-H —— [sin ER LOR DE ct. (yo 
n—+1J { Er 
Hieraus folgt, wenn man 377 —x an die Stelle von x treten lässt, 2 
und m mit n vertauscht: 2 n a 
® a 
i EEE N Pe AN 
Isin x” 08 2" de — SIT COS I, I Bar 


m 1 mi d Br 



















N ass 
EENT) Setzt r man im Integrale Er Band dat DIRKERSIN EI cos 

0 = sin em? eos (1 — sin 2?) — sin a"? 05a" — sin x" cos a", so zer- 

j fällt dasselbe in zwei Theile, und die Formel (1) verwandelt sich durch 
: E remgung der gleichartigen Integrale in folgende: 


nl: sinam-tcosantl m—1p., Ai | 
Bl sin gm cos ar de — — a 


E2 mn. mn 








 qus welcher man, m + 2 statt m schreibend, die nachstehende ge- 
Br wine: 

3 EN ESSLTER ES 

A | Vsin 208 c# de — 

Baer er aD nt 2 SI. 60820” dw. (A) 
20 m 1 


| Setzt man endlich in den zwei letzten Formeln 570 — x statt , 
und vertauscht m mit n, so ergibt sich: 


In Ber oe N 
m + n Re m ın n 
sin am #1 cos #1 
nt 1 
, an+t+n-+2 
ee Rt 


Durch wiederholte Anwendung dieser Formeln auf ein Integral 
‚der in Rede stehenden Form wird dasselbe schliesslich auf ein Integral 
| zurückgeführt, in welchem der Zahlenwerth der Exponenten von sinz 
und cosx die Einheit nicht überschreitet, und welches, wenn m und 
ın ganze Zahlen sind, unter den folgenden neun Integralen sich vor- 
finden muss, wobei, der Kürze wegen, die Constante allenthalben weg- 


‚gelassen ist: 





% | sin a2" ecosa" de — | sin 2" cos ER di, (5) 





jsn DE order 


sin a" cos at +? de. (6) 











\@=:; | cos« dB ==SIER: \sinad@—— cosz; 








sin» cos de—=}sina?; |-— =Ite}la;. |—=ltg(im+}r); 


dx 
— —/!tge. 
SMF COST 





E de —= —-1cosz; [eote« de -—=LsnE; 





Die vr ersten dieser Iniemale Sg IDEEN bekannt; die 







sin? cos2 dk = 


Isin 2.dsina = 











































. 1 | 1 1 
de I. de . jeosga@.d.g® 
i sind 1m hend 172 
.  )sinw Sind x 60350 sin! x cos4 x 
dir +% ER 
3 22 u | 
coo®  |sin(4sc-+x) 
sin® da d.eose. A BR 
|te« U — —!cse +(, SE 
e « COSX COS X 2 a s & 2 
cos® de d.sin x A 
|eotg« de =1\— — =|——— —=/sine + C), at I, < 
TUE cos« 
= r - f 3 FE 
da =. we x a 
: dx COS x” d.tex nn 
el en lee elta 0 Bee 
SINX COS X tg x tg X SPEER 
u Er 
Als besondere Fälle der obigen allgemeinen Formeln verdienen “ 
folgende bemerkt zu werden: & Br © 
ö sin oe os em lee N ee 
r |sin ao" de = — —-+ -— |sin ESBEN (7) ” 
Ib, Mm Mm 
= | de COS X md de Be, 
nn a 
eine" nen m — 1 sin? BR; 
| sinz cost n—1p 7 RE 
| COS un dan -- | ROSEN Rdn (ee 
ö = y ; [° > N ei } 
N; dx sin & % MD da (10) Er 
B. coseh lm Leo m) eo Re 





er a 
tea" de — je au de Li 

) n m— 1 S R \ A #5 
} cot Er | 5 7ER 

| eote ar de —— rn ee | cote 2772 de. (12,5 





N 


440. Die Potenzen sin 2”, cosx" können bekamntlich, wenn m 
und n ganze, positive Zahlen sind, durch Sinusse oder Cosinusse der 
Vielfachen des Bogens x ausgedrückt werden IS 729,81.=B03];5 eis e 






ist ein anderes Mittel zur Es der N) rn iR, 





z Sr > I Zr => Y 


 — Exponenten dargeboten. Dieses Verfahren nimmt, wie leicht zu über- 





Be sehen, die folgenden Integrale in Anspruch: | 
, ‚ COS MX sin mx 
/ \sinmz de ne + C, [eos mt de = — 4 ee 
i m m 


| sin mx cos nx da — — we (m + n)® 24 cos(m — n)® re. 


2(m + n) 2 (m — n) 














N [cos mx cosnx de — er . = = iin =; = R e ae, 
| [si ME SINNK de — a aEeNE — > e = z N +6, 


von welchen die beiden ersten sich unmittelbar aus den Formeln 
[sin de —= —- c0StT, | cosa dx —= sinxz ergeben, wenn man mx an die 


Stelle von & treten lässt; die drei folgenden erhält man leicht, wenn 
man in den bekannten goniometrischen Formeln: 


- 


= 2sina cosdb = sin(a + b) + sin (a — b), 
2cosa cosb — cos(a + b) + cos(a — b), De: 
2 sin a sin b — cos(a — b) — cos(a + b), ER . 





a— ma, b— nx setzt, mit de multiplieirt und sodann, mit Hilfe der 
zwei ersten Formeln integrirt. . 
So ist z. B. 8 cos@! — cosdx + 4 cos2x + 3, somit 

|eosa* die — 4 | cos 4a de + 3 |0052x da + 3 [dr er E 
— „Sind + 1sin?e + 32 + 0. | 





Eine zweimalige Anwendung der Formel (9) im vorigen $. gibt: 





| e0s«' de —=sinz(lcose®’ + 3cos2) +32 + C, 


welcher Ausdruck mit dem vorhergehenden. identisch ist. E 


Ebenso hat man, wegen sinx&® —= — 1sindx + 3? sin® und 
 c0os@” — } cos2& + 4, durch Multiplication dieser Ausdrücke: 
sine? con de —— 4 |sin 32.008220 de + gsi: cos2 x dx 


— 3| siind3x de + & [sine dx 


— 1 (2) cosd nr — 4 cos3x — cos®) + ©. 





Dasselbe Integral würde man mit Hilfe der Reductionsformeln (3) en. 
und (5) des vorigen $., jede einmal in Anspruch nehmend, in folgender | 
Form finden: 

4 Hann, Hoh: BELUNERL, II. 3, Aufl. f | ET 


ER "BR 








|sina’ 6082? de — L(sinz® — I sine? — 2) cosz +0. 


- Es verdient übrigens noch bemerkt zu werden, dass in dem Falle, 
wenn in dem Integrale [sin a" cosx" dx einer der beiden Exponenten 


positiv und ungerade ist, die Reductionsformeln entbehrt werden 
können. Das Verfahren erhellt sogleich aus folgendem Beispiel: 


(sn ERCOSC nd — | sina® o0sa°.sine de — | — c087°)cos2?.dcos& 





2 — | cos2'.doosa — | cosa?. dose E 
es 5 1 3 
4 OOSAR Core 0 


welche Form des Integrals mit der früheren wieder identisch ist. 


441. Mittelst der Regel der theilweisen Integration erhält man für 
die Integrale har sinx de und har cosx dx leicht folgende Reductions- 


formeln : 


a sinx de — — x" cosz.-+ mar COST dx, 


” (1) 
Er ja" cosx dx = x" sinz — mar! sinx dx, 


durch welche immer das eine Integral auf das andere redueirt und 
dabei der Exponent m um eine Einheit herabgedrückt wird. Zuletzt 


gelangt man zu einem der bekannten Integrale [sin dR; | cos« dx. 


Setzt man — m +1 an die Stelle von m und reducirt auf die Integrale 
rechter Hand, so ergeben sich die Formeln: N 





cosx d« COS& 1 sinxz de ee 

= Fr PR, TE (m RE: 1) zgn—1 47% m —I1 zn—i I 5 e Be 
Be 

an sine de _ sin 1 cosx dx E 
So IR, gm er ir (m Se 1) zem—1 Ar (m—1) gm—ı1 ’ ; 


deren wiederholte Anwendung schliesslich auf eines der beiden Inte- 
grale: gr 


sinxz d& cos& dx 


4 ; x I ge u, SE Sur ? 
Be. führt, welche in endlicher Form nicht angegeben werden können. Durch 
Benützung der Reihen für sinz und cos« erhält man: Eu 





er % a et m ” - N 2, 2 . L Fr 
> zianr . 2 5 Lie 4 + a Piel 2 er De 
a de Sn nd BE a a u De 3 F Be a RR 2 a Et Se re Va 


d 
cos X 


So findet man z.B 
ne sin x da a x cos® = 3 je’ cos« dw; 


IE c08X de = Pr sin® — —2[% sin « de 


% 


IE sin « dx a © + Joosa de = — x cos& + snz 4 (C; 


somit Ser re 


« 
- i \ R . 


ee er sin @ Brelee + 32?sinz + na 


Betrachten wir noch ‚die Integrale: 
a | gar cos Bam dx und Ei 1 sin 52" da, 
und machen wieder von der neueren Integration Gebrauch, in der 


1 
Gleichung [* dv — ww — ' dd = 08% dr, also 0. — = ae und 


beziehun gsweise 


x 


> Sa0E cos bem — bm cos bz"1 sinbx dx 


Yale somit du —= ; 
\sin ER bm sin be" —1 cos bx. dx 


 setzend, so erhalten wir: 


ei2 € Cosa Bohn N 
RR ITN ee oben Fe sınbr. de, 
= a 3 
ea® sin Dem nn ER = 
> — — — fh ed2 sin bat cosbx de. 
ER, KEN, | | 
Bezeichnen wir die Integrale rechter Hand mit A’ und B’, so er- 


gibt sich, wenn wir dieselben abermals integriren, und zu diesem Ende 
a 1 Ä i 

dv — Bır dee, also v» —= — e“*, und beziehungsweise: 

Kae - , [47 . 


(cos bar 1 sin bx 
ar |sin Dan! cos br, 


BR (m — 1) cos bem—2 sin bx? + D cos b&”] da 
[d (m — 1) sin ba"? cos ba” — b sinba"] dv, 

















d. i. vermöge der Relation sinbx? + cosb2? — 1: 


[— b(m — 1) cosbx"”? + bm cos bx"] dx 











du = x i | 
[d (m — 1) sin be"? — bm sin bx"] dx : 
setzen: 
e'? eosba”—] sin bx bm b{m—1 
A > — A + bie 1 fone COos bean? da, 
a a a 
et sin bar 1 cosbx bm b(m — 
Ve — + —B a. "© sin be" 7? de. 
7 a 


Substituiren wir endlich diese Werthe in die Glen. (m) und ver- 


einigen die beiden, die gesuchten Integrale A und D enthaltenden 
Glieder, so erhalten wir: 
e'® cos ba" 1 (a cos bx + bm sin Be 
a? -+ b?m? 
m “ — 1) b? 
a? + b?m? . 


| eg e'? sindan—i (a sinbx — bm cos br) 
Cr SIN DEN OR EROBERTE 
a? + b?m? 


m er = ID N. Ke ; 
werd, 6 
EL 22 RE l. sin bx x. (6) 





je cosbr2.t de — 





+ 


a COSOL N RAR (5) 








Je nachdem m gerade oder ungerade ist, werden durch wieder- 
holte Anwendung dieser Formeln die in Rede stehenden Integrale auf 
eines der folgenden redueirt: 


E et? 
er e 


e" (a cosbx + b sin be) 











A t dt = (4 % 
s e'* (a sinbz — b cos bx) 
I b 1 m © C, 8) 
. sin bz de ey + 8 


von welchen die beiden letzteren aus (5) und (6) für m —=1 folgen. 
Mit Hilfe der beiden letzten Formeln (7) und (8) kann auch das Inte- 


gral | e“* sinz" cos&" de gefunden werden, wenn man das Product 


sinx” cosz" nach Vielfachen des Bogens x entwickelt, wodurch das 


fragliche Integral in solche von der Form ) E08 008 bxz dx und ker sinbz dx 


zerfällt. 


Lässt man in (5) und (6) — m + 2 an die Stelle von m treten, 
so erhält man Reductionsformeln für die Integrale 


ER EN 
VS rs 


ai tt © 





eiww dx 
cos ba" sin Dam’ 
» 


- _mittelst deren man bis zu den entsprechenden Integralen mit dem 
Exponenten m — 2 oder 1 (je nachdem m gerade oder ungerade) 
 herabkommen kann, welche letztere nicht weiter angegeben werden 
können, und eine Reihenentwiekelung nothwendig machen. 


442. Beschäftigen wir uns noch mit dem Integrale: 


m 


Mr 5 de 
Ja-+bcosx' 


| ae dı 
BoLzE Manacosa— 2. .alsossinz — yı 2yr, da Mer 
Er 1 — y‘ 


S 


so verwandelt sich dasselbe in 
\ h : R dy 
Ka+by)Vı— 
und kann nunmehr nach den Vorschriften des S. 431 .ational gemacht 
und sodann mittelst der in $. 428 entwickelten Formeln integrirt 
werden. Man gelangt jedoch kürzer unmittelbar zu einer rationalen 
Form mittelst der Substitution: 


20% | 
“ und de = ——, folgt. Hiemit wird: 


de En 


dx dz 


“ 


a+b ar Baria bar 








2, Dieses Integral wird mittelst der Formeln (2) und (4) in $. 419 
‚erhalten, je nachdem a — b positiv oder negativ ist. Setzt man nach 
verrichteter Integration für z seinen aus obiger Relation folgenden 
Werth: | 
= Bee Ssinix? 

305 /2siny® en 


VW 1 Heer Ver 001r 


wieder ein, so kommt für a? >b?: 


da 2 
a+bcos® Va: — op: 











fürs Een ge 
ee 
ya yo natgıe 


Für «= + D werden diese Formeln unbrauchbar; in diesen 
Fällen ist aber unser Integral, für a —=-+b: 





dx er 1 / 
a-+bcos« yYb_ a: 


dx 1 da _1]| dy® 1 








Ä NT — —=—- I———=-tg5% Ü 3 

a(1-+ cos®) aJ2costa? a Jcost«” a ser, (3) 
für dz= eng: 

dx 1 dx 1 dix 





1 | 
m SR Berner Een Er v 3 (= A 
a(1— cosz) «aJ2sin}z? alsinya? etgzu Tr (4) 


Man hat auch: 


























code 1 (a+beose —a)de 1 ( a )« 
at bceose b 0 bcosa: 20) u. b:e0s x) 2, 
21: 
csrde 8% a ode er 5 
atbeosz" db dbja+bcoz 8: gr 
und ; | : 
(F+ geosa)de da en cos@de : 
a+bcose .  Ja+bcos« 9a + db cos«’ 
d. i. vermöge der Gl. (5): | 
(+ geosz)de gx  bf—ag F dx (6) 
a. + bicos@ 2. b b  )Ja-+bcoss’ ee 


‚durch welche Formeln die links stehenden Integrale auf das durch die 
Gleichungen (1) und (2) bestimmte zurückgeführt sind. 
Um endlich eine Reductionsformel für das allgemeinere Integral 


(f + 9 ecos«) da 
(a + b cos)" 


(+ geosa)de Asinx Set Ti Ccosx) dx (a) 
(a +beosa)  (a+ beosay1 (a + beoszyı-i' 





zu erhalten, setzen wir 








welche Annahme gerechtfertiget sein wird, wenn sich die noch unbe- 





stimmten Coefficienten A, B, © so bestimmen lassen, dass sie dieser = 





10 
R 
Ri 
a: 
& 
. 

) 






ETrE 
Gleichung Genüge leisten. Differenairen wir zu ee Ende die 'Gläi ; 
an chung, so erhalten wir, nach ‚Biyision durch dx und AIEBSCHA UNE der 
Nenner: 
f+9 we—d 005 20 +b a + (n — 1), Abd (1 — cos«?) 
+ (B-+ Oecose) (a + bcose), | 
oder, nach Potenzen von cosx geordnet: \ vr 
In — 2) A— CO] cosz? — [4a + Bb + Ca — g] cos u: 
Pa — [nr —1) 45 + Ba—f]=0. Be 
Sy Bestimmt man also A, B, C so, dass ae 
: a Aa rl-0, Fa 
 Aa+Bb+(a-9=0, ER 
(n— 1) Ab+Ba—f=0, er: 
wird, ‚so ist die Gl. (7) identisch und somit richtig. Aus diesen Glei- ER 

































chungen zieht man aber die Werthe: | = 
N el a ee | I 
ea ber. ars ar. : ER 

(n —2)(ag —bf) . (8) 


ZEHN 

_ welche, wie man sieht, immer reell und (mit Ausnahme der beiden 5 2 
Fälle: n—1 unda— + b) endlich sind. Mittelst der Formel 7) ne 
_ wird nun das in Rede stehende Integral auf ein anderes ähnliches e 
zurückgeführt, auf welches dieselbe Formel mit Benützung der Formeln 
| (8) wieder angewendet werden kann. | 

> Der Ausnahmefall n = 1 ist bereits durch die Formel (6) i 
Verbindung mit jenen (1) und (2) erledigt. Ist aber «=D, so se 
unser Integral er 


; (F+geosa)de \entsü + c08@) „, 
Saw (1 + cose)" ar (1 + cosz)* 


5 3 A ea dx Ne 9 A sch 
er Lan CH cosa)® var (1 # cosejtTt! 

















- d. i. vermöge der Relation: 1 + cos — 2 cos x” 














Be; | (f-F g cos®) da _ rd I dya a BIER 
. a" (1 4 cos x)" In—1 Ar 4 zn 9n—2 an cos } gezn—2 : 


- welche Integrale nach Formel (10), $. 439 entwickelt werden können. 
“2 It a=—b, so kommt man durch ein ganz ähnliches Verfahren 








264 


443. Ein Integral von der Form \f(e) de, wo z eine der eyelo- > 


metrischen Funktionen are sinx, are cosx, are tgxw, etc. bezeichnet, 


lässt sich jederzeit auf ein goniometrisches zurückführen, wenn man 


arc sin®z, arccosx u. Ss. w. einer neuen Veränderlichen gleich setzt. 
So wird mittelst der Substitution arc sin&=?2, 2—=sin2, de=c0s?2de: 


| rare sin 2) de — Ir cos2 de; 
fur, arctew 2, Wange dr—ise02r de nirde 
Ir (are tgx) de — Ira) sec 22 dg, -u.-S. W. 
Hat das Integral die Form: 
Ir® ArCIsIIL.T. 40% \r® arc COST dx, U. 8. W. 


so kann der Bogen durch theilweise Integration weggeschafft werden, 
da bekanntlich das Differenzial desselben algebraisch ist. 


Um z. B. das Integral | @" arc sin® de zu bestimmen, setze man 


in der Gl, u dv — uV — |v AUSLAND URS ZT HIN EA 
zen +1 dx 

Wer du Ber sn so fol tr 
”R - 1 : yı RE Peh ° 


gr rl are sin 1 an de 
n+ 1 n+1/yı a?’ 


wo das Integral rechter Hand nach $. 435 entwickelt werden kann. 





IE arc sinz da 


V. Integration der höheren Differenzialausdrücke mit 
einer Veränderlichen und der partiellen Differenzialien 


von Funktionen mehrerer veränderlichen Grössen. 


444. Wir haben bisher das 1** Differenzial dy = f(x) dx einer 
Funktion als gegeben betrachtet und die Aufgabe verfolgt, von diesem 2% 
zur ursprünglichen Funktion zurückzukehren. Es kann aber auch ein 
höheres, z. B. das n!® Differenzial gegeben sein; die Wiederherstellung 
der ursprünglichen Funktion erfordert sodann, wie leicht einzusehen, 
eine n-malige Integration des vorgelegten Ausdruckes. 

Es sei z. B. das 2% Differenzial d?y — f(x) dx” gegeben, so hat 

2 d’y ra dy 


d’y 
man T —= f(x) de, somit, da ee da ist, wobei dx als constant 





ve urch NN 


u a 


Wejroas+cı 


R hieraus folgt durch Multiplication mit de: dy — da |f (x ) da Cd 
z folglich, nochmals integrirend : 
AR y > (ae rt de + 0x +". 


Statt (da (re ds schreibt man kürzer Ifr(®) (%) da? oder |? /(x) dx”. 
ei Auf dieselbe Weise: erhält man durch eine dreimalige Integration. 


=: Rn Cs — dd: 


= füsfasfrc de + 0 +. (Ca + 0 
lee de? + 0x? in Cr + CR 
‚So findet man 2. Bi 


du 
+2 


durch theilweise ‚Integration et ‚sich aber: 


af dran tgc + 0)= |arotg.ds +0%; 


”. 


ar IE 
arctga da — » arctga — he ge — ll 29) +0, 


> E24 


BEN x | 
Fame ga — 3114 2) + 0x + €. 


immer möglich, ein solches Integral höherer Ord- 
Ds auf einfache ze zurückzuführen. Denn mittelst theilweiser 


er a ee |»*1(®) ) de 


Er | a “2 de + IE “2 f(x A 








[re da* A "5 re di == 30? |x/(e) dx 


+ 3x | 2°f(«) de — [= du 


u. Ss. w. Das Gesetz, nach welchem diese Ausdrücke gebildet sind, 
fällt in die Augen und lässt sich leicht durch den Schluss von » auf 


n + 1 verificiren. Die erscheinenden Coefficienten sind die Binomial-. 


coefficienten. - Aus der Form der Entwickelung erhellt nun sogleich, 
dass, wenn man jedem der n einfachen Integrale, in welche das Inte- 


gral nt Ordnung: pr (x) de" zerfällt, eine willkürliche Constante 


hinzufügt, wie es sein muss, das Integral IE; (*) dx" von der Grösse: 
Gab. 0 Er, + Gu_2% + Cu_ı begleitet sein 
wird, wo die willkürlichen Constanten. O,, C,... On-ı, n an der 
Zahl, sich nicht miteinander. verbinden lassen, da sie in verschiedene 
Potenzen von & multiplieirt sind. 


445. Betrachten wir noch den Fall, wenn ein partieller Differen- 
zialquozient höherer Ordnung einer Funktion mehrerer von einander 
unabhängigen Veränderlichen gegeben, und die Aufgabe gestellt ist, 
aus demselben die ursprüngliche Funktion wieder herzustellen. Die 
Aufgabe bietet keine Schwierigkeiten dar, da hiezu nur wiederholte 
immer nach je einer Veränderlichen auszuführende Integrationen er- 
fordert werden. 


du 





In der That, der partielle Differenzialquotient 
dx dy 


einer Funktion « der zwei unabhängigen Variablen « und y entsteht 
bekanntlich, indem « zuerst etwa nach x differenzirt und hiebei y als 
constant betrachtet, und die so erhaltene Grösse hierauf nach y diffe- 
renzirt wird, wobei wieder & die Rolle einer Constanten spielt. Hieraus 
folgt, dass man umgekehrt von dem gegebenen Differenzial durch eine 
doppelte Integration zur primitiven Funktion gelangen wird, indem 
man zuerst nach % integrirt und hiebei x als constant ansieht, und 
hierauf das gewonnene Resultat nach x integrirt, dabei y als constant 
betrachtend. Diese Operation wird dadurch angezeigt, dass man, wenn 


ist, schreibt: 








Da in : die anne. der Diflronziation beliebig ist [$. 330], 
& 


y so ist auch die Ordnung der Integration im Allgemeinen ganz will- 
 kürlich, und man Aa daher: 


u= ||rta, au ay— [au |flo, n) au = Jau|rte, v) ar 


E Findet man durch Integration, etwa nach Y, f f(&, )dy=F(®, y), 
so hat man dem. Integrale. F(x, y) noch eine Grösse hinzuzufügen, 


welche in Bezug auf die Integrationsveränderliche % constant, d. i. 


von dieser. unabhängig ist; dieser Bedingung entspricht aber nicht nur 
eine constante Grösse, sondern jede beliebige Funktion von x; um 


daher dem ‚Integrale die nöthige Allgemeinheit zu verleihen, wird man 
Er setzen: ul n : 


Fana= Fe v)-+ pe) 


wo Y(x) eine ganz willkürliche Funktion von x. Multiplicirt man nun 
diese Gleichung mit dx, integrirt nach ©, und beachtet, dass wegen der 
 Unbestimmtheit von p(x) auch (9 (x) de ganz willkürlich bleibt, 
und somit hiefür (x) gesetzt werden kann, so erhält man: | 


u = farfrie y) dy -|r6%.: D des + ve) +). 


‚wo wieder v(Y ) eine willkäsliehe: Panklion von 9. 
_ Bestimmen wir beispielsweise das Doppelintegral : 


De 


zuerst nach Y at 


u Bet e% re 


da, wie man leicht findet, 


U dx A 


x” — y? 


y dy = I er, 
("+ 39) eh 


die Integration nach & gibt nunmehr: 





| En definirt, als die Grenze, gegen welche die Summe: 


ne te) 


d°ı 


de dy dz 


In gleicher Weise folgt aus — fla, RENT: 


let ee ve + 9 


wo wieder , W, x willkürliche Funktionen von je zweien der drei unab- s 
hängig’ Veränderlichen sind, und die Ordnung der Integration bei dem 
_ dreifachen Integrale I) fl, y, 2) dv dy dz. im Allgemeinen eine ganz 
willkürliche ist. Dass diese Betrachtung auf eine beliebige Anzahl En 
von Veränderlichen ausgedehnt ‘werden könne, ist für sich klar. Man 
nennt solche Integrale im Allgemeinen vielfache Integrale, und 
insbesondere doppelte, dreifache etec., je nach der Anzahl 0 Er 
auszuführenden Integrationen. e 


ZWEITES KAPITEL. 


VON DEN BESTIMMTEN INTEGRALEN. 


‚446. Das bestimmte Integral (?(«) da ist, wie aus $. 417 be 
Na j a 


is 


kannt, durch die Gleichung: 


N 


ÖLrLa) + Fa +) + Fa +20) +... +10 —Ö)) 
bei dem unendlichen Abnehmen von d onvengikt; "zugleich ist, 
wir mit | | 





| fe) de bezeichnen, 


De 


uB u Gi Fb) —F(a) 


4 a 
Hiebei wird vorausgesetzt , Has die. Sikaltfie ie von @—tarbis 
I =) keine Unterbrechung der Stetigkeit erleidet. 
Aus diesem Begriffe des bestimmten Integrals folgen sogleich 
mehrere Eigenschaften desselben, welche eine häufige Anwendung finden. 
& 1) Zunächst ist klar, dass in einem bestimmten Integral der Name 
der Integrationsveränderlichen beliebig geändert werden kann; denn 
zufolge der Gleichungen ® und ” ist 

b & 
Ife)ae — a — rla I jrona = - F(a), 
ir ee 


somit auch 
be jr 


» Da ferner, wenn re) de—=F(x) +6: 


d 


Moe ru) - F(a) |f(@)de = Pla) — FD) 


—. kann einach ie Sn u einander es 


er) Ein bestimmtes en kann immer in eine Summe von 
AR bestimmten Integralen , welche sich auf dieselbe Differenzial- 
nk: verwandelt werden, indem man — zwischen die 
Be lonserenzen a,b neue Werthe «@,ß,... einschiebend — das 
nun b— a in mehrere Intervalle zerlegt; es ist nämlich: 





[020 


hr (m) de — F (a) —_ F(a), Inc 


so hat man durch Addition dieser Gleichungen : 


& 


b Ba Ne 
Ir) dx +) da — F(b) — BR wi u 


a 


Auf dieselbe Weise rechtfertiget sich der Satz für eine beliebige Ko | 
zahl eingeschobener Werthe, und man überzeugt sich leicht, dass der- a 
selbe auch für den Fall gilt, wenn einer oder mehrere dieser Werthe 
ausserhalb des Intervalls a bis b liegen. 


4) Sind «, » Funktionen von «, so ist bekanntlich 


dr = uv — |vdu, 


und hieraus folgt: | 
b ee 
K dv — (ur), a2 (WO). — IE du, 
r: Kr | a 
wenn mit (uv)., (uv), die Werthe von «© beziehungsweise für x 


undxz=b bezeichnet werden. Denn setzt man \® uu=gp(8), 1 
b - 

fa dv— uv — p(x), so hat man nach GI. 3): fü dv = (wo), - er (uv)a 
d 2 


— [p(b) — Fall, on die PemuLIE ee 3 ist, 
Pb) — pla Sn v. du. 


5) Lassen wir in der Gleichung: 


a4 (a+ 5), d. i. dem arithmetischen Mittel ‚zwischen a und. na 


gleich sein, und nehmen wir an, dass die Funktion f(x) für je zwei 
Werthe von x: @— u und @ +1, welche zu beiden Seiten des Mittels 
in gleicher Entfernung von demselben liegen, der Zahl und dem Zeichen | 
nach gleiche Werthe annehme, so sind die beiden Integrale: 





f(&) de und fr a ) de, 
1 (ab), 
als Summen Baer Grössen, einander gleich, und es ist dann: 
1(a+b) 
fe ) de — en de — 2 [160 ) de. 
3 (a+b) 
So ist z. B: 

+ e än " Ir 
je are dx; | cos’ de = 2 | cos? dı. 
zu 0 


dit ei) 


37 0 4 


Sind aber die Werthe der Funktion f(x), vn 2 —4(a + b) aus, 
zu beiden Seiten der Zahl nach gleich und von entgegengesetztem Vor- 
zeichen, so werden die obigen beiden Integrale ebenfalls gleich, aber 
Ex von entgegengesetzten Zeichen sein, und es ist dann: 


ji (x) de — 0. 


» HER 


AT e 
|e0s« de —= 0), (sine dt — 0. 
0 


ir 


| 6) Setzt man fa) = gy(x).y(e) und nimmt an, dass die Funk- 
tionen p (x) und y(#) beide stetig seien von a bis b, so hat man, kraft 
der Glait):: | 


A 


| +90) 18 N). 


Setzt man nun noch voraus, dass die Funktion x (x) ihr Zeichen 
nicht ändere von e—abis «— b, so dass also die Grössen y(a), 
x(@a + 6), -..x(b — 6) sämmtlich dasselbe Zeichen haben, und be- 

_ zejehnet mit K und fi den kleinsten und grössten Werth, welchen die 
so liegt der Werth 
des zweiten Theils der obigen Gleichung oihwendie zwischen den 
D: beiden Werthen, welche aus demselben BOLENEN, wenn man an die 
‚Stelle der Grössen (a), 2% - ö), a, pib — Ö) einmal den klein- 
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5 = | sten Werth K, dann den grössten Werth @ substituirt, d. . awischen 

Br den Werthen: SE Sr ae = 
K.limöly(a) + yla +0) +..:+ 2x0 — Ö)] —= Kyle) di FE 
: | | | \ ve 
und : Ne 
G.limd[y(a) + yla+6)+. tt -N=elx 2). din a 
so dass also unter obigen Voraussetzungen: gr = 
b b b x & 
K|x(@) dır <|# de, 6 |x(e) dx 1.2: DO 

[ > PR er 
ist. Von dieser Bemerkung kann man oft mit Nutzen Gebrauch machen, E 
um für ein bestimmtes Integral, dessen Werth nicht genau angegeben 
werden kann, Grenzen aufzufinden, innerhalb welcher derselbe liegen Bi 
muss. | Be 
Wünscht man obige Relation in Form einer Gleichung auszu- he 
drücken, so beachte man, dass — eben kraft dieser Relation — dass 
b \ > 6: 

Integral I7(e) y(x) de gleich gesetzt werden kann dem Integral | 


(ie) dx, multiplicirt mit einem zwischen K und G liegenden Werthe 


‚von (x), welchen man mit pa + 8(b — a)] bezeichnen kann, unter B; 
6 einen positiven echten Bruch verstanden. Man darf demnach unter 
der Voraussetzung, dass die Funktionen p(z), (x) von 2 = @.bis 

2 — b stetig verlaufen, und die Funktion x\® ) innerhalb dieser Grenzen 
ihr Vorzeichen nicht ändere, setzen: 





b b | | b Zr 
Ir@) de \v(@-2() de = pla +6(b — a) |x(e) dx. (4) 
- Für (x) = 1 geht diese Gleichung in folgende über: X a 
b er 
Ir@) de—= (b — a)ffa + 0(b —o)], RER 


a f “ N 


welche Gleichung leicht: geometrisch zu deuten, und mit Gl. +7), 8. 342, | 
identisch ist. SEE ee 





EI 147. Die eilig tr: ersle: wird oft dadurch 
B Re erleichtert, dass man statt der ursprünglichen Variablen eine neue 


€ _ Veränderliche einführt, wobei im Allgemeinen auch die Grenzen eine 
b 


_ Aenderung erleiden. werden. 8 nämlich Id (2) de das vorgelegte Inte- 


# | 
 gral und man setzt: v(«) > so folgt hieraus: 2— (2), de— (2) de, 
‚somit: 2 = ER: 


Sa Re 2% | 
e | fo) de = | flp(el ge) de—|x(e) de, 


wo die neuen Balz « und £ jene Werthe von 2 sein werden, welche 
den. Werthen a und b von & entsprechen, also: 


e=v(a), P=Wwl), 
R _ Hiebei muss z von « bis ß stetig verlaufen, wenn x von a bis b sich 
. ‚stetig ändert. | 


Einige allgemeine Brastoimatieneiörmeln welche sich durch An- 


Eng dieses Verfahrens leicht ergeben, sind folgende: 
b 


Setzt man in dem Near ff (2) de, &=2+ h, so wird für . 
| £ 1 | 
—=a—h, fra BI2 62 N, somit: 
dh: nr 
jr ). de = Ir + h) de, 
i er a—hı 
oder, wenn Er a ak Bea N sale. a schreibt und umkehrt: 
ER | b+h 

fe +) de= Ir) a (2) 


a+l 
Für h — a verwandelt he erste Ah Gleichungen in: 


ba 


= Sn 
fl) dx — |ra + 2) de 


eine welcher ‚die untere Grenze auf Null gebracht 
wird, ER ER TE Aeer | 


“ 


2 ‘Setzt man ferner in dem Integrale rechter Hand in Gl. (3); 
ee so wird für SEN: Blur ar ya, 
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b—4 1 


Ira +2)d=(b — a) | la + (b — a) y] ay, 


d. i. mit Rücksicht auf Gl. (3): 


b 


Ir) de — (b — a) Irta +(b —a)y] dy, (4) 


a 0 


mittelst welcher Formel ein Integral mit beliebigen Grenzen in ein 
anderes mit den Grenzen O und 1 verwandelt wird. 


Setzt man endlich in dem Integrale rechter Hand in Gleichung (4) 








= woraus für y=0:2=0, für y=1: z2=o folgt, so 
erhält man, da y = x Ur ar = 
ren 
1 »00 
b—a)z dz 
ee 
[rt + @ a) vl av r|e+ een 
0 
folglich, mit Rücksicht auf Gl. (4): 
b 6) kB ] 
a E dz 
[r@) = (0 — a) ee (5) 


Hiedurch ist ein Integral mit beliebigen Grenzen in ein solches mit 
den Grenzen O und © umgestaltet. 


Einige Vorsicht wird bei derartigen Transformationen in dem 
Falle erfordert, wenn die Auflösung der Gleichung ı(x) = 2 mehrere 
Werthe für x darbietet, da nun die Frage entsteht, welcher dieser 
Werthe in das vorgelegte Integral zu substituiren sei. Betrachten wir, 
um den in diesem Falle einzuschlagenden Weg deutlich zu übersehen, 
z—= (x) als Gleichung einer ebenen Curve, und seien 2 —= q, (2), 
2—=9,(2), 2=9g,(2),... die durch Umkehrung dieser Gleichung 
erhaltenen Werthe von x in Funktion der Ordinate 2, so ist zu- 
nächst klar, dass, wenn die Öurve von 2 =a bis e=b nur steigt, 
oder nur fällt (in welchem Falle (x) innerhalb dieser Grenzwerthe 
von x sein Zeichen nicht ändert), einem jeden zwischen 2, — ı (a) 
und 2, = ıl(b) liegenden Werthe von z nur ein reeller Werth von % 
entsprechen könne, und dieser ist dann in das Integral zu substituiren. 


v Da r i 5 > h ne‘ Wo LATE Pa 
en - 4 Vi EI A 
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Hat aber die Funktion z= ı (x) für einen zwischen < = a = 0A 
(Fig. 32) und e&—=b—= OB liegenden | Fig. 32. 

Werth von x, z.B. z=a=0Ö( ein 
Maximum oder Minimum, OD—=ı («), 
so wird es zwischen AN —=2,—=W (a) 
und BN—=2,—=w(b) liegende Wer- 
the von 2 geben, z.B 2 = OP, 
welchen zwei reelle Werthe von &, 
Pm und Pn, entsprechen. Sind nun 
diese beiden Werthe, wie dieselben 
aus der Auflösung der Gleichung 2=Ww(x) folgen, —=9,(2), 2—=g,(z), 
von denen der erste von 2—=AM bis 2=(CD, der zweite von 2—=(D 
bis <= BN gelten mag (welche Unterscheidung in jedem einzelnen 
Falle keinen Schwierigkeiten unterliegt) und zerlegt man das vorliegende 
Integral folgendermaassen : 





12 b 
fr) d& — | f(e) de + |f@) da, 


so. wird man in dem.ersten 2 = 9,(z), in dem zweiten 2 =9,(z) zu 
substituiren haben, und hat dann: 


b ıD (@) v(b) 
Ir@ da =| Fly, (2)l Pe) de + | Ip, (z)] p, (2) de. 
a ıv (a) od (e) 
‘Der Vorgang, wenn die Funktion z2= (x) mehr als ein Maximum 


oder Minimum innerhalb der Integrationsgrenzen darbietet, besteht nur 
in einer Wiederholung des eben dargestellten Verfahrens und bedarf 
wohl keiner weiteren Erklärung. 


Zur Erläuterung dieses Verfahrens wollen wir das Integral: 


=|ı (ar + s dx 


0 


mittelst der Substitution : 


b 
at + —- =2 
9% 


transformiren. Man findet leicht, dass, für &—=+ V’. 2 ein Minimum, 
| a 


192 








“ Pi ra N AR TEN AL 
a / L NM Ks n ul a > hr Fe F 
5 4 r < Bei 7 > IE e e un din 4 E . R 
) “ . Su Kr VERS or ee ML" » er KV 


wir in das 1° Integral den Werth von x mit dem oberen Zeichen, in 








— 2 Yab ab, wird; der einem Maximum entsprechende Werth = — SE ® Bun 
kommt Hier nicht in’Betracht, da sich das Integrationsintervall nur anf 4 
positive Werthe von x erstreckt. Wir haben demnach: Ba: 
« | Se 
> Y \ 





vs. FA 
U (a + =) dr Ale dx ir % (ar + 3) da 
Dass 0 | | v; 








zu setzen And erhalten durch Auflösung obiger Gleichung für x die: a 
beiden Werthe: | RT Fa 


” DR, + Ve? — 4ab 
GER 2a ; 





Nun wird für & — 0: N für ar a2 2 —=2Vab; für 


z 


BON UndzEs muss somit in dem 1ten Integral dem Werthe 
—« der Werth 2—= 0, im 2te Integral dem Werthe z—=» der 
Werth 2 =» entsprechen, was nur dann der Fall sein wird, wenn 








das 21° jenen mit dem unteren Zeichen einführen. Es wird sonach:, je = 
2 ab BAEN | a t 
ee (ee = ABLE le 314 T ) de | 
nn Vz? — 4ab 2a ap EaNz errr a 
g na 2 ab s ER 


oder nach Vertauschung der Grenzen in dem ersten Integrale und ge- ER 
höriger Reduction: | | 


5 b 1 | RE ne w A 
"x (ar +). | ri A) 73 Ve 3 S 


5 ! 2Yab % 


on 


Dem letzteren Integrale kann man noch eine andere Form geben, NE 


indem man Vz? —4ab — y, also : Ben dy, = Vy?: + 4ab SR. 


Tre; — dab 


‚setzt; die Grenzen in Bezug auf Y verwandeln sioh, hadırch in O und. 


©, und man erhalt N 





”S R Rn: A BR | 7 | D\2 
ne dieser Gleichung f (o 2) th) («. e) 2a | 


eh, — F (a4? = so geht im zten Theile f(Vy? + 4ab) über m 


Enz: = dab)? — 2ab] = = Fly? + dab), und man erhält daher: 


S 


ta e Ri x p? ß L = . 
F (a: -)- ) a F(y? + 2ab) dy. , (8) 
Ei kp > & | 40 
Betrachten wir, als zweites Beispiel, das Integral: 
En ro 


I=|fla cos & a2 b sin«) de, 


und setzen zum Behufe der Umformung : 
I a 


so ergibt sich hieraus als Bedingung des Maximums oder Minimums: 


 tg2e—=-, welcher Gleichung, wenn wir mit A den kleinsten Be 
| ARTE 


b 
\ bezeichnen, dessen Tangente = ‚Ist, die Werthe e=A, A+ x, 4 ft Dit, 


x 


y 
ed, nenn von welchen en nur ae beiden ersten, als inner- 
halb der Er liegend, in Betracht kommen; für den 


ER wird 2 ein Maximum = 4 cos A nr DeSin das Vai +b2—k, für 


den De ein Minimum. —_—— (a cosA + b sin A) ——-Va?+t + D——k. 
Wir setzen. demnach: | 


| if At TE 
= |re) End: Jar + | dx. 
R yet AHrIE 
Um nn da durch £ auszudrücken, ziehen wir aus obiger Glei- 


ung für 2, indem wir ateh a ndiren: und tgA statt = schreiben, 


die Gleichung: 





NR ecosh 2 


_ und hieraus: 























i h 1 RE N Re, 
Peer, as 2 en ea 
a AR) ,T Vn®— 2er 


[5320 


Da nun sin(A —a) vn 2=0 bis <=% positiv, vnz=4A 


‚bis &—=4A-+ negativ, von —=4A+ nm bis © — 2 wieder positiv 
ist, so hat man für das 14° und 31° Intervall das obere, für das 21° 
das untere Zeichen zu nehmen, und erhält sofort, weil für «= 0 und 
—9r: ze=a fürre—=A: z—=k fürre—=i+n: 2 = —% wird: 


A A) ag wi f(2) de FILE 
Vr? — 2? }i VR? — 2? yVR? RT 











Ja 
somit, wenn man in dem mittleren Integral die Grenzen vertauscht, 
und die beiden äusseren Integrale in eines mit den Grenzen — h, + k 
vereinigt, und schliesslich addirt: 


27 | 
Je fla0se2e Fo sunae=2., 
0 _,VR? — 2? 


Man kann diesem Integral noch eine andere Form geben, indem 


ZU 


man 2 == k sing setzt, wodurch sich die Grenzen nach p in — 5 und 
PER R 
plose verwandeln; man erhält dadurch: 
Dr 4m 
[la c0sx 2 sina)de —2] (kan) aoa 
0 ir 


wo k— Va? + b2. 


448. Bei der Entwickelung des Begriffes des bestimmten Integrals 





b i ; 
\ f(x) dx, so wie bei den bisherigen Erörterungen über dasselbe, wurde 
a 


vorausgesetzt, dass die Funktion f(x) innerhalb der Grenzen a und 5b 
keine Unterbrechung der Stetigkeit erleide. Nur unter dieser Bedingung 
hat das bestimmte Integral in jedem Falle einen bestimmten Werth 
und ist derselbe durch die Gleichung: | 

b 
|fl@) de = Fb) — Pla) 


a 


gegeben, wenn F(x) HC = (7 (x) dv das unbestimmte Integral von 


” en 


f(&) de. Wird aber f(x) für irgend einen zwischen a und D liegenden 











Werth von & unendlich, so gilt obige Gleichung nicht mehr unbedingt. 
x ; rel 


Rn ? ( 2 
Nehmen wir beispielsweise das Integral in in welchem die Funk- 
1 


Be x e 
tion flo) = E für den zwischen — 1 und + 1 liegenden Werth von 


© = 0 unendlich wird, so gibt obige Gleichung: 


+1 
dx 


= —=h+1) 1-1), 


—-I 


welcher Ausdruck unbestimmt ist [vergl. $. 82, I. Bd.]; dieselbe Un- 
bestimmtheit würde zum Vorschein kommen, wenn man etwa das Inte- 
eral zerlegen und setzen wollte: 


Ber? a: erg 
—1 —ı 0 


Man kann jedoch von dieser Zerlegung in etwas modificirter Weise 
mit Vortheil Gebrauch machen, um über die Natur eines solchen Inte- 
srals Aufschluss zu erhalten. 


Ist nämlich « der besondere, zwischen « und db liegende Werth 
von x, für ‚welchen /(«) eine Unterbrechung der Stetigkeit erleidet, 
und bezeichnet man mit & eine unendlich kleine Zahl, mit u und v 
zwei positive, willkürliche Constanten, so kann man 


Ir) dx am in de + [ir (2) “ | (2) 


d &+VeE 


setzen, jedes der beiden Integrale nach obiger Gleichung entwickeln 
und die Grenze suchen, gegen welche die Summe derselben bei un- 
endlich abnehmendem & convergirt. Diese Grenze kann, je nach der 


Beschaffenheit der Funktion f(x), eine endliche bestimmte Grösse sein, 
b 


welche letztere dann auch den Werth des Integrals (7 (x) dx ‚darstellt; 
. 7: 


sie kann aber auch unendlich oder unbestimmt sein, wo dann auch 
der Werth des Integrals unendlich ist, oder unbestimmt bleibt; in 
letzterem Falle pflegt man jenen besonderen Werth, welehen das Inte- 
gral annimmt, wenn man die unbestimmten Constanten u, » der Einheit 
gleich macht, den Hauptwerth zu nennen. Demzufolge hat man 
DB: 


— lim Une) le ICH ie] 
N nr +,)-: 1 


woraus folgt, dass — wegen der Willkürlichkeit der Grössen ft, 92 en 
der Werth dieses Integrals unbestimmt ist. Setzt na ı=r—1, 
so ergibt sich O als Hauptwerth dieses Integrals. 


449. Was die Ausmittelung des Werthes eines gelesen be- > 
stimmten Integrals betrifft, so hat dieselbe im Allgemeinen keine 
Schwierigkeit, wenn die unbestimmte Integration der unter dem Zeichen 


\ stehenden Differenzialfunktion ausgeführt | werden kann. Ist nämlich 


(re) de = F(x) + (0, so hat man bekanntlich 


|fe) de = FB) — Fa). 


Die folgenden Beispiele werden zur Erläuterung des. Verfahrens Be: 
dienen und zugleich einige bemerkenswerthe bestimmte Integrale kennen 
lehren. 


Man hat bekanntlich: 


dr 1 2 ders x 
= ALL le == Arc sin—, 


ee N near: 7 


1 N 9 
„Va? 2.92 


Va: 


Es ist ferner [Gl. (3), $. 435]: 








ml ud 
SRBE en 








folglich, da das erste Glied im 2ten Theile für = 0 und für = N N 
verschwindet: 





eb RETTEN ODER IT IR 
de a RE ai 


N 





" "x l 5 - 
FORD Eee 





ke avi. m Vie 


Durch wiederholte Anwendung dieser Formel gelangt man schliess- 
lich, je nachdem m gerade oder ungerade, auf eines der beiden 
Integrale: 


ad REEL: x de 
Te E an 
) ‚Via? VS % 


von welchen das erste oben schon angeführt ist, das zweite aus dem 


— |; 





unbestimmten Integral Be. — _— Vi -- 2° sich ergibt. Schreibt 
Ir? 

man daher in obiger Gleichung, um die beiden Fälle zu trennen, ein- 

mal 2n, das andere mal 2» + 1 statt m, und setzt der Reihe nach 

n—1,n—2,n—-3,....an.die Stelle von rn, so erhält man, .die 

so erhaltenen Gleichungen: in einander substituirend:: 


2". da 1.8 


Ki 5T...(2n—3)(2n — 1), m 
Be. EL) 


‘ 4 
2) 2n 2 (# 








anti dr DEN (2n — 2) 2n (5) 
ı = 5 


or: menonti) 





Bezeichnet man das 1'° dieser beiden Integrale mit Ja, das 2%° mit 
Joyz+ı, so erhält man. durch Division beider Gleichungen: | 


oe en N BT Io 
RN Re . 23m ] 6 er 
A an.R an 2m IR 











ß -D B h Io . . ; . . 
er Bruch — hat beim unendlichen Wachsen von » die Ein- 
erze 2u+l ; 
heit zur Grenze. Denn man hat, mit Ja, das ähnliche Integral mit 

der Potenz. x?””1 im Zähler bezeichnend, | 


Ianı .2n BAD E 
1 ee SER 2n+1 
—— — „ somit lim 


ER Va = .2n +1 Jn-ı 





Beth, 





' Betrachtet man nun diese Integrale als Summen und erwägt, dass 
in sämmtlichen Elementen derselben (wegen 0 ee 
re Her ist, 80 ist nothwendig Ins, << In < Jon, somit 





nn Br Ir se: 
Im N loilich, du ii = u — ah 
JIan+ı 1 a. 


zunehmen lässt: 
TE DD FASO NER ER 
RR EB STE SE 


der bekannte Wallis’sche Ausdruck, welcher bereits in S- 157, 1. Bd., 
auf anderem Wege gefunden wurde. 





Setzt man in den zuletzt entwickelten zwei bestimmten Integralen 


(4) und (5) einmal sinx, dann cos an die Stelle von «, wodurch sich 


die Grenzen für die erstere Substitution in O und } sr, für die zweite 
in 37 und O verwandeln, so erhält man: i 
PLA 
\sin Bu di =| COS His 


RE 0 


1.3.8.7..:(2n--3){2n —1) 
2.4.6.8... .(2n—2)2n 





9? (6) 
a an 


@ 





2.4.6.8...(m—2)m 
B2D2 129% ee, 


| nad = |eos ri dn— 
° N 
Ausdrücke, welche man übrigens’ auch aus den unbestimmten Inte- 
gralen (sin« am de, | eosa" dx |Formel (7) und (9), S- ae unmittelbar 
ableiten könnte. 
Für »=1 erhält man: 
RE 3 = a7 
\sin« de = | cos a 
0 ) ; 


Mittelst der theilweisen Integration findet man: 


1; n | & 
| pt e uw dx en a zer er + SE | zen e 0% dx = 2 h (m) 
€ & 


nimmt man dieses Integral zwischen den en O0 und @, so ver- 
schwindet das 11° Glied im 2%" Theile der Gleichung, da es sowohl 
tür 2 =,0 als auch Für = 07 sich Yun 0 redueirt S 303° 
und 354); man hat daher: 


Rn 


2) 3 
fe" e ax de == je eur di. 
A hei 





9 ’ 


10 ne ganz positive. Pe dem Intograte: 


“ nr 3 ; Dee $ 
3 ET Tl a epr Sr Faaenae ver 3ER (10) 


| und ‚hieraus für o—1 BEN“ | 
x fer N RE | (1%) 5 
028 Be 


ie 


1 
Setzt ı man in diesem letzten Integral N=2, wodurch rl 


air Se / 
- Bar] 


NE Rd die Grenzen O und & sich beziehungsweise im 
und 0 ade so hat man auch: 
- 4 r . 2 


Ke) RE RER RL 

u BER = 5 I v 5 

ae Schreibt man aber in dem obigen Integral (10) a + bö statt a, 
wi-y-—i| ER * 


TE can: TR 


2,9. Fe 
ragen! 





| far eo ga e bei dt = mad 
| Ss | 
i, weil ei — — (08 dx — #sinbe: 
“ I gar cos br div _ lo" e-&x sin br. de — 
“ BER 42 v0 


ORI IE 
(a + bin +t 





ee re 1 
c + Diyın! rt ru + [cos (1 (n +1) ptisinn + gl 
es Hg isn + ng 


ymrı 





un 


1 | : = 0 nn 
0 + Yan I sinn + l)arc tg al 





Substituirt man diesen Werth, ‚so ‚erhält, man March Glei 
der reellen und imaginären Bestandtheile : BERTENE I  RR 
ar et cosbx de = —— £ 
(a? +05?) ? 
| are sin dx dar == KEx er gi I“ + t) arc tg | ...(14) Fr 
Für » = 0 redueirt sich die ebene 1.2.3...n in den zweiten Bi. 
Theilen dieser Formeln auf die Einheit, und da: ’ | 


cos larcı A E TEST |arc : At Dia 
— L— - —— sin. 1 
| ala. 22 Er, Sa 


a 





BETT a u ß 
(a + b (a? -Hb2) 
ist, so hat man: | 
RER A ee 
| a? + b? 
0 5 3 
jew sin bx de — 
: 


8 

Zu diesen Formeln gelangt man auch, wenn man in dem Integral, Ei | 
_ Formel (9), a +5V-— 1 an die Stelle von «a treten lässt, oder un- 
mittelbar mittelst der unbestimmten Integrale, Gl. (7) und- (88. Ada 
Uebrigens darf in denselben «a nicht = 0 gesetzt werden, da schon : 


die Gl. (m), von welcher wir bei der Ableitung ausgiugen, diese Au 
nahme. ausschliesst. = re 
Aus der Gl. (1), 8. 438, folgt : 

gem HL lc 
ur Tan. ne ar b 1 
l® Ba er nr 


nun ist für 2 — 1: am#ı et = Tor — De le, ‚wie man 
mit Hilfe dr in ER 354 Sl Methode leicht ‚findet; man hat 
‚somit: 


gem ÄdX ; 


- 


R - | ur ‘ . 1 =; j ? ö ir & 
m A I AREL m dl Pe a ER SI SE 
je" ia de — BR an I ar z! (m+1) \ a 


0 


In $. 442 fanden wir: 
es tar.g g5- v2: | 























Br Er Ele) 
S ae ee) ee Tas a FE, k BERATEN, 
We el at bcos® NE ab a). 
4 werte 7702: 
3 en Be art ern) 
RE Di a+beos& - Vi —_a au any 
> aD: i 
de BEI 
a(1+coa) a 2 
| Hieraus folgt: 
: 3 
I ) x 2 arct ek ee." 
. ne Se ee Eee i a a IE: 
SE LIE a nn 19 SEE z a—+b 5 
Ber Bi | 
E: a eiden 1 ‚Vota+Vb—a ee 19) 
Jarbcos® Le: Vora-Voza Ren 
| 7L 
. 2 


“dt a2 | 
a(1-+cos2) a’ 
’ ‚Man kann in diesen Formeln @ immer als positiv betrachten, weil 


im Gegenfalle diese Rigenschaft durch Aenderung des Zeichens des 
er ganzen Integrals herbeigeführt werden könnte; ist nun db negativ, so 





6:0: (20) 





ar "ne: x a 
er. wird für den Werth er der Nenner a — bcos2=0, d.h. 


tritt innerhalb der Integrationsgrenzen eine Unterbrechung der Stetigkeit 

_ ein, wenn ein Wertli von & existirt, welcher obiger Gleichung Genüge 

leistet; ein solcher Werth findet offenbar, aber auch nur dann statt, 

| wenn a < b; hieraus folgt, das für ein negatives D das zweite Integral 
TR - unzulässig wird, während das erste in Kraft bleibt. 


450. Die Ausmittelung des genauen Werthes eines bestimmten 
Integrals gelingt auch sehr häufig in dem Falle, wenn die unbestimmte 
Integration nicht ausführbar ist; im Allgemeinen müssen aber dann die 
_ Integrationsgrenzen bestimmte Werthe haben, welche eben der Form 
der Funktion unter dem Integralzeichen besonders entsprechen. Die 
vorzüglichsten zu diesem Zwecke zu Gebote stehenden Hilfsmittel wollen 
wir im Folgenden kennen lemen. 
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Eine der fruchtbarsten Methoden zur Auswerthung bestimmter 


Integrale ist die Differenziation unter dem Integralzeichen. 
b 


Der Werth eines bestimmten Integrals (f(®) dx hängt bekanntlich nur 


a & 
von den Werthen der Integrationsgrenzen, und den etwa in f(x) vor- 


kommenden Constanten ab, und kann mithin als Funktion dieser Grössen 
betrachtet, und nach einer oder der andern derselben differenzirt werden. 

Ist demnach « eine in f(x) erscheinende unbestimmte  Con- 
stante, und 


[re 9 =9(o), a) 


wobei wir zunächst voraussetzen wollen, dass die Grenzen a und’b von 
ce unabhängig seien, so können wir, da die Gleichung für jeden Werth 
von « oder wenigstens für alle Werthe innerhalb gewisser Grenzen 
besteht, « + Ja statt « setzen und erhalten hiedurch: 

b 
f(x, «+ Ja)de—=gy(a+ Ae), - 


a 


und durch Subtraktion beider Gleichungen: 





b 
I, @ + Je) — f(z, 0) de —=gp(e + Le) — le) 


woraus durch Division mit /« die Gleichung: 


ra a + da) — fa, @) „_ Pla + Aa) — le) 
Aa re Aa 


a 2 








sich ergibt. Der Zähler linker Hand lässt sich mit Anwendung der 
Taylor’schen Reihe in folgender Form schreiben : 


f(®, a + de) Ge fi, «) Er Jaf ie, «) A 3 da® oa @+6 de), 
wo % einen positiven echten Bruch bezeichnet und der den Zeichen 
f', f” beigefügte Buchstabe « bedeutet, dass diese Differenzialquotienten « 


nach &@ genommen sind. Hiedurch verwandelt sich aber die vorherge- 
hende Gleichung in folgende: 





b b 


(a. @)de + 4Aa| f’„(x, «+ 94e) PERERR AK, % os ale) 





A a 


« 
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welche, wenn wir f«& unendlich klein werden lassen, übergeht in: 


ı ] d 
df(&, «) ER en an Htim | 4 fu, «+9 Ae) au. 
Q 


da 
a Vu 
Ist nun: 
b 
lim el". (2, @ +9 de) ar | —h(, 5 (m) 
Y | 
‚so folgt aus der letzten Gleichung: 
fh 
dfiX, «) d.p(e) 
ner da NIE D) 
de E Mes = 


d. h. um ein bestimmtes Integral, welches eine unbestimmte Constante 
« enthält, nach dieser Constante zu differenziren, genügt es, die Funktion 
unter dem Integralzeichen nach dieser Constante zu differenziren, vor- 
ausgesetzt, dass die Bedingung (m) erfüllt ist. Dies ist aber immer der 
Fall, wenn die Grenzen a, Db endliche Grössen sind und gleichzeitig 
f"«(#, @) von <&—=a bis e— b nur endliche Werthe hat; denn ver- 
möge der Gl. (5) [$. 446] ist das Integral: 


r 


b 
If’«& «+ 940) de= (db —- a) f’.la + B(b — a), a + 94a], 
4 i 
und hat demnach unter den obigen Voraussetzungen einen endlichen 
Werth, daher das Produkt desselben in die Grösse Ja mit Ja selbst 
gegen O convergirt. In jedem anderen Falle bedarf es einer besonderen 
‘ Untersuchung, ob die Bedingung (m) erfüllt ist. 


Man sieht leicht ein, dass eine solche Differenziation im Allge- 
meinen beliebig oft wiederholt werden darf, dass also allgemein: 


b d"f(x, c) a d" (a) 


da" dar 
ad 


Wendet man nun dieses Verfahren, welches man mit dem Namen: 
Differenziation unter dem Integralzeichen, bezeichnet, auf 
ein bereits bekanntes Integral an, so ist klar, dass jede neue Diffe- 
renziation desselben in Bezug auf eine darin vorkommende willkürliche 
Constante den Werth eines neuen bestimmten Integrals liefert, welcher 
auf anderem Wege vielleicht nur schwierig zu erhalten wäre. 


Erennen a und b Funktionen von « < sind. Setzt man das unbestimmte 3 


/ any If. a) de — — Fa, 0), so hat man: 


J fi@ a) den = Ei, = Fla, a), 


somit, wenn a und b von « abhängig sind: 


 dF(b,e) 2% dF(b,a) dl ara (se). ; dF (a, (a, &) da da, E ; 
RN db Te de 





| dr a 
es ist aber a 2 4 offenbar das. Differenzial unseres“ 





Integrals, nach & so genommen, als ob a ie b von dieser, Grösse 
unabhängig wären ; hp zufolge der Gl. (1): | 


- 





dF(b, a) arla a) Af(e, %,; 
da | da fi da 


a 


ferner hat man wegen 


AF(«, ray \ 3: AR (d, DE ee 
IN ee 


de Karina 


dF(4, 0) 5 Ale 
Se; Pla er a 


m leo [it 2 ar le pie Be 


: 


Folgende Beispiele mögen ee dienen. 
Man findet leicht auf gewöhnlichem Wege: 
“ Iran. dx — — . 

ee 


' und hieraus, indem man beiderseits »-mal hintereinander in Bezug 
4 differenzirt [vergl. 8.327]: 

fe | a } 
RS N A CE 
IE: \le)R da, — \rrseblk, EINE 





Ü 


Da ferner 
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[20 3 1 
dx ZU ER 
-—— — - —— und [8 327]: 
a es x 5) Va 
0 a 
di" 1 ee 
s Se Re (— 1% RT 
dar \a-F x, NL ER 2) ae 
in es en N) 
N Re DU RR Va 
so hat man: 
un 52 
da 9.02. Dan Tel) 1 7C 
Ä (a + I SE RR Re.) IN aM Va 2 
1.3.2.5....(2n— th) (5) 
NED On RS, 
4 dx 1 % 
Aassüe Gleichung |) >, — -arctg- folgt: 
a’ +2 a a 
Sn 
da TC 





e+e: 4a’ 


differenziren wir nach a, wobei von der Gl. (3) Gebrauch zu machen 
ist, da die obere Grenze von a abhängt, so "kommt: 


177 3 7 


2a dz JE ; dx een 2 


TR Bar sn 
‚222 or + 2a? da „(et x”) Sa? 








o 


Wir sind in diesen Beispielen, welche zu vermehren unnöthig ist, 
von bereits bekannten Integralen ausgegangen und durch Differenziation 
zu neuen Integralen gelangt. 


Die Operation kann aber auch auf ein vorgelegtes noch unbe- 
kanntes Integral mit Erfolg angewendet werden, wenn die Differen- 


ziation unter dem Zeichen | auf ein bekanntes Integral führt. Um z. B. 
das Integral: 


—a® sin n bx dr 





zu finden, differenziren wir nach a, und erhalten: 


dJ y ein b 
en Du n eV 
— fe sindz de — = Poser) 


l. (16 vaag- 
da 7:18 (16), 5 I; 
Herr, Höh, Mathematik, II. 3. Aufl, - 19 





ee >, IE. ZU 
"y a 0=—artg®o + C, somit C 0. ge J =, are we 
art es ist also 


e-aw sin ba 


% 


"(ar — 1)de 





zu bestimmen, so erhält man, nach n differenzirend: 
3 a 


dJ 5 = 
ER = |a'da Sn, 


1 
nt! 


dn 


‘wo keine Constante beizufügen ist, weil SR für NN): verschwindet. 
Es ist also 


Setzt man noch zt+i — y, == 0.50, wird 


fr 


BEER, ET, 
eh — ER 


I& 


| (x — 1) ande mtn-t 
N a 

: x RR 

Betrachten wir noch das Integral: 


nn 


LE Si AR Hanne Hand; 
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> AR, 





Bez en cos + a 
Be „I +2acosz + a 


nun hat man, die Formeln (5) und (1) in $. 442 in Anspruch nehmend : 

















| cos + a FE ar m N 

ji + 2a cosx + a? ee 2a 1+ 2acosx + a? 
47 + a £ ——— arcig Ne — 2a tg u «| 2 
PDT 2a -Yı+ an Lara 202 i 


es ist aber: 





Ir a Via orte, 


) 
VER VIER), 


1.0 ry 


wo das obere Zeichen zu nehmen ist, wenn a <“ |, das untere, wenn 








a > 1, weil die Formel die Substitution der positiven Werthe dieser 
Wurzelgrössen erheischt; wir erhalten also für den ersteren Fall: 


cosz + a ’ X j i Be 5 “,.) 22, 
= — di. == = — —arc a 
1+ 2acosz + a° 20 a 5 a A 5 


und hieraus: 


f + co 1A 

Aa cosX TE TU > 

"dk —0, EEE Er 
5 1+2acosx + a’ ACER 2 





1 dJ 
es ist daher re oder J —= Const., d. h. der Werth unseres Inte- 
( 


grals von a unabhängig. Für a —= O wird aber J — 0, folglich ist: 
ec 
| (1 + 2acosz +a’) de—=0, a<]1. (9) 
0 


1 4 
Ist a >1, so Setze man a—=-, wo @«<{ 1, und es wird 
a 


2.C0SX 1 2 1 2 C08& a? 
er An IBB =) az ( 2 a = a 
0 








(84 
—| (1 + 2« cos® + a*) de — 1(a2)| de, 
\? 0 


mithin, da zufolge der Gl. (9) 
197 






Br 299 | Be 


[Re + 2a c0s% n a?) de a und 1a) |" aa nl 1(a®) ee (a?) = 
ist, | ar 
Re + 24.0052. +:a?) de = Ilka?) aT>1. OR & 
Setzt man 7r — x an die Stelle von 2, so folgt: * 
| rt — 24 cos@ + @°) dr & (11) 
E | ( | u _ x cos® + a?) de = ıı 1(a9), als (12) 
Für «= 1 erhält man aus allen diesen Formeln: 
Ira Keen, d—| — (08%) Ban (13) 


> : : is 
oder, wenn man 2x statt x schreibt, wodurch die Grenzen in O und 5 


id 


sich verwandeln, und beachtet, das 1 + cos2x —= 2cos«#, 
1 = 00827 — 2sinz?: 








ja Mae 1 
| I(cos«) de — | L(sinz) de = — Bi 12. (14) 
0 0 


Die hier behandelten Beispiele stellen übrigens nur den einfach- es 
sten Fall dar, welcher bei diesem Verfahren eintreten kann, wo man 
durch einmalige Differenziation sogleich zu einem schon bekannten 
Integrale gelangt; weit häufiger wird man im Stande sein, durch wieder- ' 
holte Differenziation eine Relation zwischen dem Integral und seinen er 
= Differenzialquotienten, d. i. eine sogenannte Difierenzialgleichung zu bilden, er 
= | deren Integration, wenn sie ausführbar ist, sofort den Werth des vor- 5 
er gelegten Integrals kennen lehrt. 4 





: ” 451. Eine nicht minder ergiebige Quelle bestimmter Integrale ist | 
2 die Methode der Integration unter dem Integralzeichen. 
Rn Ist nämlich: | Ne 

| h Be. 
f 1; f(®, a) de = Y(e), (m), ek 


so hat man, beiderseits mit d« multiplieirend und integrirend: 3 Er 





oh. der Richtigkeit d ‚der tt (n ne ker man sich leicht, 
% indem man dieselbe nach Vorschrift des vorigen $. nach « differenzirt, 
ws _ wodurch man wieder zur vorhergehenden Gleichung (m) gelangt, vor- 
= Regler a die Integrationsgrenzen von « unabhängig” sind. Ist 


Ei 
je “ b 


: in nun im Stande, das Integral I («) dl. = [de jr, a) da sowohl: 


bg 


als auch das Integral sr (©, «) da herzustellen, so hi man damit auch = 


x E b £ 
den Wer ir eines neuen bestimmten Tulebrala: Ser \ x, @)d« gewonnen. 
. : d 7 


Die: aan. nach & wird man zwischen schicklichen Grenzen 
RR SH BEN, und erhält dann: 


[ Pe) )de = |, der (2.0 9 fast ia ads B) 
Beispiele: Man hat für ne X}; 


: 1 
| wa, 
0 u 


_ multiplieirt man beiderseits mit da und integrirt nach a von a — & 
32 = 
: B pachauken, so kommt: 1522 


a 
def a ee 


e 4& 


3 : n hi { gi ga —_ gel 
> ‚folglich, da fe un da a 


U z 
ß EIsn | he 
c 1% 


KL 


a = 


r al ma—L. c—1 
8 | _——di er 
e I& c 


an 


Aus ve Gl. de N An e folgt auf dieselbe Weise, indem 
0 i ; % R 


Bi 
C 


Die uhetintion = — lz verwandelt übrigens, wie man leicht 
‚ dieses. ee in das ur (IE | 





A febenen® erhält man aus den Formel 


T Y er 
7 ‘ 


ie ee 
ER. Ansch Multiplication mit da und Integration nach a, von 4 = = ange- 
R fangen: ; Ural Ben > N 


= | 
a e 4% ceosbr de —= en ex. sıır ba. der — == 
o> 


° | x 1.0: 2 
ee% — el ’ j@ dr 
—_— 005 brde— , 1 6 + 08" 





et Ü 





sin ba de=aretg, —-arctg, . 


Hieraus folgt für u=%, c—= 0: 


vn 


cos bx 


UL —&R, 
N 


- 


Der Werth des letzten Integrals ist, wie man sieht, von v unab- 
3 hängig; setzt man bx£ = 2, so wird auch: 


sinz 
de- 
£ 


0 


Setzt man in ein (3) 5=1, so erhält man: 


.n er - 
” 0777% Er Br 
ar dx = 
% 


er? zur, Fi Hn 


cos % ds 


% 
0 


_ und durch Subtraktion dieser ee 


Le 2) 


e=® — ea — (E78 — ETAP) 05%. 





0 Dur | 


‚und hieraus fra—=o, c—=0: 
R 


e? — 008% 


da. 
= % 


0 
| Bei einiger Aufmerksamkeit auf die Gl. ( kr wird man ae er- 2 
® kennen, . dass diese Methode der Auswerthung bestimmter Integrale 


= eigentlich nichts anderes ist, als die ‚Annenduse eines aus $ 445 





1 zufolge. die Ordnung er reeration in ; | 
(re ri @) div de im Allgemeinen willkürlich, | 


on > Or 2 Ir a) de 


u r Hieraus an wenn wir die Integrationen zwischen bestimmten 
_ Grenzen bewerkstelligen, etwa von —=4 bis @ = u, und VON MR 
bis 2 —=b, die obige Gl. (pP): 


hafne au [are a) da; 


und man sieht, dass ein bestimmtes Doppelintegral — vorausgesetzt, 

b dass die Umkehrung der Integrationsordnung gestattet ist -—— jederzeit 

Se zur Kenntniss des Werthes eines einfachen bestimmten Integrals führt, 

1 N sobald bei der einen Anordnung nur eine Integration, bei der andern 

& Anordnung aber beide Integrationen ausführbar, sind. Von dieser Vor- 
aussetzung sind wir aber eben im Eingange dieses $. ausgegangen. 

Ueber die Zulässigkeit der Umkehrung der Integrationsordnung 

werden die folgenden allgemeinen Bemerkungen über bestimmte Doppel- 


£* > 
452. Ist f(x, y) eine Funktion zweier von einander unabhängigen 
Veränderlichen x und y, so hat man nach $. 417, wenn Öd eine unend- 
lich abnehmende Zahl 2% 
.b 
. a 9) de 


= « 


diese Grösse Ra Nunmehr blos eine Fonktion von y sein; bezeichnen 
E wir. dieselbe mit Y(y), multiplieiren sie mit dy und integriren von « 
bis. Br so erhalten wir, unter & wieder eine unendlich kleine Zahl ver- 


& standen ; = 


ER, F (u |" au| Lex y)dR — 
imelplo) + glatt platt... +9, 


at: Br wenn wir für p(e), f (a ++ e), etc. die Werthe, nämlich: 


“ 


la) lim ötfla, + flat, +... +10 9,0), | 
rom tmdtfen Bu Rn al +: +40 

















au. 8. w., einsetzen: 


L dy [ f(x, y) da — 


I Ma tfla+d, +... Hi 0.0) | 
ee HH) 

lim de ie (1) 
Fr rad. re u ei] 


Das bestimmte Doppelintegral ist daher der Grenzwerth der Summe 
sämmtlicher unendlich vielen Werthe, welche die Grösse f(x, 9) de dy 
annimmt, wenn man für & und % alle Gombinationen von Werthen ein- 
setzt, welche diese Grössen zwischen den Integrationsgrenzen durch- 
laufen, und unter dz und dy die constanten unendlich kleinen Unter- 
schiede dieser Werthe versteht. | 

Wir haben im Obigen zuerst nach x, dann nach % integrirt; wären 
wir in umgekehrter Ye Bo so hätten wir in Gleichung. 
(1) links das Integral |, d- "re, y) dy erhalten, rechter Hand aber 


el 
dieselbe Summe wie in Gl. (1), nur mit dem Unterschiede, dass die 
vertical unter einander stehenden Glieder die horizontalen Reihen ge- 
bildet hätten, wodurch aber der Werth der Summe offenbar nicht ge- 
ändert wird; es ist demnach 


|; da Fre, y) dy—= ik dy [, Pen: OR es 


und diese Gleichung spricht, wie man sieht, die Zulässigkeit der Um- 
kehrung der Integrationsordnung in einem bestimmten Doppelintegral aus. 


Der Satz erleidet jedoch eine Ausnahme, wenn entweder die Inte- 


grationsgrenzen nicht constant, sondern Funktionen von & oder y sind, 
oder wenn die Funktion f(x, y) für ein zwischen den Integrations- 
grenzen liegendes System von Werthen der Veränderlichen &, 9 dis- 


continuirlich wird; in beiden Fällen ist die Umkehrung der Integra- 


tionsordnung im Allgemeinen nicht gestattet. 


In Bezug auf den ersteren Punkt bedarf es keines weiteren Be- 
weises; denn man sieht auf der Stelle, dass, wenn etwa die auf y sich 
beziehenden Grenzen «= u, #? —= v Funktionen von x wären, in dem 


Doppelintegrale 
po 
[| re na 
d u | 


die Ordnung vorgeschrieben und zuerst nach y zu integriren ist. 





Fe > - 


Be R es s Doppelintegral® mit- ee nlaichör 
irenzen ‚immer ig ein anderes mit eonstanten Grenzen. verwandelt: 


pr 


Be > wo 2 eine neue Vneniche so Pan die a e 
en: 2: g und t; ‚somit BEN ; | | | 


se in 9) ee) 2 abz Nee 


F 


n er aefin f( en Er yar| Ele. er — u): ylay. (3) 


Ad 


x a Erleidet aber die Funktion /(xz, y) für ein zwischen den Inte- 
_ grationsgrenzen liegendes System von Werthen von x und y eine Unter- 
_ brechung der Stetigkeit, so ist die Gl. (2) ebenfalls unzulässig, wie 


I 


fe: nal Y); ). |rts 9 Urag — ul), 


so hat man: EEE 
[re y)y=yla P) — Pk 


| , (m) 
u fe, 9) a, Dale 


y del pa ,ß) — pa, @)] — "auto, )— via y)l- (#) 


east nun, die Funktion f (2, 2 y) erleide eine Unterbrechung der 


5 Stiee für das System der Merihe N 2 so u wir 


f = autpe, 9 29a «) + | BR) ap] 


= atmen: N ula: Nr vlt, Wh 





Res a und Ben SCHDE end ” Bee Sind? was s offenbar f 


‘da nunmehr in keinem der Integrale der letzten Gleichung eine Unter- LS 


brechung der Stetigkeit ‘eintreten kann, indem die Funktion fx, Rne 
nur dann discontinuirlich wird, wenn gleichzeitig El undy=y 
wird. Der zweite Theil der letzten Gleichung lässt sich nun in fol- En 
gender Form schreiben: k 


' dy I (d, Y) FR: (a, y)] -H ik dy [ie Fre Y) Fe Be = = o 


und man erhält somit, wenn man & gegen die Grenze 0 sonvergiren hist, 
b 


wodurch der 1. Theil der Gleichung sich auf delp (z, P)—p(e, JE 
- dt 


zusammenzieht : 


ah 


|. wie 9 — la ol = 
\ dy[w(d, y) — Wl(a, y)| + lim |" dy\w(e— ey) — w(c+e, 
oder mit Rücksicht auf die Gleichung (m): 


+) 2 Tas: 
de |" f(x, y) dy — I; dy ji fix, y) de: 
. & a 


u 


— im| aylple eo —r(lets Y)l. 6) 
Lu 54 | N, 


Hieraus folgt nun, dass im Falle einer innerhalb der Integrations- 


grenzen eintretenden Discontinuität der Funktion f(x, y) die beiden 
linker Hand stehenden Integrale nicht mehr gleichwerthig, sondern um 
die Grösse 


4 in | ar a 


& 


von einander verschieden sind. 

Bes BE RE 
(24 y2 Ly 2)2 

in welchem die Funktion f(x, y) für das Werthepaar =0, y=0 

unendlich wird. Integriren wir zuerst nach %, so kommt |[$. 445]: 


Ein Beispiel hierzu bietet das Donner | I dx dy, 





| a 
f E S folglich 7, 


— 


+1. & y? Se? da 
— dı | E or Anz en 
RB y & ‚@ an Zr + y? 


Beide Integrale sind alco verschieden, und ihr Unterschied J — J’ 


+1 or 


—E& € el edy 
| a ee 
larslarplı 2er 





= 


URS RN 
ll |arc ig — —arctg | er21T: 
€ & 
Lu : h 
x Das hier Gesagte gilt auch in Bezug auf drei- und mehrfache 
x bestimmte Integrale. Das dreifache bestimmte al VA 3 


> =|, h F Eee y, aa 


ist, Ei die BR der Summe sämmtlicher Werthe zu betrachten, 
‚elche aus der Grösse f(x, y, 2) de dy dz hervorgehen, wenn man für 
‚9, 2 alle Combinationen von Werthen innerhalb der Integrations- 
renzen eingesetzt denkt. So lange diese Grenzen constant sind, und 
nnerhalb derselben die Funktion f(x, y, 2) nicht discontinuirlich wird, 
st die Ordnung der Integration eine ganz willkürliche. 


E 458. Betrachten wir nun das Integral 
I Ehe BR en, 


a, nur y statt 08; es ist, so halten wir, da den Werth 
‚ Integrals von dem Namen der Veränderlichen unabhängig ist: 


























AN: 


BE A ee RE Bar Re 
== | \ = (a? + y?) dıy ER. ru . 
\ 040 3E 


- DIS TeRt & 3 = 2 a 
indem das Product zweier einfacher Integrale | f(2) de, | ply)dy mit 
e dt & ‚ 


W 7 Di x £ 

® pP af = . . eg ’ 

dem Doppelintegrule | ne) p(y) de dy gleichbedeutend ist, wenn die 
al’o ; 2 Be 

Grenzen des ersteren von %, jene des zweiten von x unabhängig sind, 

wie man sich sogleich überzeugt, wenn man sich für jedes dieser drei 


Integrale den entsprechenden Summenausdruck gesetzt denkt. 


Setzen wir in obiger Gleichung y = xt, wo ti eine neue Verän- 
derliche bedeutet, in Bezug auf welche die Grenzen, wie man sieht, 
dieselben bleiben, so wird dy = x.dt und j 


7 


| | errilrt) diede | au | ie a ale 
Du) 0 0 


0 
die Integration nach x kann nun ausgeführt werden; es ist: 


j) e= 22 (1 E 02) 
| era) der 


welcher Ausdruck, zwischen den Grenzen O0 und © genommen, in 


1 
— ——— — sich verwandelt; hiemit wird: 
TB 
11206 28 


JS — er 
2) ı + 4 = 





_ z er 


| Bde a ya nr | Ze 
0 +. 


somit 


ein seiner häufigen Anwendungen wegen sehr wichtiges Integral. Mit  ® 
Rücksicht auf $. 446, 5) folgt hieraus: | wen 







ER a» 5 
| ge du = 2| 07 OB at 
0 


a 


und, wenn man aw statt x schreibt: 


[e 0) [ 
7C 
| ev dx — 2 
N) 
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| Man sieht leicht, dass der eben betretene Weg nur bei den Grenzen 
O0 und » zum Ziele führt; sind eine oder beide Grenzen von O ver- E 
schiedene endliche Zahlen, so lässt sich der Werth des bestimmten 
Integrals nur in Form unendlicher Reihen gewinnen. Bei der Wichtigkeit 
dieses Integrals wollen wir einige derselben hier anführen. a 


SE, 
ieraus, von ) bis t integrirend : 
EEE Fan. 219 


En 
Fr PERS —=t— Ta Er EE her 
= = en oseata Suzalaı) 


aber nur für kleine Werthe von £ hinreichend 


Nach. der Regel der theilweisen Integration hat man: 


IK dm ve 2|e” x” de, 


| ER 2a: 
erde oe 4 BER IAR, 
L x de 3 + 5 : 
u ee eg =2 | 
e fe 20-4 — = ee? + je Rede: 


gan 


De ie 2 = ge zn 2 ei” + ei’ and 
& Sn, Tr ee (ar —ı) le er 


folglich, für jedes en! rechter Hand seinen Werth aus 
53 Deseden va substituirt, und schliesslich das Integral von 


2 (212) 
1.8°5.,7 


ran 0) 


Bar: er . +... 


S er r “ (21?) 2 
en: ST, 3.5. 3.5...(20 — 1) 


Diese Reihe convergirt ebenfalls für jeden Werth von t, und 
"a rascher als die obige, ist jedoch auch nur für kleinere Werthe von t 
brauchbar. Der betretene Weg, um zur Reihenentwickelung zu 


Ei: 


nen ist hier 





3.8. 





| ie man if, das in diesem Ausdruck 
im 8. 448, 6) ausgesprochenen Satz an, 

et a" setzt und beachtet, dass, ne rhalb der Grenzen 0 ) und 2% 
c-" der kleinste und 1 der grösste Werth der Funktion p(x) ist, so 
findet man sogleich, dass der Werth des in. Rede stehenden Integrals 
zwischen den Grössen. { 


ten+1 ganrt 
———— und 
2n +1 
(212)n-1 
ee En 
‚abgebrochen wird, für den begangenen Fehler 7, die Relation: 





liegt; es besteht daher, wenn die Reihe mit dem Gliede 


In tan+1 Yn gan +1 


ER ee 








Zu einer für grössere Werthe von # brauchbaren "Entwickelung “ 
selangt man auf folgende Weise. Man hat, gleichfalls nach dem Satze 
der theilweisen Integration: 


le da 8 il 
ie dx 15 ee 
ee NO 
y2 « 2° 5 


e” dx l 
EN 








u. S. W., somit: 





Kr ee 1; 1% BE SERL.H BE i 
le = I: ST I 


Im un 


De 2 
le & a ar 
Be ns 








+ 


Nimmt man dieses Integral zwischen den Grenzen Bit und 2 Se: 
@,so folet: 1 en 


2 et ehe 3 an 
4 — 12 Ic — EEE u 
) zen Es ap 
13.00. (are) 
Aa) 








.. wo der Rest: 








Ra‘ Nun ist: 








Se, 7 2 S 22) e ee 
| en. die | e=® de — | Te ve —| ET”, dan; 
& 0 0 I Mari Jı 
! 
mithin: 
N Vn e= 2 1 1.3 BD 
de: -— ——fl 1 = TROST EDITED .. 
| h° x 2 24 TEE CTES IE CT) BE 
e\ Bas. (0m 3) x 
E au ey | + Au. .. (6) 


Was den Rest R, betrifit, so findet man auf dem oben betretenen 
Weg ohne Schwierigkeit: 


RL. BED. ln 3) 


—1 
Dar 2 (m) 
= BY (ar 





der Fehler, welchen man begeht, wenn man die Reihe bei irgend einem 
Gliede abbricht, ist also, wie man sieht, immer kleiner als das letzte 
Bi mitgenommene Glied. Die Kenntniss der Fehlergrenzen gestattet nun, 
von obiger Reihe zur Berechnung des Integrals bei grösseren Werthen 
von ? Gebrauch zu machen. 


Die Reihe divergirt nämlich, wie man leicht findet, für jeden 





Werth von ?; allein. wenn { >> 1, so nehmen die Glieder Anfangs ab, 


und zwar um so rascher, je grösser ?{, erreichen ein Minimum, und 
nehmen von da an fort und fort zu. Bricht man daher die Reihe — 
2 gemäss der obigen Bemerkung — mit dem kleinsten Gliede ab, so er- 
hält man einen genäherten "Werth des Integrals, dessen Fehler kleiner 
ä - ist als dieses letzte noch mitgenommene Glied. 

E, Man pflegt dergleichen Reihen halbeonvergente Reihen zu 


E nennen; ihr wesentlicher Character besteht darin, dass das Ergänzungs- 
Be. glied oder der Rest R,„, d. i. die Summe aller auf das n'° Glied fol- 
genden Glieder der Reihe mit zunehmendem n Anfangs abnimmt, für 
> einen gewissen Werth von n ein Minimum erreicht, und von da an für 


dass dieses Minimum einen gewissen als unmerklich zu vernachlässi- 
genden Betrag nicht überschreitet, so ist die Summe der Reihe bis zu 
dem entsprechenden Werthe von n fortgesetzt, offenbar ein genäherter 





DE DE 


x 





grössere Werthe von » fort und fort zunimmt. Kann man nun zeigen, 


























von £ > 1 sich in diesem Falle befindet, EIER 

Für die numerische Berechnung ist es a, Reihe En 
in (6) durch den gleichgeltenden Kettenbruch [Bd. I, Seite 279, 5) SER 
zu ersetzen, wodurch man erhält: Re 











! % Verne ® % 1 | SE 
\, Re 2 Be m a 
: 


ee 


Te rg Be 
TE a 
Der Kettenbruch convergirt um so rascher, je kleiner 9, d. 4 je = 

grösser t ist, und der wahre Werth des Integrals liegt immer zwischen 
je zwei aufeinander folgenden redueirten Brüchen, da der Kettenbruch 
| der Reihe Glied für Glied entspricht, und die Reihe die analoge 
$ Eigenschaft besitzt, wie aus dem regelmässigen Zeichenwechsel des." 
Restes erhellt. 2 








454. Setzt man in Gl. (2) des vorigen $& 2 =ay-+b, so erhält 
man, da die Grenzen des Integrals durch diese Substitution unverine 
dert bleiben: & BAR : : 


+, x , 
| ey? — 2ab Ydy Se 
RR, [0 


Die Formel (8) in $. 447 gibt ferner für D’ —=a?: 


an 2 ee I 
P(aa: )@=!| FW 2a) dy: 
} Gr ne a Jo wer 2 


u, 





Er E 2 , : ‘ 7 
. ‘ a a? . Zt 3 
setzt man hier r(a x? + en) ae ee. ı =), ‚so erhält man: 
= | 


2 


Rn 
| eV. dy, 
0 


De 2a? 





| ea + =) da — —_ | CE w + 2a?) dy = 
«0 £ Aavo - 


folglich mit Rücksicht auf Gl. ( 1) des vorigen Ss Be ee ER 


ee) N = 99T yEn: a Er 
Be e IC EN 
| ee (ein) Ar, ge ld 





3 SER NER: 


;8 Setzt. mans 2 Br in der obigen Pormal di % 


em am ny-ı, also a—=Yk, DR 


P 2 


> “” Ye ; 
Kr 2 ehe avi a — VE: Aks 
7, wenn man für en Var, den bekannten Ausdruck 


Re 1 ‚sin hy einführt : 


+ | EEE 
.r ee ur (eoshy + va I sin in hy) dy — — —e m 


| durch Sonderung | des Reellen vom Imaginären gewinnen wir hierans 
Folgende ‚Integrale: 


+2 


ER h2 
eK cos hy dy — Ze a 


+@ 
eW sinhy dy —0. 
Auch folgt aus (3), nach $. 446, 


< r N 1 
j e-W* coshy dy — — 
BI 2 





pie Substitution a ae verwandelt ferner die Gl. (3) 


w 


\ = eV —1 7. 


« 


te man nun für die Exponentielle e-@2=V—1 den gleichgeltenden 


Aus sdruck cos (@ & 2”) — er sin (a? x x”), so erhält man: 


R fi ie: (a 2) Vi sin («*x?)] Be 


Der 5 


nd hieran uuech Sonderung des Reellen und Imaginären: 





% 


cos Yy iy siny day 
BI 


Betrachten wir schliesslich noch das Doppelintegral : 


T=| | ger vaEN) cosbr ydy de, 
0Jo 


so erhalten wir, zuerst nach y integrirend: 
cos bx da 
J — | cos bx die | eh ne u | een 
Jo JO Ei + Al 


- Die an nach & liefert. hingegen: 
i IR 3 2Y au, rd +79 ,008 be dx -|, 2 y u: gera? 
d. ij. mit Rücksicht auf die obige Formel (DJ 
En va|,e( +) dy. 


Zur Reduktion’ dieses Integrals nehmen wir die Gl. {8), A AT in. 
Anspruch, und erhalten dadurch: 


0) b2 a. an 2 
| e7 (x H =) dy —| Aa — |, ER Aye 
Da 0 ER 


somit 
x =]; 
er 
; 2 
Da nun das Doppelintegral, von welehem wir ausgingen, die, Um- 
kehrung der Integrationsordnung gestattet, so ist vermöge der Glen. 


(m) und (n): 


"cosbx ® Fl: 4, 
1 che Se 


N : Es 
wo, wie aus der Ableitung erhellt, dD auch — 0.3 aber nicht Ben 
genommen werden darf. Et a re 


‚Durch Differenziation nach b eerbl sich aus (8): 


= sin br dr 1 


re 
a, 2 





R.4 FE, ee SU w; Wi X y urn la 
- beiden Formeln n statt © und ab statt b 
"eosbr de 


ee | (10) 
r® | | 





a 
x sınbx dx 


at a: ses er: au 





0 


EIN: 455. Mittelst ‚der enden Integration und der Öntiehen 
Eigenschaften“ der bestimmten Integrale gelangt man auf sehr einfachem 
e Wege zur Taylor 'schen Reihe, wobei sich das Ergänzungsglied der. 
# | Reihe in Form eines bestimmten Integrals darbietet. 


Ist nämlich. fix) eine von x bis ® —+ h stetige Funktion von x 


und bezeichnet man mit fl (2), f’(&), f”(&),... die aufeinander fol- 
genden ‚Differenzialquotienten derselben, so hat man zunächst: 


c+h v+h 


= ER : Fan 


', wenn man eine neue Veränderliche 2 mittelst der Substitution 


| ya —=z2+h— 2, dy= — dz einführt, wodurch sich die untere und 
obere RI Dechungwois in h und OÖ verwandeln: 


Ie + 1) - — f(x) = 12 (x dr h—- e)de. 
Durch theilweise en ergibt sich nun: 


Sn (+ r)ae—er a et , erh) ede, 


fee ae 2) Aka Er + Ir" («+ De 


I I: h 7 u IR "(e+-h +. — „de, 


. RT . . 


3 3 i IE = Rn 
Sentern-n, GN Ra fa (x -+h— 2) 
ho 5 TER r EN 


lm les N a“ 


































s Al er, (n—1) re 
au ser, (ce + h a ar 1 2 | 
i (n) En ee 
DE ] un, Be 
+]f re Van 5 RI 
Nimmt man nun dieses Integral zwischen den Grenzen O und h, 4 
E und substituirt es in die obige Gleichung, so folst die Taylorsche AR 
= Reihe: x SR Be 
= | f 7 h“ v Fidel - Br 
fe +hb)=fle) + hfle) + Zt (® (x u: (@)+..: ee 
IR ER l = i a; ga; $: 
RE NER N n 422 a 
Der hier in Form eines bestimmten a erscheinende Rest Er 
‚der Reihe erhält mittelst der Substitution 2==h —t die in der Regel Re 
bequemere Form : Be; 
n ä 
u EinZil (M 
De a f(x 8; t) dt # 

i 1)! 

und kann mit Hilfe der Formel a $. 446 leicht wieder auf die Form Ta 


; hr : { 
x = /"®(x + 6h) gebracht, werden, in welcher wir ihn in $. 343 kennen 





gelernt haben. Setzt man in der Taylor’schen Reihe 2—=0, und 
schreibt sodann x statt h, so hat man den Maclaurin’schen Lehr- 


AG )= 10) + a0) 4 75 HIAOE: 


1 Er 1f(n)f; 


b ; 
456. Wenn der Werth eines bestimmten Integrals | /(@) dx nach. 


einer oder der andern der in den En rel vor- 
getragenen Methoden nicht direct ermittelt werden kann, so stehen uns 
noch zwei Mittel zu Gebote, durch welches sich der Zahlenwerth jedes 
bestimmten Integrals mit einem beliebigen Grade der Annäherung be-_ 
rechnen lässt, so dass jede Grösse als bekannt betrachtet werden kann, SR 
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sobald es gelungen ist, sie durch ein bestimmtes Integral auszudrücken. 
Entweder verwandelt man nämlich die Funktion unter" dem Integral- 
. zeichen in eine convergirende Reihe, ein bereits bekanntes Verfahren, 
welches mit Vortheil dann benutzt wird, wenn die Reihe rasch genug 
convergirt, um durch Addition einer mässigen Anzahl von Gliedern 
den Werth mit genügender Schärfe zu geben; oder man bedient sich 
der sogenannten Methode der näherungsweisen Quadratur, ein 
Verfahren, welches im Wesentlichen darin besteht, den Werth des be- 
stimmten Integrals aus einer bestimmten endlichen Anzahl von Werthen 


der Funktion f(x) herzuleiten, und seinen Namen dem Umstande 

b N 
verdankt, dass das Integral \f(«) dc bekanntlich der Ausdruck der 

d 
Fläche ist, welche von der Abscissenaxe, den beiden den Abscissen 


x == a und <= b entsprechenden Ordinaten und dem zwischenliegen- 
den Bogen der Curve y = f(x) begrenzt wird. Mit der Entwickelung 
einiger hierher gehöriger Formeln wollen wir uns im Folgenden be- 
schäftigen. 

Zunächst bietet sich uns zu dem beabsichtigten Zwecke die be- 
kannte Gleichung: | 


|. f(x) de = limölf(a) + fla +9) + Fa +29) +... + fl — Ö)] 
dar; setzen wir nämlich : 


|, f(x) de=hlfla)+flaeth)+fla+2h)+...+f(b— A), (1) 
so wird der Ausdruck rechter Hand den Werth des Integrals um so 


i Be, ba. , 
genauer geben, je kleiner wir A = ——— wählen. 
N 


Setzen wir ferner voraus, dass die Funktion f(x) von = a bis 


x —= b beständig wachse oder beständig abnehme, so liegt der Werth 
des Integrals nothwendig zwischen den beiden Grössen : 


Sehtla,-ssflachlt il In, cHrflb —h)], ax 


und 


S=hlffa+th)+fla+2h)+fla+3h)+...+f(b)]: 
wir können daher als Werth des Integrals näherungsweise das arith- 
metische Mittel 4(8 — 5°) annehmen und gewinnen dadurch folgende 
Formel: 
























Iroa-nl|ir + nt + > 
Hrn) +5 ol: in Ki 


der Fehler dieses Werthes wird offenbar kleiner sein als die halbe a 
u Differenz Ss 2-8, also: ‚kleiner als 


h 1: Po) > ra) | 


Die für die. Funktion f(x) gemachte Vor beschrankeh Be 
den Gebrauch der Formel (2) nicht wesentlich, da es im Gegenfalle Er 
immer möglich ist, das Integral durch Einschiebung von Grenzen zwischen 
a und b in mehrere andere zu zerlegen, in Bezug auf deren Grenzen . Rn 
die Funktion f(x) die geforderte Eigenschaft besitzt, und deren jedes 
sodann den Gebrauch der Formel (2) gestattet. BR, er a 








Wenden wir beispielsweise die Formeln (1) und (2) auf die Be- = ax 

2 da 1 u 

rechnung des Integrals | a, A, setzend, so wird wegen a=l 
1 - he X Er 


’b=2: fla)—=1, f(db)— 0,5, und: 
f(a+ M)—= 42% = 0,909091 


1 

. f(a + 2h) = 19 — 0,833333 ER 

an. f(a + 3%) = 14 = 0,769232 u 
fatı udn. 
f(a + 5h) — 12 — 0,666667 

| f{a + 61) = 42 = 0,625000 
flat 7n) = 419 — 0,5889355 
f(a + 8h) = 42 = 0,555556 
: f(a + 9) = H=0 526315 { 





ae he fo — h) = 6,187715; hiemit gibt: 


ER 2d E 

die Formel (1): I —=.0,13, Er. 

x 2da ur | Sue i & 
die Formel (0: | — 0,6988, mit einem Fehler — 0,025; 


di x 2 . ß . Er. [ 


der wahre Werth ist, log nat 2 — 0,6931472. 


x: Zu. €i ren und‘ ARe brauchbaren Formel gelangen N 
= ” e einfachsten uf folgende else. u Fig. 33. 
Sei (Fig, 33) UN die Curve, deren | 

Bi © Gleichung ea ale? 

FRE es 102 so ist. bekanntlich 8 417]: 


% en eine gera EN @.. on DE 
gleicher Theile: Cy Ve BE 
ra so ist: 
2n 


£ 


a + 2h 


EL® v)d dx — Fläche A0dg. 


Wie nun Auch die Curve „== (x) beschaffen sein mag, so wird 

k das "Bogenstück Ab derselben mit irgend einer durch die drei Punkte 

BAR a,b gelegten Curve um so näher zusammenfallen, je näher diese 

drei Punkte einander liegen, d. i. je kleiner % ist, so dass der von 

letzterer Curve begrenzte Flächenstreifen als ein genäherter Werth 

der wahren Fläche ACby betrachtet werden kann. Wir wählen hiezu 
ei die Parabel, als die einfachste Curve; die Gleichung derselben sei: 


y=a+ßa + ya; 
bestimmen wir nun die Constanten 0, BY so, dass sie den Bedingungs- 
_gleichungen: RER ER 
ve ()=a+tßa+t ya), 
[(a + h) —a+Pla-+ h)+Y (a + h)?, (mr 
| fa+2W)=atPpßla+ 2h) -+y(a-+ 2h)”, | 
welche eben ausdrücken, dass die Parabel durch die drei Punkte L 
222 Ö gehe, Genüge leisten, so, besteht näherungsweise Se Gleichung: 


a + 2h a + 2h 
N ae) a], ( (a + Bw + ya?) da 


erg ” al : Pla + 2h)? — a?) + ; yl(a + 2h)3 — a3] 


eh+, Bone a Aa, h-+ 12ah? + gr) 





En: 
+ 
3 
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= ghlie+ Ba + ze + Ale + Kath) tra + m 


+le +ß(a +2) +rla+ ) 


d. i. mit Rücksicht auf die Gleichungen (m): 


" + 2ıh 


f(x) da —. kifla) +4fla +) + fa + 2h)]. 


ed 
Ebenso ist: 


u + At 


fi® de, h\ffa + 22 +4fla + 3h) +f(a + th)], 


a-+ 2h 
u + 6h 


ande=z Hirte +49) + arte +5 + fe +62) 


a + 4h 


a + onh 
) fa) de= , hir (a +(2n —2)h) +4fla + (2n—1)h) 
ı +2(n — 1)h 
+ f(a+ 2nh)]; 
durch Addition dieser Gleichungen ergibt sich, da a + 2nh = b: 


h 
\,r@ Gas — 2 la )+4fla+h)+2fla+2h)+ 4/l(a -+ 3h) 
+ 2fla+ 4) +... +46 — Rn) + fb)l. (3) 


Dies ist die sogenannte Simpson’sche Formel zur näherungs- 
weisen Berechnung bestimmter Integrale. Auf unser obiges Beispiel 


1 
angewendet, findet man nach derselben, mit h = eek 


-4@ _ 56931503 
13% 


von dem wahren Werthe erst in der 6. Dezimalstelle um drei Ein- 
heiten abweichend. 


Man bemerkt leicht den Unterschied in geometrischer Beziehung 
zwischen den Formeln (1), (2) und (3). Während die Formel (1) für 
den Werth der Fläche ABOD die Summe der Rechtecke CAep, pafg 
gbgr, u. s. w. gibt, stellt der Ausdruck in Formel (2) die Summe der 
Trapeze OAap, pabg, ete. dar, welche mittelst der Sehnen Ada, ab 
bc, ete. gebildet werden, wogegen die Formel (3) auch noch die über 
diesen Sehnen stehenden Curvensegmente, als parabolische betrachtet, 
berücksichtiget. 
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Die Simpson’sche Formel hat den Vorzug, dass sie, ebenso wie 
die Formeln (1) und (2), die Kenntniss der Form der Funktion f(x) 
nicht erfordert, sondern nur eine gewisse (ungerade) Anzahl äquidistanter, 
numerischer Werthe der Funktion f(x) als gegeben voraussetzt; hin- 
gegen den Mangel, dass sie kein Mittel zur Schätzung des Fehlers 
darbietet; wir wollen daher im folgenden $. noch eine, auch in anderer 
Beziehung sehr brauchbare Formel kennen lernen, welche dieser Vor- 


wurf nicht trifft. 


457. Kraft des Taylor’schen Lehrsatzes [$. 455] hat man, f(x + h) 
— f(x) = 4 f(®) setzend: 


R2s;, h2' 
BT ee RC pen (2) 





2 
(h ER Ey 2%; | 
+ 2n! Dale a5 i) ap: 
aus welcher Gleichung, wenn man statt f(x) der Reihe nach f’(«) 

f(z), f"(&),..., fer d (2) setzt, und gleichzeitig in jeder folgen- 

den Gleichung die Reihe um ein Glied früher abbricht, die folgenden x 
Gleichungen hervorgehen: 


har En. # 
+ ar oraunyl (x) 


em 








af) = hl") + 


ee = t)® 3 De (x + £) 792 
0 


Ha 2 


ES (x) ICE (x) ’ (x) ib, E et @ . BT f an) (x ) 








RE Nn—2 
+| 0 — t)? 37 RN + t) dt, 


A fan) (x) = N feB (x) + 5 a N a (i + Lt). dt. 


0 


Addirt man diese Gleichungen, 2» an der Zahl, nachdem zuvor 
die zweite mit A,h, die dritte mit A, h“, ar, die 2% mi, Ay. na 
eulaphägl en so erbält man: 


-Iflke) + Ah.Af(e) + Ash?.Af”(e) + .. 
= ze Ay-ı har , Af@rZU (X) 2 





1 TEA, 
Be 





A “ u 
1 Kr 2n f(2n) 
TEE Eee EN OB 


(Bde A EI ATe 

a On Lay Mona 
en har—1 DIES 

Je 2n—1 !l (h ı A: ie t) dt. 


Die noch unbestimmten Coeffiecienten A,, Ag. ..., Asn—ı bestimmen 
wir aus den Gleichungen: 





et 


Px1 1 


Keen 
ae 


Re et Aa x 
mit an — ae 2)! Eee 


was immer möglich ist, da die Anzahl (2n —1) der  Gleichunech jener = 
der zu bestimmenden Grössen gleich kommt, und erstere in Bezug auf 
letztere vom 1°" Grade sind; setzen wir noch der Kürze wegen: 


h— tin, .Ahlh—tmi A,h?(h — t)72 
+ 
On! (2n —1)! ...(2n.—2)! 


Anand 











= 





so verwandelt sich obige Gleichung in folgende: 
Af(a) + Ah. Af(®) # Ah? A" (a) +. 
5 ar A nar—, A) Pen 


a — hf wor fe da + t)dt 


Die weitere Entwickelung kann, von dieser Gleichung ausgehend, 
auf mehrfache Weise fortgeführt werden, je nachdem man den Index 
n unbestimmt lässt, oder demselben einen besonderen Werth ertheilt. 
Für unseren Zweck genügt die Annahme n —= 2, wodurch sich die 


Gleichung (1) bedeutend vereinfacht. Für diesen Werth von »n findet. un 


man: 





na 


ar + Be 


nase -ure+)e 2) 


“ Setzen wir nun voraus, dass die Funktion f'(x + t) stetig sei, 
Kat ihr Zeichen nicht verändere von £=0 bis t{=h, so liegt, dem 
in 446, 6) angeführten Satze zufolge, der Werth des bestimmten 


wenn mit A und 5 der kleinste und grösste Werth bezeichnet wird, 
welchen die Funktion £?(h — 1)? innerhalb der Grenzen !=0 und t—h 
Bameumenvermsg: ‚Nun sind, wie man leicht findet, diese beiden 


\ erthe, A ee B= a ferner ist j Fe + dd=frie ge h) 


no, Ilglich ES der Werth des in Rede stehenden RE 


Er Pr 4 er = a gesetzt werden, unter 0 einen posi- 


A ra r n ne — — „.4f"(@) 
& u 924 Ir eh h) Fe (al, 
di i. mit Rücksicht auf die Bedeutung des Be 4 
u BE “ T 1a) = =, an » z AR las ne a (+) — f" (@)] 


A er) Inte 38 iR m ne %)]. 
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Setzen wir nun f’(x) —= F(x), wodurch 
f(x) —|r (x) da = | Fe) de, f(x + k) fe ls, Fle) dı 


wird, so verwandelt sich die Gleichung in folgende: 











ch h2 
IT F@) ar, sn (+ h)+ Fe) \ "@+h) — F(a)] 


BR 
Be 
BE # Dal 2, 
deren Giltigkeit au die Bedingung gebunden ist, das F'Y(x) stetig und 
von gleichem Zeichen sei von x bis x + h. 


Lassen wir nun in dieser Gleichung an die Stelle von x der Reihe 
nach ,aa+h, a+2h,..., «+ (n — 1)h treten, und addiren die 
so erhaltenen Gleichungen, » an der Zahl, so ergibt sich: 


a) del, F(a)+Fla+h)+Fla+2h)-+... = 


a 


+Flae + nn — 1)hl + Fla -- > 


h* 


nn „u (a + nh) — F'(a)] a Bor% >R = 
wo 


ZS—9[F”(a + A) — F”(a)] + 6,[P%(a-+ 2r) - P”(a A] +... 
+ 9,[F”(a-+ nh) — F”(a+(n—1)h)] | 


ist, und 6,, 6,, ,,..., 6, positive, echte Brüche bezeichnen. Diese 
Gleichung setzt nun voraus, dass die Funktion F'Y(x) stetig sei und 
von gleichem Vorzeichen von =abis —a-+ nh; dies hat Aber a 
zur Folge, dass die Funktion F”(xz) vn za =abs ze =a-+tnhbe _ ee 
ständig wächst oder beständig abnimmt, daher die eingeklammerten “ 
Differenzen in dem Ausdrucke N alle dasselbe Zeichen haben; in Folge 
dessen liegt aber der Werth der Grösse 5 nothwendig zwischen den 
zwei Werthen O und [#”’(a + nh) — F”(a)], welche der Ausdruck 
rechter Hand annimmt, wenn man einmal für die Grössen 9 den klein- 
sten Werth = 0, dann den grössten Werth = + 1 substituirt, dessen 
diese Grössen fähig sind. Man kann daher Y* —=9[F”(a + nh) 
— F”(a)]| setzen, wenn ® wieder einen positiven echten Bruch be- 
zeichnet, und hat demnach, unter der Voraussetzung, dass F'' (x) stetig 
und von gleichem Vorzeichen sei von =abiss 2 —=a- nh: 
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a + nh 1 
Er F (x) da—n|, ig 
+ F(la+(n—1) Y -- . F(a+ on)| 
= [F’(a -+ nh) — Ffa)] +9. Se (a + nh) — F”(a)], (3) 
oder, wenn man a — nh —= b, also h — it setzt: 
\ EH 2) de — 
L | | Dt 
|, F(a) nn +h)+F(a-+ +...+ Fl —h)+ 5 ”o)| 





on (6) — F’(a)] + 02 — [F” (0) — F”(a)] (4) 


Die Anwendung dieser Formel zur Berechnung bestimmter Inte- 
srale unterliegt keiner Schwierigkeit und erfährt durch die Bedingung, 
dass F"'(x) innerhalb der Integrationsgrenzen sein Zeichen nicht än- 
dern darf, keine wesentliche Einschränkung, da man nöthigenfalls das 
vorgelegte Integral durch Einschieburg neuer Grenzen in mehrere 
Integrale zerlegen kann, welche dieser Bedingung entsprechen. Der 
Ausdruck in der ersten Zeile rechter Hand ist, wie man sieht, der 
_ bereits im vorigen $ 


S 


‚ Gl. (2), erhaltene genäherte Werth des bestimmten 
WAeS : ; 

Integrals; durch Hinzufügung des Gliedes — ee) h? |F'(b) — F’(a)] 

erhält man einen verbesserten Werth, dessen Fehler sofort kleiner ist 


als + . 


Das schon im vorigen 8. benutzte Beispiel, nach dieser Formel 





h+[F” (6) — F” (a)]. 


Sr 1 2d 
mit h—_, berechnet, gibt: |  — 0,6931465 mit einem Fehler 
. 1= ae 
< + 0,0000015, er erreicht in der That nur die Hälfte dieses Be- 
 trages. 


458. Schreibt man die soeben gewonnene Formel in folgender 
Form: 


F(a) + F(a # hy+F(la+2h)+...+Fl(a-+ nh) 
u + ah 
| F(x) det; [F 3 ee 


[0 


E 1 _ IP” (m + nh) — F”(a)], (1) 
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so kann dieselbe, wie man sieht, zur näherungsweisen Berechnung der 
Summe: F(a)+ F(la+h) +...+ F(a + nh) mit Vortheil ange- 
wendet werden, wenn diese Summe aus sehr vielen Gliedern besteht, _ 20% 


und das Integral | F (x) d« angegeben werden kann. Setzt man a—=h—=1, 





und schreibt n — 1 statt n, so erhält die obige Gleichung die Form: x 
FAy a +Fß)+...+ Fin) Be 
— | Fe) ao + 5 IF) + Fl + 5 IF) — F(0)] ee: 


Ö m m Br 





oder, wenn man das Aggregat der von n unabhängigen constanten er 
Glieder: Ser 
| rar ri lerne 
Er rde — — en 
Nu 12 384 ER 
setzt: N E 
Fi) + FR) + FB)+...+ Fin) = e: 
1 1 0 A 
ne gi 1 SE F me ya , I RE ge 
+ Far tr + re) rn, 
wobei F"'' (x) stetig und von BIENEN Vorzeichen sein muss vn 21 > . 
bean. ER 
Um die Anwendung dieser Formel durch ein Beispiel zu erläutern, : = 
: RT 2 Be 
se Ex) — In, so wird: Pre) — ai Pre Pr ‚Ir de—= le ee < 2 
und die Gl. (3) gibt: & 
11 +12 +13 +...+1n=1(1.2. ro {f 
ii SER v) 1 
nd 2 a a En 
+nin a 109 78° 


Es handelt sich nun noch um die Bestimmung der Constante @ 
Setzen wir zur Abkürzung: 


IL v) 1 
12’ n 192 nm? 





so ist: 
FEED 


und folglich auch: 
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. I 1 | 
EINR2RSR 2) = Cr (zn +5) 120 — 2n + Rau 


1 
—(0+ (2 + ,) In + (2 -H .) 12 — 2n + Ran. 


Es ist aber identisch: 


BEN OT ED 28 il) 
Eu 08 leiden), 


d. i. zu den Logarithmen übergehend: 
BER an 1) 21.2.3... Dany allls2. ar.) 120 


folglich mit Rücksicht auf die beiden vorhergehenden Gleichungen: 


(1.3.5... —N)—=nin+ ("+2) 2 —n-+ Ron — RB: 
-Ferner hat man: 
2.2.4.4.6.6...(2n —2) (an —2).2n=[2.4.6....(2n — 2). 2n— 
DEE n | 
an 
ea on Warme 128,5. (önz- 1%, 





== 9,228, ne l2E 2 


somit durch Division und Uebergang zu den Logarithmen: 
DA A626. (2 2] an = 2)2n © 
RAR DEIRHENER en —1)(2n —1) 
nl 19n 211.38... 1) 
— 20 — 212 + 4Rn -— 2Rn 





wenn man nämlich für die Logarithmen der beiden Faktoriellen die 
oben entwickelten Werthe einsetzt. Lässt man nun in dieser Gleichung 
unendlich gross werden, so nähert sich — dem Wallis’schen Theorem 


1 
zufolge — die Grösse links vom Gleichheitszeichen der Grenze 15%, 
während die rechte Seite für n— » auf 20 — 212 sich reducirt. 
1 1 
Man hat daher 15 er —=2Ü0— 212, woraus IT folgt. Es 


ist demnach: 





n n ee N 
Bears jo RS LE ee 
NE 5 “+ nt) ARE EREOWORRLR: 


oder für gemeine Logarithmen: 





x Pye« 

Ne Re 
L, N 
ER N 





320 


1 1 \ 
lor (1, 2.3 Leon) — „ 108 271 + (n +2) log. — Mn 
M=4 M9 1 
ge 12 'n 192 mn?’ 
wo M = 0,4342944819.... der Modulus. 


Setzt .man 7, = BIN = 1000, so erhält man mittelst dieser Formel 
den Werth von log (1.2.3...1000) bis auf 11 Dezimalstellen genau, 





da die Grösse erst 2 Einheiten in der 12. Dezimalstelle beträgt. 


M 
192 .n? 
Man findet: 

loe(1.2.90.200 1000) = 2567,60464422221 ..., 


_ woraus man erfährt, dass das Produkt: 1.2.3....1000 durch eine 
Zahl von 2568 Ziffern ausgedrückt wird, deren 7 erste Ziffern zur 
linken 4023872 sind, so dass 4023872. 10°! ein genäherter Werth 
dieses Produktes ist. In vielen Fällen, wo es sich um das Verhältniss 
sehr grosser Zahlen handelt, genügt die Kenntniss solcher genäherter 
Werthe der letzteren vollkommen, wie dies namentlich auf dem Gebiete 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung häufig vorkommt, wo dergleichen Zahlen 
sich in Form von Faktoriellen darbieten. 


Mit Hiuweglassung des Restgliedes kann die Gl. (4) folgender- 
massen geschrieben werden: 


1(1.2.3, ee 
Y 


— In" +5 Ir 8 
v7 Er rUp 12m’ 
hieraus ergibt sich: 

l (m S :y 2r) = N + T. (m 3E :y 2) 3 
Ve l2n_, BERF+ 


12n ? 





1 
I, 2yv3r.. N zen" Inm.et ein. 
Aus dieser Gleichung folgt einerseits, indem man 2» statt n setzt: 
1 


anderseits durch Multiplication mit 2% zu beiden Seiten des Gleich- 
heitszeichens : 





w 





Ordinaten NO), MP, und den zwischen diesen 


Ordinate N@ als fest, so ist die Fläche F' eine 
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DRS. Er 
REDEN LANE Von gu. en etan . 
durch Division dieser zwei letzten Gleichungen erhält man dann: 


1 
Ra V2ete u, 


Beachtet man noch, dass der rt* Binomialcoefficient 


(") _m Mensen ln] 


r EDDIE. 


der m+®" Potenz des Binoms auf die Form: 


er) PERREILDEM 
a ne 7 1.208,28 


gebracht werden kann, so ergibt sich, m als ganze positive Zahl vor- 
ausgesetzt, durch Substitution der obigen Werthe für die im Zähler und 








Nenner erscheinenden Faktoriellen, der folgende genäherte Ausdruck: 


il 1 1 1 1 

MIST Zr u 
Mm Mm 2 12 e T m— ;) j 
IR er e | men er | | 

r 2m —r) ‘ 2 V2rı 

welcher, sowie die obigen genäherten Ausdrücke der Faktoriellen, in 

der Wahrscheinlichkeitsrechnung Anwendung findet. 











DRITTES KAPITEL. 


ANWENDUNG DER INTEGRALRECHNUNG AUF DIE AUSMESSUNG DER LINIEN, 
FLÄCHEN UND KÖRPER. 


I. Quadratur der ebenen Curven. 


459. Es sei y—=f(x) die Gleichung einer auf ein rechtwinke- 
liges Coordinatensystem bezogenen ebenen Curve Fig. 34. 
(Fig. 34) und F die Fläche, welche von zwei 


liegenden Stücken der Öurve und der Abscissen- 
axe begrenzt wird. Betrachtet man die erstere 


Funktion der zur anderen Ordinate PM = y 
gehörigen Abseisse OP—=x, und das Differen- 


ziale dieser Fläche ist, zufolge 8. 367: 
- Herr, Höh. Mathematik, II. 3. Aufl. 2. 














AR yar fe) de. 


Hieraus folgt durch Integration: 
Fi | ydx-+ (C (1) 


als Ausdruck der Fläche selbst, in welchem die Anwesenheit der will- 
kürlichen Constante C von dem Umstande herrührt, dass die Lage 
der festen Ordinate NQ, von welcher aus die Fläche gezählt wird, 
noch unbestimmt ist. Ist 2a die der Anfangsordinate N@ entsprechende 
Abscisse, so muss der Ausdruck der Fläche für £ = a verschwinden, 
wodurch sich der Werth der Constante bestimmt; die Fläche ist, unter 
dieser Bedingung, kraft der in 8. 417 aufgestellten Grundsätze, durch 
das Integral 


Pr |ve@=| fe) dc 


gegeben, so wie endlich das Integral 


F — [ya =! f(x) de 


- 


die Fläche ausdrückt, welche von den beiden, den Abseissen x = a, 
x —b entsprechenden Ordinaten, dem zwischenliegenden Bogen der 
Curve und der Abseissenaxe begrenzt wird. 

Ist die Curve durch eine Gleichung zwischen Polarcoordinaten 
y, 6 gegeben, so hat man als Ausdruck des Differenzials der Fläche 


(8. 371]: 
1 
dF mes P r? d9, 


somit ist: 


1 | | 
P=,|,0 (2) 


der Inhalt der Fläche, welche von den zwei Polarwinkeln 6, und 6 
entsprechenden Radienvectoren und dem zwischenliegenden Bogen der 
Curve eingeschlossen wird. 


Den Flächeninhalt einer Curve in dem hier angedeuteten Sinne 
bestimmen, heisst die Curve quadriren. Folgende Beispiele mögen 
zur Erläuterung des Verfahrens dienen. 


460. Die Parabel: y? = px. Zählt man die Fläche vom Scheitel 2 


der Curve aus, für welchen 2 = 0 ist, so hat man: 


a A a de 





OFEN 


Kur 


am. 


La er 
a Ps 1 
a Er 


RR ER Koh 
> - Er nA ee 
De 3 PR 0 Mac 2 EA Tr 










Er EUER, | a 
EE r—| Vor.de—= Vp.,"—zeVre— zay. ER 
x 0 Pr 3 3 3 , W 

Die Fläche, welche von der Abseissenaxe, dem im Scheitel be- 


BR ginnenden Bogen der Parabel, und der auf die Axe senkrechten 
BER Ordinate des Endpunktes dieses Bogens eingeschlossen wird, ist daher 





‘ 


a 2 
gleich — des umschriebenen Rechteckes. 
oO 


2. Für die Ellipse, deren auf ihren Mittelpunkt bezogene Glei- 


Eee | = 

° chung „=— Va?— x? ist, hat man, wenn die Fläche von der kleinen N 

a * | Er 

Axe aus gezählt wird: Er 

b f® 2 
=. — | Ve? — x? de, 

N NE 

“ d. i. vermöge Gl. (7), $. 435: : u 

en | N, a 2 
= a rer ns ; 





5/11 > —; 1 ae: 
= eV + ga arc sn, 


% n! }: x f B 
ae | en a Ra br 


RT | 2 
we Da 3.79 die Fläche des mit den Coordinaten x, y als Katheten 





“ e: 5: construirten rechtwinkeligen Dreiecks 
 CMP (Fig. 35) ist, so drückt das 


2 
= zweite Glied 5 ab aresin” die Fläche 


E des elliptischen Sectors BUM aus, 
welcher von der halben kleinen Axe 











und dem Halbmesser begrenzt ist, En: 
dessen Endpunkte die Abseisse: x entspricht. : 
EN 1 ä 
= Für 2—a,y=0 folgt aus obiger Gleichung F=, ab , als Be: 
} = Ausdruck für die Fläche des elliptischen Quadranten, somit ist zrab a 
der Flächeninhalt der ganzen Ellipse. | Bi 
BE Geht man von der, auf den Scheitel als Ursprung bezogenen Glei- Br 


| bi Bee ? 
_ ehung der Ellipse: y = „V2ax — x [$, 201,.1. Bd.]:aus, so erhält 











man für die Fläche APM (Fig. 35), welche von der grossen Axe, dem 
im Scheitel beginnenden Bogen der Ellipse und der Ordinate des End- 
a: dieses Bogens en wird, den Ausdruck: 


Hua Via —at dx 


fi a. | 
a a Via rt aan? 45.5 


| 


ad 





Fl a—ı bl(la—e) ee 
KFZ ab arc De a ke Dh 


> 


welcher Ausdruck auch aus dem oben erhaltenen leicht abgeleitet 
werden kann. 


KorsdG ergeben sich aus vorstehenden Formeln die für den 
Kreis geltenden, und durch Vergleichung beider gelangt man leicht 
zu dem Resultate, dass, wenn man über der grossen Axe der Ellipse 
als Durchmesser einen Kreis beschreibt, der elliptische Abschnitt sich | 
zu dem zwischen denselben Ordinaten liegenden Kreisabschnitte verhält, <_ 2 
wie b:a. 

3. Die Hyperbel. Die Gleichung dieser Curve auf ihren Mittel- 
punkt bezogen ist: ay — bVx: — a?. Für die vom Scheitel aus ge- 
zählte Fläche hat man daher: 


DufEh er 12 - 
RZ Vr? — a? dx 
A la : Br 
Nun ist [$. 435, Gl. (7)]: | x EN 


(Vera lr era 
IE 2) Va? — ai’ ER 


und 





IhssstetrVeenteonaac ° 
somit, wenn man das Integral von x — a ee lässt: > E 
re BER R Be: 
Ed Ve RE en Le E ER 
2a 2 a 8 


oder - hz > -, 


1 1 x a Ver 
F— ey — RR BERN R nr BE 
5 xy 5 ab! K& + zu Br. 








Pe F=| yar—a:|" (1 — cosp)’dop 
% 0 0 


> 
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Die Gleichung einer auf ihre Asymptoten bezogenen Hyperbel ist 


RG % 1 
bekanntlich «4 = k?[$. 228], wenn k? — „ie + 5?), und a, b die 


beiden Halbaxen; die von zwei zu den Abseissen x, und x gehörigen 
Ordinaten, dem zwischenliegenden hyperbolischen Bogen und der Ab- 
scissenaxe (Asymptote) eingeschlossene Fläche wird demnach, wenn wir 
den Asymptoten- oder Coordinatenwinkel mit @ bezeichnen, ausgedrückt 
‘durch die Formel: 


0 


EN RN & 
I sing | — —k’sinpl—. 
x, % x 





13 1 < 
In der gleichseitigen Hyperbel ist b=a, k’ — 5 RR IE 


setzt man nun a— y2 und x, —=1, so wird F=Ix, so dass also 
die natürlichen Logarıthmen durch die asymptotischen Flächen einer 


sleichseitigen Hyperbel ausgedrückt werden, daher auch diese Logarithmen 


Hyperbolische genannt wurden. Man sieht übrigens leicht, dass jedes 
Logarithmensystem auf diese Bezeichnung denselben Anspruch hat, da 
es hierzu nur einer geeigneten Wahl der Grösse a bedarf. Für die ge- 
meinen oder Briggischen Logarithmen wäre z.B. @ = 2M zu setzen, 
wo M = 0,45429.... der Modulus, womit F= Mix =logx wird. 


4. Für die Cycloide (Fig. 36) Fig. 36. 


gelten die Gleichungen [$. 242]: y 


z—=alp—sinp), y=a(l—cosp); 


hiemit wird 





a (7 2sinp+ "sin2gp). 


> Für —=2sr erhält man die Fläche der ganzen Cycloide = 3a”, 
d. i. gleich der dreifachen Fläche des Erzeugungskreises. 


Nimmt man den Scheitel A der Cycloide zum Ursprung und zählt 
die Abscissen auf der Axe AD, so wird die Curve durch die Gleichung 


[(4), $. 242]: 


B-—%E 
d 





Yy— a arc C08 





+ V2ax — 0? 








ausgedrückt, deren Differenziation die Ausdrücke | 


| ee et 
a N edy—= V2ax — 2: de 
de YVaan — a? | | 








darbietet. Gibt man nun, mit Hilfe des Satzes der theilweisen Inte- 
gration, der Gleichung F— \yda die Form F—oy— |® dy, so 
erhält man für die Fläche, welche von der Axe der Cycloide, der Ordi- 
nate y, und dem den Scheitel mit dem Punkte xy verbindenden Bogen 
der Cycloide begrenzt wird, den Ausdruck: 


a a 
F=ıay | V2ax — 22 da. 
De 


Hier bedeutet nun F' das cycloidische Segment An», während das 

LU 

Integral [ 
0 A 

ten Formeln die Fläche des Kreissegmentes Apm ausdrückt; es ist 

daher, zufolge dieser Gleichung, die cyeloidische Fläche Aqn gleich 


. dem Kreissegmente Apm. 


V2ax — x? dx vermöge der oben im 2. Beispiele entwickel- 


Substituirt man in der letzten Gleichung den schon oben im. 
zweiten Beispiele entwickelten Werth des Integrals, so erhält man nach 
Elimination des arc cos mittelst der Gleichung der Curve: 





1 A SR, 
F— „28 —a) = ,(@u — x) V2 ax — #2. 










5. Als Beispiel für die Anwendung der Formel (2) möge die Be- 
rechnung des Flächeninhaltes des elliptischen Seetors FMA dienen 
(Fig. 35, Seite 323), welcher von dem Radiusvector FM, der grossen — 
Axe und dem zwischen liegenden Bogenstücke AM eingeschlossen wird. 
Die Polargleichung der Ellipse ist bekanntlich: 


a(l Ss €?) > 








ER: + 8 cos’ 
E ; a? Bar b? h ? = 
we— — und 6—= / AFM. Die Fläche des Sectors AFM_ 
ist somit | 2 
9 
1 dd 
F-— _-a?(l1 — 82?) & 
ve \ z „At &cosh)? 





. i. wenn man das Integral mittelst der Formeln (1) und (6) in 


d 
- 8. 442 bestimmt: 





B esin® 
ent, 


: Dieser Ausdruck erhält eine einfachere Form durch Einführung 
des Winkels ACm —= u, welchen die grosse Axe mit dem Halbmesser 
des Punktes m bildet, in welchem die verlängerte Ordinate PM den 
über der grossen Axe beschriebenen Kreis schneidet. Es ist nämlich 
BR—CHK-T ED,:de1. 


F=a?’Vi—e? arotg (2 


dacsuw—=ae-+ r cosh, 
woraus man leicht 


cCOSu — E r Vi — 2 sinw 
608. “sind — 
1 — 8 cosu 1 — 8 cosw 














ö 1 1 — 1 
ee cosh ie 
Er ”2 Sa ea 22% 


oder t le — 
or 1 5 %Ü Eee 


findet, mittelst welcher Ausdrücke obige Formel sich in folgende ver- 
wandelt: 
1 


ee 1 
Me „ayı — e?(u — esinu) a ab (u — e sin u). 


: b 
461. Wenn die Curve zwischen den Grenzen des Integrals BR yda 
3:0 


die Absceissenaxe schneidet, etwa für =c wenn d<{c<b, 0 
gibt dieser Ausdruck die algebraische Summe der beiden ober- 
und unterhalb’ der Axe liegenden Flächentheile, indem der erste positiv, 
der andere negativ erscheint. Will man, wie gewöhnlich, die arith- 
metische Summe haben, so sind beide Flächen durch Zerfällung des 


C b 
‚Integrals in zwei Theile (ydx und (yda besonders zu berechnen. 
j a ec 


Eine Zerlegung des Integrals in mehrere Theile muss, wie leicht 

. einzusehen, auch in dem Falle Platz greifen, wenn die Funktion 

y=f(x) innerhalb der Integrationsgrenzen eine Unterbrechung der 
Stetigkeit erleidet. 





























er Die zwischen zwei verschiedenen (euren MN, mn, (mi ig. a ; 
ER deren Gleichungen Y — rn 
en tr und „= f(x) sind, und zwei : 
& % beliebigen Ordinaten einge- 
schlossene Fläche, wird aus- 


u durch 

F— nn f« ve y) de; 
denn es ist Fläche PUNQ — 
Ir d, Fläche Pm nQ it he di, 


= 2 B u) 3 BEER 
zwei Gleichungen, durch deren 


Subtraktion sich die vorher- 
TR gehende ergibt. Man sieht leicht ein, dass dieselben Gleichungen auch 
S noch in dem Falle stattfinden, wenn beide Curvenzweige einer und 2 
derselben Curve angehören, wo dann y und Y die beiden Werthe der 
Ördinaten bedeuten, welche die Gleichung der Curve für jeden Werth 
Br von x darbietet. 





Einen noch allgemeineren Ausdruck für die Fläche einer ebenen 

Curve, welcher in praktischen Fällen oft mit Vortheil angewendet wird, 

erhält man, wenn man sich die Fläche nicht in unendlich schmale 

Streifen von endlicher Länge, wie es der Ausdruck IE dx voraussetzt, 

sondern in unendlich kleine Rechtecke dz.dy getheilt denkt, durch 

deren Summirung sich der ganze Flächeninhalt ergibt. Diese Summe, 

a somit der Flächeninhalt wird bekanntlich durch den Werth des Doppel- 
8 Integrals ; 


Sr 5 } Tı Yı 
RE a | | de dy 
“ Cov Yo 
Se ausgedrückt, wo die Grenzen ı Deals Funktionen von x zu betrachten 
sind. Wenden wir beispielsweise diese Formel auf den durch die 


Gleichung (x — a)’ + ( Var OR — he ausgedrückten Kreis an, so gibt 
Er diese Gleichung zunächst: 


| er rVr- (e — a)"; 
? 1 ; { 





man hat somit: 





a] 


& Yı fa, ale u Lu SE 
I | di | UE— | de(y, — 9) = >f“ vr — = —- a) 
YUXo Yo “r . " j 









Im $ Nun Yet vermöge, der Formeln (11), $. 433 und im 8: 432: 


ur je Rz > ce „(a —*) Vr?—( Sr, Be, ar "aresin ZZ 3 





Sucht man nun die , Fläche des ganzen Kreises, so hat man dieses 0 
Integral zwischen den Grenzen ,—=a-—- r wd s =a+tr zu Be, 
nehmen, und findet als Werth desselben inserhalb dieser Grenzen 


1 % . .. 3 7 ” . 
5 r?’zc; somit ist FF = r’sr die Fläche des ganzen Kreises. 





- 


‚462, Die Berechnung des Flächeninhaltes einer Curve mittelst N. A 2 
der Formel F=|\yda erfordert die Kenntniss der Gleichung y—f (x) | 
& ‚derselben, d. i. ihres Bildungsgesetzes ; ist dieses unbekannt, oder die [In 
Curve ein gänzlich gesetzloser aber doch stetig gekrümmter Zug, so | 
wird man sich der in 8.456 vorgetragenen Methode der näherungs- 
weisen Quadratur bedienen, um den Flächeninhalt angenähert zu - 
e bestimmen, z. B. der Sim pson’schen Formel [GT. (3) $. 456]. Handelt 
es sich nämlich um die Bereehnung des Flächenraumes ABCD (Fig. 33, 
- Seite: 311), so theile man den Abstand AD der äussersten Ordinaten 
=; AC=y, und BD== ys,, in eine gerade Anzahl =2n gleicher Theile, 
jeder =h; sind dann %,, Y13 Yyr- -- Yan. die den Theilpunkten ©, p, g,...D = 
entsprechenden Ordinaten, so ist, zufolge der Gl. (3), 8. 456, die ee 
Fläche | er. 














x N . 1 | 
. A . ABOD—=zhy +49, +29 449, +24... % 
e e - | + a + Ayan-ı ir Yan), 5 = 
E  - eine Formel, welche bekanntlich darauf beruht, dass man der stetigen. ° 
2 Curve AB eine Reihe von, durch je drei aufeinanderfolgende End- 
u punkte der Ordinaten: A, a, b; b, c, d; etc. gelegten parabolischen ; 


Bögen substituirt. 


1I. Rectifikation der Curven. 


2468, Betrachten wir zunächst ‘eine ebene Curve, dargestellt durch 

| eine Gleichung y — f(x) zwischen rechtwinkeligen Coordinaten, so ist, 

nn wenn wir mit s die Länge des Bogens bezeichnen, welcher zwischen 

einem festen Punkte A der Curve und einem unbestimmten Punkte 

biegt, dessen Abseisse x ist, der Ausdruck des Differenzials dieses 
Bogens, zufolge $. 366: 










IE 





ds ya  gy8 Sal He Be 
2 z Man hat demnach für die Länge des Bogenstückes zwischen zwei es, > 
en Punkten der Curve, welchen die Abseissen a und x entsprechen, dn 
Ausdruck: ee a 
2 a 
fair (a), De 
oder auch ; \ 





Be - 2 ); 2% zE day) 2 | Be 


Letztere Formel, in welcher 5 die Ordinate des Anfangspunktes 5 Be 





















5 des Bogens, wird man anwenden, wenn sich die Gleichung der Curve = 
x nicht auf die Form y=f(#), wohl aber auf jene «= f(y) bringen e 
Be. Ist die Curve durch eine Gleichung r — f(#) zwischen Polar = 
S- Coordinaten r, 0 gegeben, so hat man [$. 371]: Fr: 
S i 9 F = 
RE Ds Vı? age —0yr e- E A : Er 
i a und a 3 Be 
-[@/» = a ee Be 
wo die Constante wieder durch die Coordinaten des Anfangspunktes 
En des Bogens sich bestimmt. | is 
Fa Beisp. 1) Für die Parabel hat man y? —= = pm; hieraus folgt | 


rar u i di 1 7% > a. 
a 2y dy — pd, ol somit für den vom Scheitel an gezählten re 


Bogen: 3 
Be j ; a ulm. 
Be, s—=| dkV1-+--; 
Be, ee - ( + rer 


-es ist aber: 





2 Vpx + Ant 
1((3» + 42) de | » di 
5 2) Ypx + 422 4 )VYpn + 402 








\ = 2 =, Ver Hi 14 1p +80 +4Voa+ 129), 8435, Lo 





e iR ERTL 8 8 +4 473 
Ne Be ensee | 


az ; 2) Aus der Gleichung der Ellipse, a’y? + b’z? = a?b?, folgt: 
Be | day b % | ® 














. a De = 
hiemit erhält man für den Bogen der Ellipse vom Endpunkte der Br: = 
kleinen ne bis zu jenem Punkte, dessen Abseisse & ist, den Ausdruck: 3 a 
Br a RER 02) 2? n ans &?n? ee 
er s= ii Sr —| de FREE u 
r 0 = 
2 wo a? — b? — a?s? = 
2} Dieses Tötegral- lässt sich in endlicher Gestalt nicht darstellen, = 
& kann jedoch auf mehrfache Art in Form einer convergirenden Reihe 27 
= entwickelt werden. Setzt man &—= az, so verwandelt sich dasselbe | ne 


3 r: hs 2 23 
- in das bereits in $. 436 betrachtete Integral s = a Sr a ae 





& { 0 4 

- dei. R 
Be ® “ 

2 E RE 1 2510 20de Lara Zug 
== Sp reeneie Se arıh © eg : En 
hi N er a 








Et Entwickelt man diese Br mittelst der Formel (5), $: 435, -- 


so. erhält man: = we 





E: & alt lea 2 ee 
a zu 2...c. me 
re 2 a 2 mu FEDER S 2 27 Fe Be 











Bi ne BO EA 5) 
Ben ar ee 2 ER } 
7 Varna Basta) I+ 











er a arc sin — ae Ve it je : 
=> Re sn Sort, Bo 0 


Ex Für <= a findet man daraus die Länge Q des elliptischen Quadrantn: ER 


: 1ER, 1 ) )' ) | 
aaa (22) :) —. ne 














: Finen anderen Kat für die Länge, eines ( Ilip ei 
erhält man durch Einführung des, bereits oben 8. 160, 5 Beispiel] 
benutzten Winkels z, mit Hilfe dessen die Ellipse durch die Gleichungen a 


Ey ehsnur ayı LEE BI, 


- 


dargestellt wird. Aus diesen Gleichungen folgt 


r 


de = — asinu du, dyy—=ayVi — 8 cosu du, 


/ 


ds? —= de? + dy” = a?(1 — 8? cosu?)du?; ds— ua Vı1-—82cosu? du. 


Hiemit ergibt sich als Ausdruck für die Bogenlänge, vom Scheitel der 2 


grossen Axe an gezählt bis zu jenem Punkte der Curve, dessen Ab- 
scisse 2 —= a cosu Ist: 





BR, 
ne a] V1— e? cos u? du.*) 
v0 


Nun ist: 
Ben ET ROTER RE 
Vi cosu!—=.1 — 8 cos u? = —.— et cosuf 
i 2 24 / 


187 ing 
re oe 
6) el 


ferner.: » 2.c08%4° — 60824 +1, 
8cosut = cos4w + Acos2u + 3, 


32 cos u = Ru IE EL IOMREN N. U.08 ee 


somit: 





Vie? cosw? — A, — 24,0082u — 4A, c084u — 64, 008 6U —..., & 


wo der Kürze halber: 





*) Führt man statt des Winkels « sein Complement p ar u ein, 20 


verwandelt sich obiger Ausdruck des im Scheitel der. grossen Axe beginnenden “ 
Bogens in folgenden 


ll vi=w@än sing? do, 


J 


‚oder, wenn man den Bogen vom Endpunkte der kleinen Axe aus zählt: 


oe y e Fr NS 
Ss=4a vi 2sing?dg, 
a0 


+ 





— 4A, cosdu — GA, cos6W — .... 


s=a[lA,u — A, sin2u — A, sindu — A, sin6u —....). 


Er 1 ; | 1 
Für U ergibt sich hieraus der elliptische Quadrant V—zan.A,, 


&. übereinstimmend mit obigem Resultate. 


nz, 
#; ra 


| 3) Für die Hyperb el, deren Gleichung: a’y?—b5?’(2”—-a?) ist, 
erhalten wir, wenn a?e? — a? + b?: 


- 


als Ausdruck der Bogenlänge vom Scheitel der Curve bis zu jenem 
Punkte, dessen Abseisse x ist. Da bei dieser Curve & immer grösser 


Fe EZ, a -asinu dw | 
Bals-a ish; s0 setze, man 2%. —- — dd — en: wodurch 


cos u? 
all Da 
€ 
0 N 





























ER ER ar De RN 


bi „N ie k - N Y Er » er 2 K%: a 
2 . 2 ee“ ‚ 2 ae \ EEE russ a eh 
b e u 2 Ta AFTER ee RA. Va Aui;- 

x ’ „ 2 . N x g , a 











Bi | or 
— Er en | 


Ersetzt man nun, wie im vorigen Beispiele, die Potenzen des Cosinus 
durch die Cosinus der Vielfachen des Winkels «, und integrirt, so 
ergibt sich: 

s=aletgu — A, u — A, sin2u — A, sindu — A, sin6u —....), 


1 LER: 2 1,849 

ara ulbrele si 
VDE 2 ir Da vr 2a Be 
14 3: +F 2254 5 


wo 








94 N pe Paar 
A B;E R 32 zu 1536 &° 
1 15424 Be 
4A 
a meter s 
BRUT, 
er 


4) Für die Cycloide hat man, wenn man den Ursprung im 
Scheitel annimmt und die Abscissen auf der Axe der Öurve zählt: 


d 24 —% FT, 2a de 

a Non m i+(2) = x Be 2 
die Länge des cycloidischen Bogens vom Scheitel bis zu jenem Punkte 
der Curve, dessen Abscisse x ist, wird daher ausgedrückt durch: Ze 
SB V2ax. 
Für <—=2a ergibt sich hieraus die Länge der halben Cycloide — 4a; 


die Länge der ganzen Üycloide beträgt daher das Aa des Halb- 


messers des erzeugenden Kreises. rg 
Fig. 38. - 5) Die Gleichung der Ketten- 














s 4 
ne 


LEN 


ur .\ 
De u 7 








linie (Fig. a ” " a 

ax ARE # 
wobei a== AO die Ordinate des 4 
tiefsten Punktes bedeutet, durch & 
welchen die positive Halbaxe der Ex 






y gelegt ist. Man findet: 








folglich, wenn der Bogen vom tiefsten Punkte A der Curve gezählt 


wird: 
1 ® & Hak Zur a 
& en (te )a=yaler .). 
ay ar . 
Hieraus folgt s — irre d. h. der Bogen ist proportional der trigono- 
2 UX 


metrischen Tangente des Winkels, welchen die Tangente am Endpunkte 
desselben mit der Abscissenaxe bildet. Auch hat man: 


e 1 a BE RE 2 
"=4a:(e te “—2)=2alee te +2)? 





T © . &\2 i 
; =, leo te «)—a, 
 d. i. mit Rücksicht auf die Gleichung der Curve: 
s=Yy’ — a?; 


der vom tiefsten Punkte an gezählte Bogen ist daher gleich der Kathete 
eines rechtwinkeligen Dreieckes, dessen andere Kathete a, und dessen 
Hypotenuse die Ordinate % des Endpunktes ist. Beschreibt man also 
. mit dem Halbmesser OQ = y aus O einen Kreis, welcher die durch A 
- parallel zur Axe der & gezogene Gerade in E schneidet, so ist der 
Bogen AM —= AE. 


- Sind B, D zwei Punkte der Kettenlinie, in einer zur Axe der x 
parallelen (horizontalen) Geraden, die Aufhängepunkte der Kette, so 
lässt sich leicht eine Relation ableiten zwischen der Spannweite JD=2D, 

der Kettenlänge BAD — 2L und der Pfeilhöhe AC = f. 


Durch Auflösung der Gleichung der Curve nach x ergibt sich 
nämlich: 
+YVy—a. yH+s 
a 


FIal” , ; 


a 


wo, wie man sich leicht überzeugt, die beiden Werthe numerisch gleich 
sind und nur dem Zeichen nach sich von einander unterscheiden. Für 
&—=bwirdnaun y=a-+f,s=Z, somit 














Aus der Gleichung ?=y?— a — 
2 — f(f + 2a), hieraus 


- welcher Werth, in ‚die letzte Gleichung substituirt, die gesuchte Re- 
lation: En | ; 





 darbietet. 


6) Die Evolute der gemeinen Parabel (Fig. 16, Seite 128): “2 
ihre Gleichung ist, wenn die Abscissen von der Spitze A aus gezählt 
werden [$. 379]: | 


hieraus erhält man für die Länge Her in der -SPILEE beginnenden 
Bogens : E 


‚setzen, durch die Gleichung [$. 379]: 


=» 


3 | 
) BR: 


_ dargestellt. Man findet hieraus für die A den Ausdruck: 


SIR, mt EEaRETD ya (# 


m? 








337 


rational, und man erhält: 











ME N 


s— — . ı m? — n?) ( + N +0. 


Soll der Bogen von der in der kleinen Axe der Ellipse gelegenen Spitze 
der Evolute an gezählt werden, so muss das Integral für 2 = 0 ver- 











m? 
schwinden, welche Bedingung den Werth der Constante U = — RER 
darbietet. 
ei) ' Für „=0 folgt aus der Gleichung der Evolute 2£=—=m, der vierte ö 
Theil der Evolute ist daher 
Pa N RB el Se ee % 
’ ee = y 3 
a mm? ab b | AN 7 
d. i. gleich der Differenz der Krümmungshalbmesser der Ellipse in R 
den Endpunkten der grossen und kleinen Axe, wie es der Natur der | ie 
Evolute entspricht. ee 
x 
Man wird leicht bemerken, dass alle Curven, welche Evoluten 
algebraischer Curven sind, rectificabel sein müssen, d. h. dass die > 
"Länge ihres Bogens durch eine algebraische Funktion der Coordinaten Pr 
ihrer Endpunkte ausgedrückt werden kann; denn die Länge eines 7 
beliebigen Bogenstückes der Evolute ist nichts anderes, als die Diffe- \ 
renz der Krümmungshalbmesser der Evolvente, welche die Evolute in 
“ den Endpunkten des Bogens berühren, und deren Ausdruck — mittelst 
der Gleichungen (4) und (5) in $. 374 — bei algebraischen Curven 
© .nothwendig algebraisch sein muss. 
En - 8) Die archimedische Spirale; ihre Gleichung ist r — af), F 
; folglich mit Benützung der Gleichung (2) $. 463: 
Er s=a|dyı Tr x 
di Bei 
l Br Br o F / Sie 3 17 N 
s=,dy1ı +9 + 5 a0 + Yı + 6%), 
wenn der Bogen vom Anfangspunkte der Spirale, dem Pole, für welchen 
- 6 —=0 ist, gezählt wird. N | 
. 9) Die Polargleichung der Lemniscate [$. 239] ist: Br 
4 Hsrß,. Höh. Mathematik, 11.3. Aufl. 2» ne: 
" SER, iD ä 









»—= eV2 c0s20, \ 


Fig. 39. wenn-e—0F=—=0OF (Fie,39), 
BR 0— / MOF ist; hieraus folgt: 
A 2esin20 
dd V2cos20' 





3 dr\ 2 2 e? 
a: (5) cos 29’ 


somit 


a6 


in R7 
ey | Vi 2sinß 


als Ausdruck des Bogens AM vom Endpunkte A der Axe an gezählt. 
Die Entwickelung dieses Integrals erheischt eine Reihenentwickelung, 
ähnlich derjenigen, welche bei der Rectification der Ellipse und Hyperbel 
in Anwendung gebracht wurde. 








464. Für eine Curve im Raume wird das Differenzial des 
Bogens ausgedrückt durch die Formel [$. 389]: 


BF RTERBEEN- 
ds == Vdx? + dy? + de?— aayı + (> -R En “ 





wo die Ausdrücke der Differenzialien aus den Gleichungen der EE 
zu entnehmen sind. 


Beisp. 1) Die auf einem geraden Kreiscylinder beschriebene 
Schraubenlinie [$. 285] wird durch die Gleichungen: i 


C=1rC085p, y=rsip, 2=erptge 


dargestellt, wo r der Halbmesser des Cylinders und « der Steigungs- 
winkel der Schraubenlinie ist. Aus obigen Gleichungen folgt: 


de — rs dp, dy=rcospdp, de rtga dp, 


womit sich ds — r vi AR tg a? dp —r.sehe dp, und 











% p 
el sec a | ABIT sec @(p SE Po) = 


'o 
ergibt, als Länge des Bogens, dessen Endpunkten die Coordinaten 
2, und z entsprechen; ein leicht vorauszusehendes Resultat, wenn man 
erwägt, dass sich die Schraubenlinie bei der Abwickelung. der Cylinder- | 
fläche in eine gerade Linie verwandelt. | 





2) Betrachten wir noch als letztes Beispiel die sphärische 
Loxodrome, d. i. jene auf einer Kugelfläche verzeichnete Curve, 
welche sämmtliche Meridiane unter gleichem Winkel schneidet. Sei 
(Fig. 40) ABA’P die Kugelfläche, 
P der Pol, ABA’ der Aequator, 
BMP irgend ein Meridian, welcher 
von der Loxodrome DMm unter 
dem constanten Winkel « geschnitten 
wird; /£ BOM =are BM=g, end- 
lich sei 2 AOB — dem sphärischen 
Winkel APB—4,der Winkel, welchen 
der Meridian des Punktes M mit 
irgend einem festen Meridiane AP 

- einschliesst. In der Anwendung auf 
die als kugelförmig betrachtete Erd- 
oberfläche sind, wie man leicht sieht, ad A die geographische Breite 

2 und Länge des Punktes M. 

| Geht man nun von dem Punkte M der Loxodrome zu dem unend- 

lich naheliegenden Punkte m über, so bildet der durch letzteren ge- 
führte Meridianbogen mn mit dem Bogen Mn des durch’ M “gelegten 

Parallels und dem Curvenelemente Mm das Dreieck Mmn, in welchem 

Mn = mn .tga. Es ist aber mn = r dp, wenn r der Halbmesser. der 

Kugel, und (da r cos der Halbmesser des Parallels) Un—=r cosp.dA; 

man hat somit r cosp dA = rtga dp, oder 





Er 
Y 





dA —— 18,0 or ae 


cos p’ 


dureh Integration dieser Gleichung erhält man: 
1 
,=(0+tga.ltg (15° +9) (2) 


als Gleichung der Loxodrome, in Funktion der sphärischen Coordinaten 
p und A ausgedrückt. Die Constante O bestimmt sich im Allgemeinen 
durch die Bedingung, dass die Loxodrome durch einen bestimmten 
Punkt (g,, A,) gehen soll. Zählt man aber die Längen von jenem 
Punkte D des Aequators, in welchem dieser von der Loxodrome ge- 
schnitten wird, so it A=0 für g=0, somit auch O—=0. Sind 
Ay; Q, und A,,.@y, Länge und Breite zweier Punkte auf der Kugel, so 
findet man leicht aus obiger Gleichung für den Winkel «, unter welchem 
die durch. beide Punkte gehende Beneene: die Meridiane schneidet, 
den Ausdruck: ‘ 

Fu 























ig = — 


1 1. 
tg (15° an 5 1) — tg (15° +59) 


Zum Behufe der Rectification beziehen wir die Curve auf ein 
rechtwinkeliges Coordinatensystem, dessen «- und %-Axe sich in der 
Ebene des Aequators befinden und zwar erstere nach jenem Punkte 
dieses grössten Kreises gerichtet, von welchem aus die Längen 4 ge- 
zählt werden. Unter dieser Voraussetzung ist, wie man leicht findet: 


2 —r,c0sp 00sd, y—=rcospsind, 2=rsing. 


Differenzirt man diese Gleichungen nach p und 4, und substituirt für 
d), seinen Werth aus der Differenzialgleichung (1) der Loxodrome, nämlich. 
dA —=tgasecp dep, so kommt: 
de —= — r(sing.cosA’+ tga sinA) dp, 
dy = — r(singp sind — tga cosA) dp, re 
de —=rcosp dp, ; 
und hiemit: 


de? + dy? + de? — r?’(1 + ga?) dp” — r? seca” dp?; 


die Länge des Bogens wird daher: 


Frdp -r(Pp — Yı) 
Cosa... 1cose RN. 
Yo re 


— 





wo @, die Breite des Anfangspunktes des Bogens. Die loxodromische 
Entfernung zweier Punkte A,, f, und A, g, wird daher durch den _ EN 
Ausdruck r(Y, — P,) see@ gegeben, wo der Winkel @ aus Gl. (3) m 
berechnen ist ‚ $ 


II. Complanation der Flächen. 


u 


465. Die Bestimmung des Flächeninhaltes einer krummen Fläche “ 4 
oder eines Theiles derselben bildet die Aufgabe der Complanation der $ 
Flächen. 

















ER IhteN wir "zunächst. die Rotationsflächen, 


fachsten Fall. Sei AM (Fig. 41) 
eine in der Ebene der xz liegende 
ebene Curve, deren Gleichung 2=f(.x) 
sein möge und welche durch Um- 
drehung um die Axe der x die 
Rotationsfläche erzeugt. A, M seien 
zwei Punkte der Curve; OB=x,, 
OP=x, und F der Inhalt des 
von dem Bogen AM —=s beschrie- 
benen Theils der Fläche. Lassen wir 
 o=x uw p— fx zunehmen, 
so wächst s um Mm — Js; die 
Sehne ‚dieses Bogens wird ausge- 
drückt durch VAz? + 422, und 





als den ein- 


diese beschreibt bei der ech um 0X die Oberfläche eines abge- 


stutzten Kegels, deren Ausdruck 





1 a ä 
2r(z + > Je)V de? + 42° 


ist, und welcher sich die von dem Bogen 1s beschriebene Fläche 


AF offenbar um so mehr nähert, 
Hieraus folgt: ; 
| m 


je kleiner fz genommen wird. 





lim 





Ir (: + e 4e) VAxr: + 42? 


somit, wenn wir zu den Differenzialien übergehen: 





: 
ARE — 2nzde)V) ı + 





F 2a |" ze) ı + 


Un 


Wäre die erzeugende Curve durch Polarcoordinaten ausgedrückt, 
- deren Pol im Ursprunge, deren Polaraxe mit der Rotationsaxe zusam- 
menfällt, so hätte man & = tr c0s6, 2 = r sin® zu setzen, 


4 





0 DEE arT 
Be 2 |, rsin OYdr? + r?d62 








* Böse! 1) Das a gestr eckte nn Ks Fee 











die Umdrehung einer Ellipse um die grosse Axe = 2a erzeugt. De 
Gleichung der Ellipse ist in diesem Falle: Te 
er > e——-Vua? — 2%, | + 5 Br 
woraus ET ; En 
ne b 2 da ang en Bar 
BE g wi re at Be 
da a Va? — a? da a —.& ee 
folgt, wo a?2?— a? — b?. Hiemit ergibt sich: 
|‘ de Va? — & 2? —= 2n Vi — e ®| ds Var — ee? x, a 
Ü 0 = = Bi 
d. i. wenn wir die Gl. 5 ..435, und Gl. (8) $. 432 in Anwendung <2 
brivgen: z Br 


rer ae EX x 
lan 2 “ are sin”), Kia 


&, 


als Ausdruck für die Oberfläche der as welche von der yz-Ebene 
und einer im Abstande & zu ihr parallel gelegten Ebene begrenzt ist. 



















Setzt man 2 = a, so erhält man hieraus für die halbe Oberfläche 


1 ee Er: 
50 des gestreckten Rotationsellipsoides: X 


1 - Ba en — arc sın & | arc sın & 
Lo=aeyı fi ar) (ira) 





Für e= 0 geht das Ellipsoid in eine‘ ‚Kugel vom le a über ; 


ev 
are sin ERERN 
da nun, wie man sich leicht Ahereuee lim == nis Tuer, 
€ G 


so erhält man aus obiger Formel für den tal einer Kugelzone von. 
der Höhe x den Ausdruck: F= 2srax, und hieraus für 2 =«a die 
Oberfläche der halben Kugel — 27 a*. | 


2) Das abgeplattete Rotationse Tipsoid (Sphäroid) ent- 
steht durch Umdrehung der Ellipse um ihre kleine Axe db; die eg 
derselben wird in diesem Falle: 






an Vo: Sı=s 0% 
womit sich für die von der Ebene der y2 an gezählte sphäroidische es 
Zone der Ausdruck Se 











|. des eva ED? + ea 



















ee Das Integral findet man mit Hilfe der Formeln (7), $. 435 
., = und Se $. 432; da dasselbe für x —= 0 verschwinden soll, so wird 0 


eh 1--&?)? + e’a? Re „er LYald—e 22 L 28 ® 1: 
= | 2 (1 — e?) as 2E all—e) 


j 
en Far u eve — &? erhält man hieraus die halbe Oberfläche 

















5 es 0 des abgeplatteten N 


ä St we 
2 2 % = DE 





u): 


tr —e 





Wir wollen diese Ausdrücke noch in einer anderen Form entwickeln. 
Es sei g der Winkel, welchen die Normale im Punkte x, 2 der erzeu- 
genden. Ellipse mit der grossen Axe derselben, also hier mit der Axe 


, er 
2 einschliesst, so ist bekanntlich Be tg 2 somit, mit Rück- 


sicht auf die obige Gleichung der Ellipse: 
. & 


Die Verbindung dieser Gleichum I jener der Ellipse liefert, durch 
successive Elimination von z und x, die Ausdrücke: ee 


Sy — £* sing yi-e singt 





ale a | = cos p 
Si 








2a 





Aus ersterem {g1gt durch Dinsenaon. 


a 


in | all —E)cospdp, | 5 


re (Be esmo)e 





Vi +) = = Yirigi see 2 


cosp 












ee 


5 sich dieselbe, in: 


= E)arch. Substitution os. he in. die Gleichung (1) verwandelt 








= S ARE | ee Ges 2 = : : 
Be 0 alle) ee Be 
Fa 5 


Zum Behufe der Integration setze man e sing — u, so wird: ee 


N 
Sure: 
Ar 
Tg 
Inf, 




















Fit SInp =; 2 tesingl S 

211 e?sing® ni 1— esingpf' ; | G 

somit: Be; 

Ra | \ sing 1-+e sin p | ee 

x Fol re | 
er. ) 1 e? en. nn Ä 


Die Erde hat bekanntlich die Gestalt eines Sphäroids und in An- 


* wendung auf dieselbe ist p die geographische Breite des Punktes x, 2; ER M 
EN, die Formel gibt daher die Oberfläche der Zone vom Aequator bis zu Rt 
Bi jenem Parallel, dessen Breite ist. EEE 


Entwickelt man jeden der beiden Ausdrücke in den Klammern in “ 
eine Reihe, den ersteren mit Hilfe der Binomialformel, den letzteren Er 
Be nach Gl. (6) 8. 68, so findet man: | ; x 





NE | 
F—=2ra?(1—e) nptz e’sinp® + a e* sin p° Au, nt. 


3) Ein Kreis vom Halbmesser » drehe sich um eine in seiner 7 
Fig. 42. Ebene, aber ausserhalb des Kreises liegende | 2 
Gerade XX’ (Fig. 42); man bestimme die Ober- 
fläche der erzeugten ringförmigen Fläche. 
Nimmt man die XX’ als Axe der ©, die 
durch den Mittelpunkt des Kreises senkrecht | eg 





he auf XX’ gezogene Gerade als Axe der 2, und Br 
% setzt OC = a, so ist die Gleichung des Kreises: 
a Vr: — a, | N; 





wo das obere Zeichen dem Halbkreise ADB, 2 > 
das untere dem Halbkreise AEB entspricht. | & 
Aus dieser Gleiehung folgt: | oe 


de ee (2) — N Be 
EEE TE a0) U 23° BE... 


man hat somit für den Inhalt der von dem oberen Halbkreise be- 
schriebenen Fläche: | 




















r Y A 2 I £ 
DE © y Sr bu Sa Br LITE (a + Vi? ae x?) St 
RT Vera 
und für den Inhalt der von dem unteren Halbkreise beschriebenen De 
Fläche: | BR 
ns _— de Be 
Ber (a ran x?) ee nl. 
BEN, Vr? — x? Be 
e u —] re 
die Summe ist: > 
+ r 
dx 
& ie ATE OT er lee In°ar. 
£ 2 A 


er 
Die ganze Oberfläche ist somit gleich dem Producte der beiden Kreis- 
umfänge, deren Halbmesser « und r sind. ir . 


it 466. Beschäftigen wir uns nunmehr mit der Aufgabe der Com- 
 planation der Flächen in ihrer allgemeinsten Form. Ist z= fi, Y) 
die Gleichung der krummen Fläche und p(x, y) = 0 die Gleichung 
eines auf der Ebene der xy senkrechten Cylinders, welcher die Fläche 
‚in der Curve ABCD Fig. 43. 
(Fig. 43), die Ebene der 
xy in der Curve. abed 
schneidet, so handelt es 
sich um die Ermittelung 
.des auf der krummen 
Fläche von der Ourve 
ABCD begrenzten Flä- 
“  cheninhaltes. Es sei M 
5 ein Punkt der Fläche 
2=/[(, y) dessen Coor- 
= üinaten.x, %, 2, und .m 
seine Projection auf die 
Ebene der .xy. Gehen 
Sr wir von dem Punkte M 
zu einem unendlich nahe 
gelegenen Punkte P über, T 
dessen Projection auf die zy-Ebene » ist, und sind + x und y+ /y 
die Coordinaten desselben, so erzeugt, wenn wir durch jeden der Punkte 
m und » zwei zu den Ebenen der zz und yz parallele Ebenen legen, 
_ der Durchschnitt dieser vier Ebenen mit der xy-Ebene das Rechteck 
 mnpg — Jx Ay, mit der krummen Fläche aber das Flächenelement 
.MUNPQ — IF, sowie endlich der Durchschnitt derselben vier Ebenen 





r 















mit der die krumme Fläche im Punkte M berührenden. Ebene das. 


Viereck MN PQ’ = o bilde. Das Rechteck mnpqg = Ax Ay. ist 
aber die Projection des Viereckes ® auf die Ebene der xy, folglich, 
wenn wir mit y den Neigungswinkel der tangirenden Ebene gegen die 
xy-Ebene bezeichnen: 

Is. Ay 


Ax Ay = w cosy, oder W — ————., 
3 cos y 


Offenbar nähert sich nun das Flächenelement AF dem Vierecke w 


um so mehr, je kleiner wir Jr und /y nehmen, so dass wir, zu den 


Ditferenzialien übergehend, 











dx dy 
cos y 
als Ausdruck des Flächendifferenzials, zu nehmen haben. Zufolge $. 399, 
Gl. (1), ist aber ; - 
a 
; bsy —, 
vertan 
de dies Me, > : 
wenn p = FIRE dee di die partiellen Differenzialquotienten von 2 nach 
dX Mi 2 


x und y, gezogen aus der Gleichung der Fläche,. bedeuten; man hat 
somit für das Flächendifferenzial den Ausdruck: 


dedyVYP® +1. 

Integriren wir nun diesen Ausdruck etwa zuerst nach y, dabei x als 
constant betrachtend, so heisst dies bekanntlich nichts anderes, als 
alle Flächenelemente summiren, welchen dasselbe x zukommt, wodurch 
wir offenbar zu dem Inhalte des unendlich schmalen, zur %2-Ebene 
parallelen Streifen «ßyd gelangen, welcher somit durch den Ausdruck: 

Yı = ee 

dAF—=de| dyyYVp +? +1 


“lo 





dargestellt wird, wobei, wie leicht ersichtlich, die Integrationsgrenzen. 


Y,, Y, Im Allgemeinen Funktionen von x sein werden, und aus der 
Gleichung p(#, 9) —=0 sich ergeben. Eine zweite nach © ausgeführte 
Integration summirt alle diese unendlich vielen zwischen den gegebenen 
Grenzen —.x, und «=, liegenden Flächenstreifen, so dass endlich: 


F= I dx RB dyV®+@-+1 (m) 


U u 


als Ausdruck für die gesuchte Fläche erhalten wird. 
Aus dieser allgemeinen Formel würde man ohne Schwierigkeit 
die im vorigen $. entwickelte Formel für Rotationsflächen ableiten 





können. Die Gleichung einer solchen Fläche, die Axe der x als Um- 


drehungsaxe vorausgesetzt, ist nämlich 4° + 2° = |f(x)]”, woraus: 


EEE 


ai 4 


s 


; DR ’ EN cr . en 
Span De Bar Sarrn 


re 











BEE EEE fa)? LL-+ 1’ (@)®] | Er 


olst. Miomit wird 





“ 


ne #-| eye Ve 

















En Y. er: 
en Das allgemeine auf y a beziehende Integral et are sin 75 E sucht Fr 
2 WS x y S 


on | man nun die halbe “über ia: 2Yy- -Ebene lohande Fläche, so ergehen | 
FE sich die Grenzen ı He; Y, aus der--Gleithung .y == + fie), welche für = 
 2==0 aus der Gleichung der Rotationsfläche hervorgeht; es ist daher 2 
ah. — — f(e), „= f(x) somit-se der Werth dieses Integrals, und = 


demnach der Inhalt der ganzen Rotationsfläche: a = : 














u = r—2n| defla) Vitra, 


welcher Ausdr uck mit dem im vorigen S. ethalichan gleichbedeutend ist. 


Als einfaches Beispiel für die Anwendung der Formel (m) diene = 
| ein gerader” Kegel mit kreisförmiger Basis, dessen Axe mit der Axe ee 
5 TE dee 2 zusammenfälli; seine Gleichung ist: | 


erh Zerele4), s 








var I |. 





X P. - 4 
{ i* 


F= He 2 r? RL . AUERE de(Y, — Y,)- Zu - 


do 






und y, aus der Gleichung ihres Durchschnittes mit der besagten Ebene: 





pa, y—a? + y-—r?=0, nämlich y, = — Vr? — x?, U 
+ Vr? — x?, wodurch 





wird. Integrirt man, ‘und nimmt das Integral von 2, =0 ude —=z, 


/n? - 
N ke Vr— ar + r? arc sin A) 


als Ausdruck jenes Theiles der Kegelfläche, welcher zwischen der 


so kommt: 


Ebene der yz und einer zu dieser im Abstande — % parallel gelegten 
Ebene enthalten ist. Setzt man daher <= r, und nimmt den Aus- 


druck doppelt, so erhält man: ZU + r? als Inhalt der ganzen 


_Kegelfläche. 


467. Die allgemeine Auflösung der Aufgabe der Complanation 


der Flächen erheischt, wie aus dem vorhergehenden 8. erhellt, die Aus- 
mittelung eines Doppelintegrals, welche häufig mit Schwierigkeiten ver- 
knüpft ist; man sucht in solchem Falle das Integral auf ein anderes 
zurückzuführen, durch Einführung neuer Variablen, die man so wählen 


kann, dass die Integration dadurch erleichtert wird. Das Verfahren 


hiebei ist im Allgemeinen folgendes. 


Es seien in dem Doppelintegrale: 





=|| Ude due — I\re, y) dx dy 


an die Stelle von x und y zwei neue Veränderliche £, » zu substituiren, 
welche mit den ursprünglichen durch die Gleichungen 


2 =pENI=-MENM. . (1) 
verknüpft sind, so hat man zuvörderst durch Substitution derselben in 
die Funktion f(x, 9): 2 


UV=fa,y)=F(S 1), 
und es handelt sich nur noch darum, das Produkt de dy durch die 
neuen Veränderlichen auszudrücken. FR 
Gesetzt nun, man wolle zuerst nach y integriren, so hat man hiebei 
x als constant zu betrachten, und erhält, unter dieser Voraussetzung, 
durch Differenziation der Gleichungen (1): 





£p’ Al Ze Aue u Ki 











a S 349. 


A 0— Pd + Qdn, dy— P.d& + ran, 


wo P, @, P,, @, Funktionen von & und » sind. Es ist willkürlich, 
welche der beiden Veränderlichen £, 7, man an die Stelle von y ein- 
führen will; wählt man hiefür », so ergibt sich durch Elimination von 
d& aus den beiden letzten Gleichungen: 


Deere 
! r ; dn, 








A 


wenn der Kürze wegen 


| \ 2 = PQ, — PP 
gesetzt wird. 
Durch die Substitution dieses Werthes verwandelt sich das vor- 


gelegte Integral in folgendes : 


12 v5a 1 


und erscheint nunmehr, wenn man sich 9 und & mittelst obiger Glei- 
chungen eliminirt denkt, als Funktion von 7 und x, welche beide Ver- 
änderliche als von einander unabhängig betrachtet werden müssen. In 
Folge dieses letzteren Umstandes liefert nun die erste der Gleichungen 
(1) durch Differenziation für de den Werth: 


de — Pd, 


und man erhält schliesslich durch Substitution desselben in die letzte 
Gleichung 


= 86, n) QdEdn. 


Wir würden zu demselben Resultate gelangt sein, wenn wir oben 
€ statt 7, an die Stelle von y hätten treten lassen, oder wenn wir die 
Integration zuerst nach x statt nach 9 vorgenommen hätten. Die 
Grenzen , innerhalb welcher das neue Integral zu nehmen ist, müssen 
in jedem speciellen Falle besonders ermittelt werden. 


468. Wir wollen die soeben vorgetragene Transformation dazu 
benützen, um die allgemeine Complanationsformel |Gl. (m), $. 466]: 





F = ||dxayVp® + 0° +1 


auf Polarcoordinaten zu übertragen. Als solche wählen wir den Radius- 
vector.r eines Punktes der Fläche 2—=f(x, y), den Neigungswinkel 6 























als Ausdruck des Flächeninhaltes in Polarcoordinaten, dessen man sich 





N 5 
TE ORTE ER 





_ desselben gegen die Axe der x, endlich den Winkel \ 0, nnler welchem | 
die durch die genannte Axe und den Radiusvector gelegte Ebene der 
xy-Ebene begegnet. Dies vorausgesetzt, hat man: RL EE = 





237050, yTsind 605W, 2er sind. amol, 


Durch Substitution dieser Werthe in die Funktion U=yp®+q +1 
erhält man, ® und ® als die unabhängig Veränderlichen betrachtend, BR: 
auf dem in $. 338 betretenen Wege: | Be 


Ir 2 f , 3 | a , 
Ve@leu@) 79 
Vet Fi a eo 
(= cos#d — r sin 0) sind sino + 2 ce = 

do BIS 











\ 


Die Differenziation der beiden ersten der obigen Gleichungen er- 
gibt. ferner: | Be , 


RER: Ir . ee 

(ann Hane)an+ Bansan 4 

de 16 cos r sin dd -- 7,08 do ET 3 

A ES FT; sind + r cos 0) cosodO + (= -C08s W — 7 sin o) sin h des; a 












es ist daher, nach den Bezeichnungen des vorhergehenden $: 


P= 7, cosd rend, 1m, 08, | Rt x ? 
Ir dr ; 
= (ds sind + r cos 0) I a be C0OSW — rsin 0) sin®; 
18 | dr ° 
somit 
dr S 
9—=—r (= cos0 — r sin 0) sin $ sin w es - C08 0 


Durch Substitution dieses Ausdruckes, in Verbindung mit dem je 





obigen von Vp?-+ g? + 1, in die Gleichung (2 ). des vorhergehenden Ss ni Ro 
folgt sofort: 2 


| 9 3 dr " 2 dı E 2 $ Br 
F— ) V|; m (2) |s in d° + IE) dh dev BZ 





bedienen kann, wenn die Polargleichung- der N einfacher ist, als a - 
bei rechtwinkeligen Coordinaten.. | 





Zu demselben Resultate führt auch eine einfache geometrische 

"Betrachtung. Es sei 
(Fig. 44) M ein Punkt Fig. 44. 

_ der Fläche BETEN 
welchem, wie oben, die 
Polarcoordinaten r, d, @ 
entsprechen. Legen wir 
durch die Axe OX zwei 
Ebenen, welche gegen 
die Ebene XOY unter 
den Winkeln ® und 

09 + dw geneigt sind; 

- denken wir uns ferner 
um OX als Axe zwei 
Kreiskegel beschrieben, 
welche ihren Mittelpunkt 
in OÖ haben, und deren 
erzeugende Geraden mit der OX beziehungsweise die Winkel 9 und 
6 + dd einschliessen; beschreiben wir endlich aus O als Mittelpunkt 

“mit dem Halbmesser OM — r eine Kugelfläche, so wird von den be- 
sagten beiden Ebenen und den zwei Kegelflächen auf der gegebenen 
Fläche z—= f(x, y) das Flächenelement MNPQ — dF, auf der Kugel 
aber das Flächenelement Mupgq — dK ausgeschnitten. Beide können 
als Rechtecke angesehen ‚werden und man kann offenbar dK als die 
Projecetion von dF auf die Kugelfläche betrachten, so dass also 








2 





dK 
dE = 
cos A 


ist, wenn A den Neigungswinkel beider Flächenelemente, d. i. den 
- Winkel bezeichnet, welchen die Normale der Fläche im Punkte M mit 
dem Radiusvektor OM einschliesst. Nun ist dK—= Mn.Mg; Mn = rdß; 
Mg = MK.dw — r sin® de, also das Differenzial der Kugelfläche: 


dK —= r? sind d$ do. 


Bezeichnet man ferner mit «, ß, y; a, ', y' die Winkel, welche be- 


ziehungsweise der Radiusvektor OM und die erwähnte Normale mit 
den Axen der z, %, z einschliessen, so ist: 


CDS >—.c080, 0 I — sin® cos W,. 608% = -—- — sinOsin @,. 
= r r IE 








ee neari. 
p a ER 














Bose —e COS a Fee eV r N 
= yo Fa VvetgHi Vortati! : 
nr — Er fol lich: | | De 
; WON ER) 1= dy ; g : | | EL, 
cosA — cosa cosa + cosß cos’ + c0osY cosy ; En 
Be __» cos0 + qsind cosw — sin 6 sin © | ER 
2 Veto+ı 5 Be 
BI; Nach Einführung der in S. 338 für v, g und Vpr+ 9? rent = M 
a A 
RG wickelten Ausdrücke in Funktion von r, Ö und & verwandelt sich deser 


Ausdruck nach leichter Reduktion in: 










.. | r sind tl x 
2 Nr . ee Tr 2 Er 3 ’ N 

un > „2 Sr 1 2 _ N 

ei an v[ aF (1) in AR 5) Ä 

und man erhält hiemit: 


Be \r Eos 5 & ar Ge = 
dd = r00 de \ 5 + 16 sin Ö ” Er er 3 ii. 


r 














> übereinstimmend mit dem ÖObigen. 


469. Betrachten wir Rh als Beispiel den elliptischen Re el, | 
welcher durch die Gleichung 





£* 3 in y? 
a ler ee | a 
C 4 b : a 













S dargestellt wird, wenn wir die Spitze im Ursprung der rechtwinkeligen 
BR Fig. 45. Coordinaten, als Basis desselben eine 
RN VASE ' Ellipse AR (Fig. 45) annehmen, deren 
Ebene, im Abstande OO —= c parallel 
liegt zwv Ebene der xy, und deren 
Halbaxen CA. 05 —d beziehungs- 
weise in der &z- und y2-Ebene sich 
befinden. Setzen wir der Kürze halber: 


ma yalme=ci, 


‚a_& so verwandelt sich die obige NR. 
in die einfachere Ban 


" Se 


und es. wird: 












welche Werthe in die Gleichung (m), $. 466 substituirt, für den vierten # 
Theil OAB der ganzen Mantelfläche den Ausdruck: Be 





ı Wı 2? EEE, n? 
F —| | dE dı Voss: u REN RER 
R oJ Er Er peu N E27? 
ergeben. Was die angesetzten Grenzen betrifft, so beachte man, dass 
die Projection der die in Rede stehende Fläche begrenzenden Ellipse er 
AB auf die Ebene der xy die Ellipse ab ist, welcher die Gleichung  - 


R—— »yı — (2) entsprieht. Man hat daher von <= 0 bis z —a, 
und yonsy — Orbisy-— »yı _- (2) mu integriren, welchen Grenz- 
mwershen.die Werthe 20, 2—1 und n—0,n —yı 2 entsprechen. 

Führen wir nun mittelst der Substitution: 

ENTE ZUR SEEN 

die zwei neuen Veränderlichen » und @ ein, so wird 

dE = c0osp dr — rsinp dp, n=sinpdr +reosp dp, 
somit, im Sinne des $. 467: 5 

2=reosp’+t rsinpg’ =r, | ’- 


und das obige Integral verwandelt sich in 





N 
F —| | Va?b? + b2c? cos p? + a?ec! sinp? rdr dp. 
'oJo 


Die hier angesetzten Grenzen ergeben sich leicht, wenn man erwägt, 
dass das vorhergehende Integral, zufolge seiner Grenzen, auf alle 
Punkte sich erstreckt, welche innerhalb eines mit dem Halbmesser 1 
beschriebenen Kreisquadranten liegen, welcher Bedingung offenbar genügt 
wird, wenn man r von OÖ bis 1 und p von O bis 477 gehen lässt. 


Die Integration nach r ist nun sogleich ausführbar ; sie ergibt: 
1 pp” BEN RS N en han ER 
F— =] dp Va?b? + b?c? cosp” + a?c? sin p”, 
0 


oder, wenn man unter dem Wurzelzeichen a*’b?(cosp” + sing”) statt 
-a?b? schreibt, und 


a@+c—=m’a, db’ + c?—=n?d*, 
Herr, Höh. Mathematik, II. 3. Aufl. 23 





a a Ze > En ne nen 





setzt: 





1, | 
= 5 ab | dep Vm? cosp* + n? sin p®. - 
0 


Man kann diesen Ausdruck auch in folgender Form schreiben: 





2 


1 Ei LEnpER een : i 
Fe 5 Vab.mYV |“ dep Vi 2b „ein [DR 
0 


lässt man nun A=mVab, B=n Vab die Halbaxen einer Ellipse 
Bu a N N en EN ER & 
sein, so ist RER die Excentrieität dieser Ellipse 


und es wird durch Einführung dieser Grössen: 





worin sich der Satz ausspricht, dass die Mantelfläche des elliptischen 


1 en 
Kegels gleich jener eines Cylinders ist, dessen Höhe —;Vab, und 


dessen Basis eine mit den Halbaxen A = m Vab und B=n Vab ver- 


zeichnete Ellipse ist. 


IV. Cubatur der Körper. 


470. Betrachten wir auch hier zunächst einige einfachere Fälle, 


in welchen die Berechnung des Volums eines von einer krummen Fläche 


begrenzten Raumes auf ein einfaches Integral führt. 

Dies ist der Fall, wenn sich die Gestalt eines zu einer bestimmten 
Ebene parallelen Schnittes des Volums als Funktion des Abstandes von 
dieser Ebene ausdrücken lässt. | 

In der That, es seien V das von irgend einer krummen Fläche 
und zwei zur %2-Ebene parallelen Ebenen = x, ?=% begrenzte 
Volum, ferner F(z) und F(x) + d die Flächeninhalte zweier senk- 
recht auf der Axe der x, in den Abständen & und x + Ax vom Ur- 
sprunge geführten ebenen Schnitte, wo d eine mit „/z verschwindende 
Grösse, endlich /V das zwischen beiden Schnitten liegende Volum, 
so ist klar, dass, wenn wir nur fx klein genug machen, /V noth- 
wendig zwischen zwei Cylindern enthalten ist, welche 4x zur gemein- 


schaftlichen Höhe, und beziehungsweise F(x) und F(x) + d zur Basis 


















EN A N Bee WE 
# 
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haben, deren Körperinhalte somit F(x) fx und [F(x) + 0] 4x sind, 
und sich beim unendlicnen Abnehmen von fx immer mehr und mehr 
nähern. Zur Grenze übergehend wird daher: 


dV = Fx)de 
und 


v—| Fla)de. (1) 


Beisp. 1) Das dreiaxige Ellipsoid: 
2: 2 


MEHR A 
at Amer 


wird, im Abstande x vom Ursprunge, von einer auf die Axe der & 
senkrechten Ebene in einer Ellipse geschnitten, welche durch die 
Gleichung: 


a?y? a?2? 


Se 








2) 


ausgedrückt ist, deren Halbaxen somit Vo — x? und — Va! — — a1? 


be 
sind. Die Fläche dieses Schnittes ist daher F'(x) — =. (a — «2, 


und folglich 


d 2 2 
en a? — x?) de = — sc abe 
a? IK ) 3 


® 


das Volum des halben, &zrabe jenes des ganzen Ellipsoides. Für 
b—=a erhält man &sra°e als Inhalt des Rotationsellipsoides, dessen 
Umdrehungsaxe — 2e ist. Ist aber «a —=b = ce, so folgt va? als In- 
halt einer Kugel vom Halbmesser a. 


2) Der im vorigen $. betrachtete elliptische Kegel wird in 
dem Abstande O0’ = z parallel zur x&y-Ebene in der Ellipse A’B’ 


u b 
geschnitten, deren Halbaxen —, — sind, deren Fläche daher durch 
F GEDEZ ausgedrückt ist; man hat daher für das von der Spitze 
0 aus gezählte Volum des Kegels von der Höhe c: 
abe, 1 1 
Mir “|, ee z abe — „Pe; 


wenn B — scab die elliptische Basis des Kegels bezeichnet. 
/ 23* 





Nimmt man das Integral von 2=£2 bis 2=e, so wird: i I 





Ä REDE 1... ; 
Vet 3 \.2*4e UT (c? — 2?) 
das Volum des abgestutzten Kegels ABA’B’ von der Höhe 0’ — | 
> 2—.h, 24 


Nun ist ce? — 2?—=(ce —z2)(c” + ce + 2°), folglich 
h 2 5) 
ee bl — + —}; 
Bere ( " C He ER 


es ist aber, wenn man mit a’, b’ die Halbaxen der kleineren Basis, mit 





er j i b ‚2 Ri \ 
b deren Fläche bezeichnet: er ‚ somit auch ee R, 
C m b c” ab ! 
zab EB | a 

==. 2 7 =, womit sich "der" bekannte Ausdruck :” 

ze ab B 
’ 1 nn ‚ : 

T=;,h(B+VBRB + B) 
ergibt. | 















471. Die Formel (1) des vorigen $. gestattet eine unmittelbare 
Anwendung auf Rotationsflächen. Nimmt man nämlich die Axe _ 
der x als Umdrehungsaxe, und ist y—= f(x) die Gleichung der in der 
Ebene der xy gedachten erzeugenden Curve, so erscheint jeder auf die 
x-Axe senkrechte Schnitt als Kreis vom Halbmesser y„—/(x), dessen 
Fläche F(x)=sy’—=nf(e)’ ist; man hat daher für Rotations- 
körper: 


V=n| y:aa (1) 


Sind 9: NE), 4, er szweran der Ebene der xy liegende 
Curven, so entsteht durch Rotation derselben um die Axe der & ein 
ringförmiger Körper, dessen Volumen offenbar durch den Ausdruck: 


U ; 
v=r| (9?— y)dr | (2) 
To P ) £ 
gegeben wird. ni a 
Beisp. 1) Eine Ellipse drehe sich um ihre kleine Axe b; lassen 
wir diese mit der Axe der x, den Mittelpunkt mit dem Ursprunge 
zusammenfallen, so ist ihre Gleichung db’y? — a?(b? — x”), somit das 


Volum des von der Ebene der yz und einer im Abstande x parallelen 
Ebene begrenzten Theiles des Sphäroids: 
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für x = b folgt hieraus das Volum des halben Spbäroids —= Sra®b, 
des ganzen Sphäroids — ca®b, wie schon oben gefunden wurde. 


2) Lassen wir den im $. 465, Beisp. 3, betrachteten Kreis vom 
Halbmesser », dessen Mittelpunkt im Abstande « von der Axe der x 
liegt, um letztere sich drehen, so wird, da (y — a)” +?” =r? die 
Gleichung desselben ist, y=a—Vr:—a®, Y, —4-+ Yr? — x, somit 
das Volum des ganzen Ringes von kreisförmigem Querschnitt, zufolge 
der Formel (2): 


SIR a 
Ve=tor | Vr: de 2 Ur”. 
d—? 


472. Es sei z2—=f(x, y) die Gleichung einer krummen Fläche, 
und y—= (x) die Gleichung eines auf der Ebene der xy senkrechten 
Cylinders, so kann die Aufgabe der Cubatur der Körper in ihrer all- 
gemeinen Form immer auf die Bestimmung des Volums zurückgeführt 
werden, welches von dieser Öylinderfläche und den von ihr auf der 
Fläche z= f(x, y) begrenzten Theilen dieser Fläche eingeschlossen 
wird. Zu einem Ausdrucke für dieses Volum gelangt man leicht durch 
die Bemerkung, dass das Produkt d«edy ein unendlich kleines Element 
der in der xy-Ebene gedachten Basis jenes Cylinders, somit 2.dxdy 
— f(x, y) dedy das Volum des, über diesem Elemente als Grundfläche 
stehenden Prisma darstellt. Der ganze zu berechnende Körper kann 
nun in solche Prismen zerlegt gedacht werden, deren Summe sofort 
das gesuchte Volum desselben sein wird. Diese Summe wird durch 
das bestimmte Integral 


a hehe: VB I, re, y) de dy (1) 
Lo% Yo od Ya 


ausgedrückt, wo die Grenzen nach y im Allgemeinen Funktionen von & 
sein werden, welche sich durch die Gleichung y=gp(x) des das 
Volumen umschliessenden Cylinders bestimmen, vorausgesetzt, dass man 
zuerst nach % integrirt. Der Ausdruck 


da Je: y) dy 


ist dann, wie leicht einzusehen, die Summe aller Prismen, welchen 
dasselbe x zukommt, d. h. das Volum einer unendlich dünnen Schichte 
des Körpers, welche von zwei, in den Abständen x und x + dx senk- 
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recht auf die Axe der x gelegten Ebenen begrenzt wird. Die zweite 
nach & auszuführende Integration bedeutet die Summation aller dieser 
unendlich dünnen Schichten, in der Richtung der Axe der x, deren 
Resultat offenbar das gesuchte Volum sein muss. 


Man sieht leicht, dass man die Ordnung der Integration umkehren, 
und zuerst nach x integriren kann; in diesem Falle sind dann die 
Grenzen x, und x, im Allgemeinen Funktionen von y, deren Werthe 
wieder aus der Gleichung y= (x) durch Auflösung nach x sich 
ergeben. 


Zu einem noch allgemeineren Ausdrucke für das Volum eines be- 
liebig begrenzten Körpers gelangt man, wenn man sich durch zwei 
unendlich nahe Punkte im Innern desselben, &, y, zund 2 +dx, y + dy: 
24 dz, je drei zu den coordinirten Ebenen parallele Ebenen gelegt 
denkt, welche sofort ein unendlich kleines Parallelepiped begrenzen, 
dessen Volum durch dedydz ausgedrückt wird. Das Volum des Körpers 
ist nun offenbar gleich der Summe aller dieser Parallelepipede, aus- 
gedehnt bis an die Begrenzungsflächen des Körpers, und diese Summe 
wird durch das dreifache Integral 


V— je dy dz ! (2) 


dargestellt. Die Grenzen, innerhalb welcher die drei Integrationen aus- 
zuführen sind, ergeben sich in jedem Falle ohne Schwieriekeit aus 
der Betrachtung der das gesuchte Volum begrenzenden Flächen. Ver- 
richtet man übrigens in (2) allgemein die Integration nach 2, so gelangt 
man wieder zur Formel (1). 


Um den Gebrauch dieser Formel durch ein Beispiel zu erläutern, 
wollen wir den Inhalt des dreiaxigen Ellipsoides 


2 


N 
it BE er ; 





berechnen. Diese Gleichung bietet sofort als Grenzen der Integration 


nach z die Werthe 
a2 y? 


dar und wir erhalten hiemit, nach z integrirend: 


: x? y2 
ya Ve lfarayı 5 —%. 


Ferner ist das allgemeine Integral nach y: 
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Die Gleichung des die gegebene Fläche umhüllenden, auf der xy- 


| 2 2 
Ebene senkrechten Cylinders ist = +5 = 1, (d. i. die Gleichung 





des Durchschnittes des Ellipsoides mit der genannten coordinirten 
Ebene); und hieraus ergeben sich die Grenzen der Integration nach Y, 


’ 
er 


. R = b : 
nämlich „= + 1% _ womit das letzte Integral — > (1) a 


a 
2 
= ea | (1—%,) da 


» wird. Integrirt man endlich diesen Ausdruck zwischen den Grenzen 
— a und + a, so erhält man 


und folglich 


4 
V= , aben 
Di a RER % 


als Volum des ganzen Ellipsoides. 


473. Wir haben im vorigen S. das Volum eines Körpers durch 
ein dreifaches Integral [Gl. (2)] ausgedrückt; bei blos geometrischen 
Betrachtungen, wo es sich nur um die Bestimmung des Volums handelt, 
ist man jedoch nicht genöthiget, von diesem Ausdrucke Gebrauch zu 


machen, da in diesem Falle die Anwendung der Formel (1): V—=(\ededy 


immer zum Ziele führt. Wohl aber führen andere Untersuchungen, z. B. 
physikalische, auf derlei dreifache Integrale. Handelt es sich z. B. um 
die Bestimmung der Masse eines Körpers, dessen von einem Punkte 
zum andern veränderliche Dichte für einen Punkt, dessen Coordinaten 
x, y, 2 sind, durch die Funktion o—=g(«, y, 2) gegeben ist, so hat 
man für das Differenzial der Masse im Punkte x, 9, 2 den Ausdruck 
dM—=odedyde=g (w, y,2)d&dydz, da, wie bekannt, die Masse durch 
das Produkt des Volums in die Dichte ausgedrückt wird; für die 
Masse des ganzen Körpers hat man daher: 


#=|||e de dy de =|\je, y, 2) da dy de. 


Ren 
sr . 
2 RE 


En N al de Fre ln 
A En 
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Dividirt man diesen Ausdruck durch das Volum des Körpers: 
VRR (dx dydz, so erhält man seine mittlere Dichte. 


Die Ausmittelung eines dreifachen Integrals wird sehr häufig 
durch eine passende Transformation desselben, mittelst Einführung 
neuer Veränderlichen, bedeutend erleichtert. Das hiebei zu beobachtende 
Verfahren ist im Wesentlichen dasselbe, welches wir in $. 467 zur 
Reduktion der Doppel-Integrale in Anwendung brachten. 


Es sei das dreifache Integral: 


54 — ||| U ax aydz — ||\r@, Yy, z)dedyde 


umzuformen durch Substitution von drei neuen Veränderlichen &, n, £, 
welche von &, %, z mittelst der Gleichungen 


u NH ED a NE EL (1) 
abhängen. Die Differenziation dieser Gleichungen liefert: 
daa—=Pd+R di + Rd, 
dy=Pd+Qdy + Rd, (2) 
de=P,d + Q,dn + Rd. 
Angenommen nun, dass man zuerst nach 2 integriren wolle, so 
hat man hiebei x und y als constant zu betrachten und somit, wenn 


man etwa [£ an die Stelle von z einführen will, zur Bestimmung von 
dz die Gleichungen: 


—P&+QMm+Rd, 
0=PE+QAM+Rd, 
—= P,4E + 0,ar FR,aL, 
aus welchen man durch Elimination von d& und dn: 

2a 
PQ, — PQ 


Q— 
Q 


de 


findet, wobei zur Abkürzung 


2=P, (OR, 0 RQ,) AL Q; (RP, ie) ae R, (PQ, ae QP,) (3) 


gesetzt ist. Durch Substitution dieses Werthes von dg verwandelt sich 
unser Integral in 


= ||V 5 gg len, BEE 


RT: a. 
RR EEE VENEN 
ni r -—. 
PER U TEN  LED 
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_ ausgedrückt in Funktion der von einander unabhängigen Veränderlichen 
2, y, {, wenn man sich nämlich in U, 2 und dem Binom PQ, — P,Q 
die Grössen 2, £& und n mittelst der Gleichungen (1) eliminirt denkt. 

Integrirt man jetzt in dem letzten Integrale zuerst nach %, so hat 
man x und £ als constant zu betrachten, somit de—=dÄ{ —0 zu setzen, 
wodurch die beiden ersten der Glen. (2) in folgende übergehen: 


0—=P-dg +0 dr, 
dy=Pd +Q, an, 
aus welchen, durch Elimination von dE, 


PO, — 2B® 


} dy =, pP 





dn 
folgt. Durch Substitution dieses Werthes wird obiges Integral 


I I 0 da dnd£, 


welches nunmehr von den drei, von einander als unabhängig zu be- 
trachtenden Veränderlichen x, n, & abhängt. 
Integriren wir endlich nach x, so sind 7, und & constant, d.i. 
dn—= di = 0 anzunehmen, durch welche Bedingung die erste der 
Glgn. (2) sich auf de — Pd& reducirt; mit diesem Werthe erhalten 
: wir schliesslich das transformirte Integral: 


2 —— II UNdE dndl, 


wo selbstverständlich U mittelst der Glen. (1) als Funktion von &,n,& 
auszudrücken ist. 


474. Benützen wir die soeben vorgetragene Methode zur Um- 


formung des Integrals: 
ve I\\azayaz, 


welches bekanntlich das Volumen eines Körpers ausdrückt, indem wir. 
- an die Stelle der rechtwinkeligen Coordinaten x, y, 2 die Polarcoor- 
dinaten ”, 9, & mittelst der Gleichungen: 


x =rc0sB, y=r sind cosw, 2=r sin® sin w (1) 
treten lassen. Durch Differenziation derselben findet man: 
Br==;C080, . = —r sind, ei) 
’ P,=sindcosw, 9, = reosdcow BR = — r sind sino, 
P,—=sindsno, Q%,= reo#sinw R,—=  rsind cosw. 
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"Mit diesen Werthen wird die Gröse & — r?sin®, und folglich, 


da im vorliegenden Falle die Funktion U = 1 ist: 
I III” sind dd do dr. | (2) 


Dies ist der Ausdruck des Volums in Funktion von Polarcoordinaten. 


Man gelangt zu demselben auch durch eine einfache geometrische 
Betrachtung. Es sei M (Fig. 46) 
ein Punkt im Innern des Körpers, 
O .der Pol, O0M==r der Radius- 


Fig. 46. 


desselben gegen die feste Axe OX, 
endlich / MKM’= © der Winkel, 
welchen die durch den Radiusvector 
und die Axe OX gelegte Ebene 
mit der fixen Ebene XOY bildet, 
übereinstimmend mit der geometri- 
schen Bedeutung der Glgn. (1). Lassen 
wir nun den Radiusvector OM =r 








um das unendlich kleine Stück 


Mm = dr zunehmen, und beschreiben aus dem Pole O als Mittelpunkt 
zwei Kugelflächen, so werden diese von der Ebene MOX in Kreisen 
geschnitten, welchen der Radiusvector OM in den Punkten M und m, 
ein zweiter in der Ebene MOX liegender und mit der OX den Winkel 
NOX = 9 + dh bildender Radiusvector ON in den Punkten N und » 
begegnet. Hiedurch wird das in der Ebene MOX liegende unendlich 


kleine Viereck MNmn gebildet, welches, wenn man sich die Ebene MOX. 


um den unendlich kleinen Winkel MKQ — dw gedreht denkt, den 
Körper Mp erzeugt, welcher — einer abgestutzten Pyramide ähnlich 
—- der unendlich kleinen Dimensionen wegen, als Prisma zu betrachten 
ist. Offenbar kann man sich nun den ganzen Körper in lauter solche 
Elemente zerlegt denken, deren Volum dV das Product aus dem Recht- 
ecke MNP@Q in die Höhe Mm = dr ist. Da nun die Seiten dieses 
Rechteckes MN = rd, und MQ = MK.do = r sind do sind, so 
erhält man als Inhalt des Rechteckes r?sin® dO dw, womit sich für das 
Ditferenzial des Volums der Ausdruck: 


dV = r? sin 9 dd dw dr 


ergibt, übereinstimmend mit der oben erhaltenen Gl. (2). 


vector, / MOX 9 die Neigung 
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Was die Grenzen des dreifachen Integrals (2) betrifft, so sind 
zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem der Pol innerhalb oder ausser- 
halb des Körpers liegt. 


Im ersteren Falle wird man zuerst nach r integriren, und zwar 
von r—=0 bis r— F(9, wo), welche Funktion durch die Polargleichung 
der das Volum begrenzenden krummen Fläche gegeben ist. Integrirt 
man dann:von 9 = 0 bis.d — 77, - und-von w== 0. bis w — 27. und 
zwar in beliebiger Ordnung, so ist leicht einzusehen, dass hiemit das 
Integral auf den ganzen Körper ausgedehnt ist. 


Im zweiten Falle wird, wenn von einem begrenzten Volum die 
Rede sein soll, jeder Radiusvektor den Körper im Allgemeinen min- 
destens in zwei Punkten schneiden. Gesetzt nun, es seien = F'(ß, w) 
and. (0, ©) die zwei, diesen Durchschnittspunkten entsprechen- 
den Werthe von r; ferner p(w) und p,(w) zwei Funktionen von ©, 
endlich @ und «, zwei gegebene Winkel. Integrist man nun nach r, 
von n== P(d.w)\ bis r—F\(0, w); nach 6 von-d = o(w) bis H = 
(lo), endlich nach ®, von o—=a« bis —=a,, so erhält man offenbar 
das Volum eines Körpers, welcher begrenzt wird einerseits von zwei 
krummen Flächen, deren Gleichungen r —= F(9, o) und r—= F,($, w) 
sind, anderseits von zwei conischen Flächen, welche ihren Scheitel im 
Pole O und die OX zur gemeinschaftlichen Axe haben, und durch die 
Gleichungen = g(o) und d—=g,(w) dargestellt werden; endlich von 
zwei Ebenen, welche durch die Axe OX gehen, und mit der fixen 
Ebene XOY, von welcher der Winkel w gezählt wird, die Winkel 
a und «a, einschliessen. 


Zur Erläuterung möge folgendes Beispiel dienen. Aus dem Pole 
als Mittelpunkt seien zwei Kugeln von den Halbmessern «a und a, be- 
schrieben; zwei gerade Kreiskegel, welche ihre Scheitel gleichfalls 
im Pole, und die OX zur gemeinschaftlichen Axe haben, und deren 
Erzeugende mit dieser Axe die Winkel % und £, einschliessen, schneiden 
aus der Kugelfläche einen Ring heraus, von welchem durch zwei durch 
0X geleste Ebenen, welche mit der festen Ebene XOY die Winkel 
«@ und «, bilden, ein Stück abgeschnitten wird, dessen Volum zu be- 
rechnen ist. 


Hier sind nun sämmtliche Grenzen constant, und es ist zu inte- 
griren nach r vnr—=abis r=a, nach 6 vn = bis 6=ß,, 


nach » von w=« bis w—=«,, so dass also für das in Rede stehende 
Volum erhalten wird: 





Ah r?sinddddwdr, Ra 


e P & r 
d. i R 
= | N | ; Br 
| Rt es kadı a2) [0 0) (6088, 005 PN. 2 
Setzt man a=0 und f==0, in welchem Falle die innere Kegelfläche ER 2 
und die innere Kugel verschwinden, so wird BER 
m 2 = 
ve za (a, — a) (1 — cosß) 3 


der Ausdruck des zwischen den oben erwähnten Ebenen liegenden 
Theiles des Kugelausschnittes; das Volum des ganzen Kugelausschnittes 
findet man daher, « — 0, a, — 2,7 setzend: ® 





2 4 La 
ee 5 ze) (1 — cosß) — a zu a3 sin, P”. 


Für # = 90° geht der Ausschnitt in die halbe Kugel über, und der 


‘ 


a4 HE } 
a EN: 


N, 


N 1.A 
SSR? i 
ER EN 
PER REN LE 
ee 


E letzte Ausdruck verwandelt sich in re 





VIERTES KAPITEL. Ve 
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WEITERE UNTERSUCHUNGEN ÜBER BESTIMMTE INTEGRALE. Er 


a; 


I. Die periodischen Reihen von Fourier und Lagrange. 


SE 475. Gesetzt, die Funktion p(x) sei so beschaffen, dass sie für 
| alle zwischen O und sv liegenden Werthe von x in eine convergirende 
'Reihe von der Form: * 


ag) m sn Basin 20. Be ainsuch ee B, sinne 
N: entwickelt werden könne, so lassen sich die Coefficienten D,, B,,.... | 


RR auf einfache Weise bestimmen. Multiplieiren wir nämlich die Gleichung 
a mit sinnzde, und integriren von O bis sr, so erhalten wir: = be 
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Fa te Te 
| | p(x) sinne de = B, | sin x sinnx de + B,| sin2e sinne de+.... 
007 | 0 0 


+ B, “sin ne:de +... (m) 


0 


Die rechter Hand vorkommenden Integrale sind von der Form: 


sin(n — m) & sin (n m)x 
Isin me sinnz de = — ( RUE, ) £ ( AR ) 
2(n — m) 2(n + m) 


und dieses Integral verschwindet zwischen den Grenzen OÖ und 77, aus- 
genommen, wenn m — n ist, für welchen Fall: 





ar 


: 5 % sin2nx 
sinnt’ dt —= 
2 4n 





‚8. 439, 61. (7)]. 


und 


7 = 
j sinnx? de — — 
zu) 2 
wird. Hiemit folgt aus (m): 
TT 
| f(x) sinne de — B,. = 
0 


somit 


B, el p(x) sinn de. 
IE JO 


Da aber dieses Verfahren auf der, offenbar eines Beweises bedürf- 
tigen Annahme beruht, dass jede Funktion p(*) in eine convergirende 
Reihe verwandelt werden kann, welche nach den Sinussen der Vielfachen 
der Veränderlichen & fortschreitet, so wollen wir die Entwickelung im 
Folgenden auf einem anderen Wege vornehmen. 


476. Es sei /(£) eine Funktion von &, welche von &=abs&=b 
endlich bleibt, und % eine positive ganze Zahl, so hat man nach dem 
Satze der theilweisen Integration: 


f(a) cos ka — f(b) 


Pre sinne = an lege [|r& onas a 


Der Zähler im ersten Gliede rechter Hand ist eine endliche Grösse; 
wenn ferner die Funktion f’(&) endlich ist von &=a bis &=b, und 
innerhalb dieser Grenzen ihr Zeichen nicht ändert, so kann man [$. 446, 


Gl. (4)] setzen: 
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[ f (E) cosk& dE — cosk[a + H(b — DIN f(&) ds 
an If(b) > f(a)} cosk[a + d(b —a)], 


b 
woraus erhellt, dass IR (&) cosk& d& ebenfalls einen endlichen Werth 


d 


hat. Lässt man demnach in der obigen Gleichung % unendlich gross 
werden, so folgt: 


b 
lim | f(&) sink& de = 0, (für ko). (1) 


Diese Gleichung besteht aber auch noch in dem Falle, wenn f’(£) 


zwischen a und 5b sein Vorzeichen ändert oder unendlich wird. Denn 
b 


im ersten Falle kann man das Integral f f (£) cosk& d& durch Ein- 
[27 


schiebung von Grenzen in mehrere andere zerlegen, für welche f’(£) 
innerhalb der jedem Integrale zukommenden Grenzen sein Zeichen 
nicht ändert, welche somit endlich bleiben und eine endliche Grösse 
zur Summe haben. Wird aber f’(&) für einen zwischen a und b liegen- 
den Werth E= « unendlich, so setze man: 


DE: a EN ae 
| f (&) sink& d& =| f(&) sink& d& + f(&) sink& d& 
vd [47 


d—E 


+ r(O sina& ak, 


. 


wo nun das 1t° und 3t° Integral rechter Hand vermöge der Gl. (1) für 
 k= w verschwinden, da der Voraussetzung nach f’(&) in den Inter- 
vallen @ bis @ — ge und @« + e bis b nicht unendlich wird, wie klein 
man auch e nehmen mag; der Werth des mittleren Integrals wird aber 
mit unendlich abnehmendem & unendlich klein, da f(&) der Voraus- 
setzung nach endlich ist vn &=«—sbis &=«- e. Diese Be- 
trachtung lässt sich offenbar auch auf den Fall ausdehnen, wenn ’(£) 
für mehrere zwischen a und 5b liegende Werthe von & eine Unter- 
brechung der Stetigkeit erleiden würde. 

Hieraus folgt also, dass die Giltigkeit der Gleichung (1) nur an 


die eine Bedingung gebunden ist, dass die Funktion f($&) endlich sei a “3 


yore obs sb. 
Setzen wir nun 





sin& 


TS 
Fu 
I 


I 














_ lassen wir © eine beliebige Constante, P(w) eine Funktion sein, welche 
von a + oa bs v=x + ob endlich bleibt, und nehmen wir 
a=( und b < sr, so entspricht die Funktion f(£) in Bezug auf diese 
Grenzen der oben gestellten Forderung und man hat daher vermöge 





der Gl. (1): 
b 
ee 
i sin ae: 
dk 
D . 
- sink& _. j sin k& _, 
ee Er F RE — Br 
| lim pie a) pe de p(x) lim ne de, br 


Das Integral rechter Hand kann in zwei Theile: 


— } b 


—, ds + | „cosec& sin k& ds 


zerlegt werden, von welchen der zweite, vermöge der Gleichung (1) 


: 2 £ ZL=N u er; & : 
verschwindet, weil cosec& von © — > bis.& ='b 7 rz endlich bleibt. 


Was den ersten Theil betrifft, so setze man k = 2m 4 1; hiedurch wird 


sink& _ sin(2m +1)8 





—1+ 2(cos25 + cos4£ +... + cos2m£), *) 





Se sin & 
sin k& s 
—— 8 2(% sin2& + 1 sma& +. SR + sin 2m£), 
sınc ra 
somit, 
> = 
: zsin E27 a N ee: 
ee IE =., lim ER S SE 
sind 2 sin & 2 


Br, Man hat folglich: 


Be: b Se 
| Dealer oo 42 


a2 
sin 2 
5 S 





Für b= z gilt diese Gleichung nicht mehr, da für diesen Werth der 
für /(&) substituirte Ausdruck unendlich wird. Es ist aber: 


*) Man findet diese Formel leicht, wenn man in Gl. (6), 8. 58, 1. Bd., 
p=2%, und n -- 1— m setzt. 











x S Pag 2% vol 
| setzt man im zweiten Integrale rechter Hand & — 1 —0,d—— du, 
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so werden die Grenzen 2r und OÖ, und man hat: 








= sin k& sin k (0 — N 
| De p(® + e£) ae dE.+ et ale — w]): Fe do, 








oder, wenn man % wieder eine ungerade Zahl sein lässt: 





En: 2 sin ko 
Br — de vr 2, 
RR + aa) sin & Er & p(® Sn ch sin o ix 





= Auf beide Integrale rechter Hand ist nun der Satz (2) anwendbar, und & Ei 
man hat daher, zur Grenze übergehend : 














ee 
R „sin k& 1 Sn 
= ,rlpl)t+yetl. 
5 Ba, 
477. Bezeichnen wir nun mit: 5 x 
; n pr si < e 
- z|, f(a) cosn(a X x) da Be. 
‘die Summe der Reihe: | > Be; e 
| f(a) cos(@« F x) de + | fa) .c0s2 (a 2)ldae Fin. 
0 Joa, | 


+ |, 70) eosn(a Fa) da, | RE > 


SE 
into + Enomnte Fe 


= ro], + cos(aF # + cos 2 («F ®) +. N 08 (« Fa) a e 


4. x 
% 3 
PA un 


Men wir N endlich gross werden , so wird obige Reihe eine un- 
% " endliche, und wir erhalten, 2n + 1 = k setzend: 


Ir@ x + Z| fl«) cosn(e@ F x) da 


(m) 


_ Betrachten wir nun, indem wir x eine positive Zahl sein lassen, die 
; beiden Fälle des aeren und unteren Zeichens besonders, und sen für 


den Fall des oberen ‚Zeichens: „(« — a) —=E, wodurch « — & ErDEI 


5 1 1 | 
wird, und die Grenzen 0 und zr in — Si und N 4 2) übergehen, 


so verwandelt Aa das. Integral rechter Hand, welches wir mit J be 
zeichnen wollen, in 


sin k& 


de 
sind ° 


ee, (x + 28). 


Hand — & 


' Kr) i 
gi ae + |, fa BenLL er 


Auf beide Integrale kann sofort die Weichung (2) im vorigen $. in 
Anwendung gebracht werden, und wir erhalten: 


im /—0+, art = gatl4 9), 


nn. | 1 
vo ea: im)= Se —0)+ „re Ob 


Dix ge 2 : n ? 1 | : 
| an. 2 # Sr, lim] — ler —0)+0= zarte). 


vun, Hohn. Mathematik, u. 3. And. 











Die Symbole f(+ 0), f(« — 0), u. s. w. beziehen sich auf den Fall, 
wenn die Funktion f(x) beziehungsweise für —=0, oder einen zwischen 
O und sr liegenden Werth von &, oder für &— sr zwei verschiedene 


Werthe darbieten würde, welcher Fall offenbar nicht ausgeschlossen 
ist, da die Anwendung der Gleichung (2) nur voraussetzt, dass die 
Funktion f(x) innerhalb der Integrationsgrenzen endlich bleibt. Solche 
zwei verschiedene Werthe sollen eben durch f(« + 0) und f(x — 0) 
bezeichnet werden. Ist die Funktion nur PIRNeLnIE so ist selbstver- 
ständlich f(x + 0) = f(x — 0). 

Im Falle des unteren Zeichens setzen wir in dem Integrale 


1 & j : 
rechter Hand in (m): a («+ 2)=£, so wird a—=2& — x, die Grenzen 


1 1 . 
gehen über in —x und s(etR); und das Integral verwandelt sich in: 





an) n k 
—| A en 8 [' FlaE — ee 5 gE, 


sin& 


lässt man nun wieder % ae gross werden, so erhält man, die 


Formeln (2) und (3) in Anspruch nehmend, letztere beim ersten Inte- 
grale für den Fall «= x: | 





wenn 2 —=0: lim T=snf(t 0) +0= Brie: 0), 

wenn 0 <r <a: Iim T=5nf(0 4  mf(0 an 

wenn 2 =: lim en Ir) a) zf\0 — sr) 
= Sf +0). 


4 


Mit Hilfe dieser ee gehen demnach aus (m) folgende zwei 
Gleichungen hervor: 


But, 0), 


ar f(a)du+ |, f(a)eosn(a— z)da—=! - a |f(e—0)+fx+0)], (n) 
—0), 


„,r(e) f(a)da+ 2 2 | 1) a)cosn («+ x) de — 


1 
be 
& 
us 
Lk 





ur En: ee 
> Brad a 25 
Ve a Wn 5 








in deren jeder von den drei Werthen rechter Hand, der. 1°, 21° oder 
3t° gilt, je nachdem: / 


Der (<< user 76, DABERAZ HT, 


ist. Durch Addition dieser Gleichungen erhält man nunmehr, wenn 
man durch sr -dividirt und beachtet, das cosn(@a + x) + cosn(@ — x) 
— 2 .cosn& cosna Ist: 


| fie) da + —[ cos nz |" fe) cos na de 
ne) 
_]slf@ 0) +f@-+ 0), 
i | 


[, fr 9+ rw + 9. 


Ist nun die Funktion f(x) für jeden Werth von x von O bis sr nur 
eines Werthes fähig, oder stetig, so ist der zweite Theil dieser Glei- 
chung allgemein —fi2) von. 2 = OÖ bis x = ae, und..es besteht ;daher 
die Gleichung: 


Me) & |rte) au — nn cosna | Fe) er de N (4) 
gehe 7U 7 BR, FA 
oder a 
{ FE) 
Lie) 54 + 4A, cos + A, cos2r + A, cos3r.+.. | Ve (5) 
\ 2 NT; 
er, f(a) cosna da; 


unter der Voraussetzung, dass /(x) endlich und stetig ist von O bis sr. 
Erleidet aber die Funktion f(x) für irgend einen innerhalb dieser 
Grenzen liegenden Werth von & eine Unterbrechung der Stetigkeit, 
ohne jedoch unendlich zu werden, so ist die Summe der Reihe (5) gleich 
dem arithmetischen Mittel aus den beiden Werthen, welche die Funktion 
f(x) für jenen Werth von & erhält. ; 


 Subtrahirt man ferner die Gleichungen (n) und (p), und beachtet, 
dass cosn(a — x) — cosn(« + x) = 2sinnz sinna, so folgt: 


1 


0 
7 = 1 TC ER |ı [ 
—£ sinne| fo) sinna de — 5 Ifi® — )-+fl& + 0). 


B 


24* 
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Ist wieder f(x) einwerthig von &—0 bis @&—=x, so ist die linke 
Seite dieser Gleichung — f(x) für alle zwischen O und sr liegenden 
Werthe von x, diese Grenzwerthe selbst ausgenommen, weil für diese 
der Ausdruck linker Hand verschwindet. Uebrigens ist klar, dass diese 
Gleichung für einen der Grenzwerthe O und sr, oder für beide in Kraft 
bleibt, wenn f(0), oder f(r), oder diese beiden Werthe der Nulle gleich 
sind, was in einzelnen Fällen wohl Statt finden kann. 


Ist daher f(x) endlich und stetig von«—0 bis e— sr, so besteht 
die Gleichung: 


32 0» 7 | = 
ea sinne |, f (a) sinna de, Be (6) ne 


oder 


f(x) = B,sinx + B, sin 22 + B,sin3z2 + en (7) 


u 


ft = 2 
BD ——| f(«) sinne da. ; 2: 
zu Jo 


Erleidet die Funktion f(x) an irgend einer Stelle innerhalb des 3: 
Intervalls & = 0 bis x = sr eine Unterbrechung der Stetigkeit, ohne | 
unendlich zu werden, so ist die Summe der Reihe (7) wieder das arith- RE 
metische Mittel der beiden Werthe, welche der Funktion f(x) an be- : 
sagter Stelle zukommen. 


Mittelst der Formeln (5) und (7) kann jede beliebige Funktion Er 
von x innerhalb der angegebenen Grenzen in eine unendliche Reihe 
verwandelt werden. 










478. Die obigen Reihenentwickelungen , welche in Bezug auf die 
Veränderliche x an die Grenzwerthe O und zr gebunden sind, lassen 


sich leicht auf beliebige Grenzen ausdehnen. Setzen wir 2 = —— ' 
a 
[2 
71a Ä { Fer 
&@ = ——, so verwandeln sich die Grenzen O, zr in O und a, und man 
a : 


erhält aus (4): 
76% Lepe \ 
(er) 1 Gelee 
Aa aJo A 
2 “ zu m ‚ N) 5 ‚ se 0 
+ —- I cosn (j 2) cosn Ba da, % : 
aı a, Jo a a, VRR 


[2 
TUCK 


da aber ( 
a 


) eine ganz willkürliche Funktion von x’ ist, so kann 





t=4, 


oder 


ZU, 


e + ICH DICK 3 
en 00 +.. \ =::19) 


Na 
_ T(a ) cos — di; 


Auf demselben Wege erhält man aus o: 


A Ei sn | f(« ) sin“ do % zn (10) 


MEER 


oder 


TECK EIER SITE > 0 
f) = 2; sin —- +D, sin — +D, sin —— +.. \ Ey (11) 


2 pa NIT 
== | f(«) sin — de. 
AdJo [4 


"Die Gleichung (10) oder (11) gilt nicht für 2—=0 und x —=a, weil 


für diese Werthe der 2t° Theil sich auf Null reducirt, jene besonderen 
Fälle ausgenommen, wo f(O) oder f(a) gleich Null wird. Ist f(x) 
doppelwerthig, so hat man in (8) bis (11) linker Hand statt f(x) die 
halbe Summe beider Werthe zu nehmen. 


Setzen wir ferner in (8) f«)—=Y(z) + g(— «), so folgt: 


ERHR 22) „pie de +, re o da 





RE NICK NICH re NITEL- \ ned 
— 3.08 \ &) cos —— de. - Seo | ee 0.608 die, 
EL, 1 & 0 pi ) a De 1 a 0 pi Ü 

d. i., wenn man in den beiden, 9(— «) enthaltenden Integralen — « 
statt « schreibt und je zwei gleichartige Integrale vereiniget: 


0 ne) 


Pat, 1 (@)da+ eos” | to)e 008 — der (q) 


Diese Gleichung gilt, ihrer Ableitung zufolge, unmittelbar von x = 0 
bis 2= ua; da aber beide Theile derselben für gleiche positive und 
negative Werthe von » offenbar denselben Werth annehmen, so besteht 
seyn —— abs —=- a. 


x = x 
4 x nn a a £ E a “N 
TE a BE N 
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man an deren Stelle f (x) setzen, wodurch diese Gleichung, wenn man 
gleichzeitig die Accente weglässt, in folgende übergeht: 


Re) Ir de + = one" a ) 005 —— der, K = (8) 





















a ARE Auf dieselbe Weise erhält man nun aus (10), )=y@)—- on) 


setzend: N | N, | eh Ren 


4 





N a. NIR 


2a) = ya inter Pe) sin 


de: (r) 
Auch diese Gleichung ist richtig von RT>TeA bis 2 <+ a, weil beide 
Theile derselben für gleiche positive und negative Werthe von x den- 


selben Zahlenwerth haben und bloss ihr Zeichen wechseln. R 


Durch Addition der Gleichungen (g) und (r) ergibt sich nun, wenn 
man beachtet, dass: 











NICK ° NICR NIE . NICA nrı (a — x) 
cos - cos + si —= c08 u 
a a a a a 3 
; AR ' | | B‘ 
PR 
1 I 1 raet nz (EL — %) > — u A 
plz) = — o(a) de = @) cC08 — — — de. 12 
a = ee 4 
Addirt man übrigens die Gleichungen (9) und (r), ohne die beiden a 
Integrale zu vereinigen, so erhält man, wenn man zugleich die ange- s 
deuteten Summen auflöst, die Gl. S in folgender Form: 2 
BIER ae 
ie = + E,cos— —+E, Bir SH... . | x 
a ee (13) Ss 
. TER .. 3760 ze Bor 9 a 
+ sn +6 in 4 gs sin er .l Sr er 
wo: | | 8 | 5 Be u 
rk NIE 1 . NICA 3 
E,= | ,P («) cos SR 1, Gy. ! (a) sin wa da. . 

Für die Grenzwerthe = —a und 2=-+.a gilt diese Gleichung - 


Bon. nicht, weil für diese die Summe der Sinus-Reihe sich auf Null reducirt, | 
während die Summe der Cosinusreihe, vermöge Gl. (4), sowohl für en 


= —- oa ta — = Ip(a) + 9(— «)] wird. 


479. Einige Beispiele mögen zur Erläuterung der in den vorher- 
_ gehenden $S. entwickelten Sätze dienen. 
E:. 1) Man soll eine Funktion von x finden, welche — x ist, von 
Bi; # = 0 bis.«—=sr. — Man setze,in Gl. (5): f@)— 2, so wird: 








W265 2 cosnse —1 
Ee \ © cosna da —- 22 ; 


0 TU % 













Me) 
A, 


nm (at }, ‚0035 + zeusda +. )- 


ER 2 mehren, 

7. Setzt man ebenso f(x) — x in Gl. (7), so erhält man: 
BR COS NFU 
Br | ce sinned de = — 2 ———- , somit: 
| TE N 


r : 10% 1 1% 
»—2 (su Er Ar .). a 


2) Setzt man f(x) —=1 in Gl. (7), so folgt: 


DER 2 1 — cosns 
TU IC N 
4 76 ; I ER: 2. 10553,0 
Re — —snzt + — sin3r — sin 5X ERBE | 
Be. 1 es tz : A Be 
| 3) Eine Funktion von & zu finden, welche gleich x ist von = — a 


Zr bis @=-+a. — In (13) pfe)— x gesetzt, erhält man ohne Schwie- 
® tigkeit: 


K 0 3 





ES 24 COSNIT ; 
fr I E E, = VÖ, G N se DR en 0) folglich E 
35°; EL) | 
(si DER a Er 3X | ) >—a 
- — sin — — = sin — 4 — "— er... 
il zn Aa SE le. 


| 4) Die Gleichung des Umfanges eines Dreieckes ABC zu finden, 
dessen Grundlinie AU = a, dessen auf AO senkrechte Höhe BD=h 


2 und die Summe der Reihe rechter Han ist —= x für jeden Werth von 


ist, welch‘ letztere die Grundlinie in die beiden Segmente AD — ß und 


ED—=4 — P\theilt. 


Nimmt man A als Ursprung und AU als x- Re Techtwinkelieen 


| Y7 Coordinaten, so sind die Gleichungen der beiden Seiten AD und BC 
beziehungsweise: 

u, h h 

Be: Ve d = — —X%t). 

B- i y= 3 x und y ae x) 

By»; Ist daher y—=/(x) die Gleichung des ee so hat man f (2) 
50) zu bestimmen, dass 


(P 


1 
ER “ nz 0 bs a=ß: flo), 


x | x Er vnz=Pbsw=au: (=, (a «) 


* 4 n P , R 
































dem 




















_ werde. Baden wir nun ling, Gleichung: an), so une: in 
5 25 - Öoeffiecienten D, das Integrationsintervall 0 bis a in die beiden Inter- 
Br. valle O En ß und 2 bis « zu zerlegen, und innerhalb des ersteren h 
Er ER 3 c, innerhalb des letzteren f(e) Er (a—«) zu setzen. 
x Wir erhalten hiernach: | $ 
| 2 p? 2 a « ER 
= D,= zB, ense do 5% nu ee ee, a0) sin —— da ö ä & 
2a®h 1. .nıß I 
= u en % a 
P(a — P) n” n? 1) 
nz Der gesuchte Ausdruck ist daher, zufolge Frl y: | a 
E 5 2a®h > 76B CK 1.28 29063 270% | ) ES 
* | Fe er, Er N ge an u ee 
2 & = II. Die Fourier’schen Formeln. 9 
480. Nehmen wir an, es sei in den Formeln (8) und (10) des Be 
an: er EN E>S 
’ Feel) EB | 
Ber, | fe)=Fle) vn ce—=hbse—k, Er 5 
ee | a) =.0 von == bs vu, 5 ; 


wo<h<k< a, so ist: ? BE 2 





- |. de—| 0. da ei F (a) da +, O.dea | F(« x 
ji Kom de | 2 
E:. ee ar Dr et 


wonach die erwähnten Formeln in folgende sich verwandeln: 
ar DIR TC 
4 —|, F(e)da + — om" |, F(e) cos "? a=F(x) oder = m) 


. 


Bl %k 
) F(« ) sin "da — — ne oder hl, 
1 

























in beiden Gleichungen | von en zwei Werthen rechter Hand der ri : 


erste oder zweite gilt, je nachdem die positive Grösse x innerhalb | 
oder ausserhalb des Intervalles % bis k liegt. Fra =hwme=hk 





Sur 1 
ist der Werth des Ausdruckes linker Hand — 5 F(x), weil der Voraus- 


3 setzung zufolge die Funktion f(x) für —h und &—k zwei Werthe: 
—  F(x) und 0 annimmt. 





I | Sei ferner in Gl. (12) 8. 478: 
SER  @@)=F() vene—=—k bis = k, 
Be : Dee —O von = obs m=—h, 
Brendel nme kb ha, 
80 geht, dieselbe über in: | 
a rat +k = Fr 
Se „Eie) dat |, ‚F(e) LOS — ‚nle- a3 da —= F'(x) oder —Ö, (») Er 


24° nachdem & rerlale des Intervalles -— % bis =B k, oder ausserhalb 
_ desselben beebe tür k jedoch ist der Werth des Ausdruckes 








linker Hard = = (8). 


BE = 146 Gleichungen (m), (m), (p) gelten für jeden Werth von a, wie 
. 5 . . 5 zu v 
gross derselbe auch sein mag; lassen wir also a = %, oder, Se 0 


setzend, ö unendlich klein werden, so verwandelt sich die Gleichung 
(m), da das 1'° Integral verschwindet, in: 


202 Er i 
lim cos ndx F(a) cosnda de —= F(x) oder =, 
7, | 


1 


Eee, [e02.0% 002.09, 11002202.008 2007... IEle)da= Fir.u.mwo en 


£ 2 | 
= su, B: man, wegen g lim d jr F(a)da—=0, diese Grösse linker Hand 


a m im m” 1 + cos dw cosda + ee cos 2 da er lo) dos 
Ark Ban 


= Be =P() u. 8. w. 








\ f(A) aim öl) +ra+ Dt et +.. On 


folglich, «= 0 und b= © setzend: % 


\ ra 1. — limölf(0) + f(6) + (20) + ...]. 


Hieraus folgt, mittelst der Substitution f(A) — cosAx cosda: 


| cos I coskadA = limd[l + cosdx cosda + cos2dx cos2da + ...], 


a) 


oder, wenn wir beiderseits mit F'(«@) d« multipliciren und von h bis % 
integriren: 


|, de |, eos Ax cos Aa Fa) dA —lim |, [1 + cosdx cosda +....] F(«) de. 


Diese Gleichung, mit der obigen (g) verglichen, gibt: 





Di: 
= \, “| cos Aw cosA« F(a) de —= F(x) oder =, (1) A 
je nachdem x innerhalb oder ausserhalb des Intervalles h bis % liegt. n 
Auf dieselbe Art erhält man aus (n): 
DE u 
— | Ih, | sinAx sinda F(o) de = F(x) oder =, Ca 

7 0) il BL, 









je nachdem x innerhalb oder ausserhalb des Intervalles % bis % liegt. 
Für a—=h und «= %k ist in beiden Formeln (1) und (2) der Werth 


1 
des Integrals linker Hand — 5 Fe). 


Auf gleichem Wege folgt endlich aus (p): 


1 £2 + k > 
|, au. | _„gosA(a — =) F(e) da, Fix) oder =0, (3) 
je nachdem x innerhalb oder ausserhalb des Intervalles: — %k bis + % 


liegt; Für x = 





1 
+ % ist der Werth des Integrals linker Hand —= at (2). 


Lassen wir nun die ganz willkürliche Grösse % unendlich gross 
werden, so ergeben sich hieraus folgende Formeln: 


a =] )jes Ax cosAa F(e) di.dae, 0 <x <o (4) 
Pi@) = “ | sn Aa sin Aa F(a) dAda, Oo<xe<w (5) 
Ei — — ir | eos (ea — x) 2. di.da, — = er 6) | 








- 


von welchen die letztere auch in der Form: 





1l + Pro \ 
F@)=;, | eosA(a—x)FlaydAde, -— m <x<+tm (7) 
geschrieben werden kann, da, wie man sieht, die Funktion unter dem 
Integralzeichen von der Form p(A) = p(— 4) ist. 


Mittelst dieser Formeln kann jede Funktion durch ein bestimmtes 
Integral ausgedrückt werden, und dieselben finden in der Analysis, 
und namentlich in der mathematischen Physik eine sehr ausgedehnte 
Anwendung. Zunächst mag hier auf den Gebrauch derselben zur Aus- 
werthung einfacher bestimmter Integrale hingewiesen werden; man 
sieht nämlich leicht, dass jede dieser Formeln den Werth eines ein- 
fachen bestimmten Integrals darbietet, wenn die Funktion F'(x) so 
beschaffen ist, dass sich die eine auf « bezügliche Integration aus- 
führen lässt. 


Setzt man z. B. in den Formeln (4) und.) Pte) =enleso 
hat man [$. 449, Gl. (15) und (16)]: 





| eo cosia de = BEN | oe sinia da = — Au : 
Jo a? + 42’ Jo a? + 42° 
hiemit erhält man aus (4) und (5): 
” cosix 76 [A sinix gt 
| re A | ——;d— ea, 
oa’ +4 2a oa®+,h 2 


Resultate, welche bereits in $: 454 auf anderem Wege gefunden wurden. 


Es kann vorkommen, dass man eine Funktion von x benöthigt, 
welche für alle Werthe von & innerhalb gegebener Grenzen h und % 
gleich 1, hingegen — 0 ist für alle Werthe von x, welche ausserhalb 
_ dieser Grenzen liegen. Die Fourier'schen Formeln bieten solche 
sogenannte Discontinuitäts-Faktoren dar; so ist, wie aus (1) unmittel- 
bar erhellt, der Ausdruck 


2 ee 
ae dA R cos Ax cos YR F(e) da 
—1 oder =0, je nachdem x zwischen h und %k, oder ausserhalb 
dieser Grenzen liegt, und enthält überdies noch eine willkürliche 
Funktion F(x), welche in jedem einzelnen Falle dem Zwecke ent- 
sprechend gewählt werden kann. 


Die obigen Formeln lassen sich leicht auf Funktionen mehrerer 
Veränderlichen ausdehnen. So hat man, vermöge (7): 


K 














U I: ak — 2) F(e, y) al. nl Eee Be: 


2 zufolge derselben Gleichung ist aber: : = ; 
- 2 Br F(e, y)— .— =, „cos u (# — Y) F(a, P) du dß, Es = 
somit = = 
ref] Ex 2) eos (Ey) Pla, 8) AR. dy da dB. 





? 


ee 


ne 


Uebrigens bedarf es kaum der Krihneiuns‘ ne in allen diesen Formeln 
. die Grösse unter dem Integralzeichen innerhalb der Integrationsgrenzen 
endlich sein muss. 


X} 


” 
Y 
BP YLTE In 


A 
% 


Se 
NE 


I 
%; 


III. Die Euler’schen Integrale. = 

481. Mit diesem Namen bezeichnet man die beiden Integrale: B 

Sr 1 Die ; an \ A e; 

Er j ar — at de, | ER 0 | ee 
\ 0 ee en 


RER 





z ‘ weil Euler zuerst die Eigenschaften derselben untersucht hat. Offen- 
bar ist der Werth des ersten eine Funktion von p und g, jener des 
zweiten eine Fuiktion von 1; man bezeichnet daher ersteres mit 
B(p, q), letzteres mit /'(u), wo B und I’ Funktionszeichen bedeuten, 
und nennt dieselben beziehungsweise die Betafunktion und die 
Gammafunktion. Diese beiden Funktionen, von welchen nament- 
lich letztere eine wichtige Rolle spielt, sind daher durch die Glei- 
chungen: 


DIR, 0 [ aa — ade, Be 


a: were Se 


definirt. Man kann übrigens diese beiden Integrale noch auf eine 





andere Form bringen. Mittelst der Substitution x = n IB verwandelt a 
En: sich das erstere, wie man leicht findet, in ; ! 3 
Be Ru APFEL ORERR | & 
N: © B{p, — | ———; 3 
Es (p 2) 0 (1 + EA Er ix ) 


RS das zweite nimmt, wenn man e=° — 2 setzt, folgende Form an: 















De Wir wollen uns zuvörderst mit der Entwickelung einiger Fundamental- 
eigenschaften dieser Funktionen beschäftigen. 

Aus der Form des Integrals (2) erhellt unmittelbar, dass die 
Funktion I’(u) für jeden negativen Werth von u unendlich gross wird, 
so dass also nur positive Werthe von ıı in Betracht kommen können. 


£ Mittelst des Verfahrens der theilweisen Integration erhält man: VE 
= Br | BL. z 
BETH: | le aA d— —— + -|etetde, Te 
Ri Re 0 [f Be; 


woraus für positive Werthe von u folgt: 


ü je >) 1 9) 
i | a ee 
= 1 Jo 


| 0 
de: 

Br eTke)=Flu +1) ei 
ee 5 Diese Gleichung spricht eine charakteristische Eigenschaft der Funktion 
 I'(u) aus, welche, wie man leicht sieht, benützt werden kann, um den 


Werth von I'(u) für jeden Werth von ı zu berechnen, sobald die 
& Werthe dieser Funktion von «u — 0 bis u — 1 bekannt sind. 


>72... % Für ie T folgt aus (2) unmittelbar 


: x x | | EG) = e=2 de—= 1: En. 2 


| Setzt man ferner in (5) der Reihe nach u —1, 2,3, ...so folgt, 

en -FE)=1.I1)=1, I8)—=21(2)—=1.2, 1(4)=3.18)—123. uw > 
ar "und allgemein für jeden ganzen positiven Werth von ıt: 
Be - ne (3). () 


= _ Der Werth der Funktion I’ (w) wird daher, wenn u eine ganze Zahl 
ist, durch die Faktorielle (u — 1)! ausgedrückt. 





Setzen wir.in (5) a + um — 1 statt u, so kommt: 

2 = Ia+tW)=(la+tu—1)Ila+tu-— 1), 

= _ und wenn wir in diese Gleichung, an die Stelle von u, successive 
- en =, 2.2.2.3, 2, E treten. lassen: 

® Tea tl)=(latun Natur —2)...... aFta), Wo) 


unter 


u 


der Voraussetzung, dass ı eine ganze Zahl. 





z Fr m 3 7" =, .n 




















1 »etd o” | . % RER = Se Ä 

1 (,) = | Be —n | BRRRAR, 

24 Ver KE = 

| RR 28 

wenn wir @—2” setzen; der Werth dieses Integrals ist aber BE Vz Be 
[$. 453, Gl. (1)], folglich ist: | Se Be 


Vermöge (7) hat man nun auch, wenn u eine ganze Zahl: 


(+) (led 











N 
N SE Vr. £ (8) 3 
Also: | | ee 
EN re 
Se )- Ver; r(s)=: "(2)= PER -Vr:; u. 8 w. 


Man setze in (2) ax statt x, wo.a positiv vorausgesetzt wird, eh 





weil x nur positive Werthe durchläuft, so erhält Manslıc, 2 ae 

FuW)= | eur eg de, 

3 Jo 

somit 2: 5 
7 TE ut rg 
\ ea de — in ), NE (9) Is 
Hieraus folgt, wenn wir «—=1- 2 und u — p 4 g'setzen : u a 
| et+dr zen de = L (» af: q) £ > BRD) En‘ ARE ; a 
0 A er Be 
Multiplieiren wir beide Theile mit zr!dz, und integriren nach 2 von m 
z—=0 bs z= w, so kommt, wenn wir sogleich transponiren und Er 
durch I'(p + g) dividiren: ER 
a a” 2) & Be 
| 2 dg BR 1 ’ ap dz | eur) ® ap+g—1 de. “RE 
cu Lore) "0 A 


Das Integral linker Hand ist, wie man sieht, die Bone (, ur 
Was das Doppelintegral rechter Hand betrifft, so geht dasselbe durch 
Umkehrung der Integrationsordnung, und mit Rücksicht auf Gl. eo 
und (2) über in: 









0) 





Ben zur f Fa zri de —| ET do 
? 


- rer taeror es 













4 








een: BEOFRCEE 

. oder auch: | 

Be Se ire)Eg Ä 

N ! BE dt = 4) % 
;, Ke ro + on 


BE Die Betafunktion lässt sich daher jederzeit durch drei Gammafunktionen | 
_ ausdrücken. Der Ausdruck zeigt zugleich, dass die Funktion B (P, q) ER 
symmetrisch ist in Bezug auf » und g, d. i., dass R(p, q) = B(g, ») 
ER oder: ’ a x 
Se j 


2 RE l ; 
Ber. | Di oh de —| a 
ey 8b “0 





Pr wie sich auch leicht unmittelbar ergibt, wenn man: in dem einen dieser 
Eu: Integrale x —= 1 — 2 setzt. | u 
> 5 Die Gl. (10*) ergibt sich auch auf Dieendem, von Prof. 8. Spitzer 2: = 
=  angegebenem "Wege. | 


RR Setzt man in Gl. (2) <= 9%” und schreibt q statt u, so hat man 


2 (= 2|. ey dy, 


und ebenso: 






IB (») =—— 2|e ( Fe dr, | ; 5 





a folglich auch: Eu Was | “s z | 


r AB )T'(a) =4|,| ee ri mi dedy. 
0 “u 33 






Führt man nun mittelst der Gleichungen: 





2 —r cos, U 15.511.022, 











ee, En R A 
ei: re) L(e) =4 | te ar| cos 0 sin SE 
Sea 1 ‘0 r ef) 58 x ER 
7 6? : ; T 3 2, SE 
rt Ar er 37 & BR 
Re —20(p+9)]| cos H"" sin HT" 9. | 
BR E 2 0 f Ei 2 3 
Setzt man endlich in diesem Integrale cos? —x,sin®!—1l—n, 
so kommt: NS 
Fo IrQ=lß+a|ama- men 0 
i | a 


übereinstimmend mit Gl. (10*). 


= 


482. Zu einer anderen wichtigen Relation zwischen zwei Gamma- | 
funktionen gelangen wir auf folgendem Wege. Es ist bekanntlich, 








[1 BER: 

3 iR 5 rd 3 N En 

wenn «& unendlich abnimmt: lim ——— — /z, somit, wenn ira =. 
& x En 

wi e Zi ® 

setzen, für ein unendlich wachsendes »: u 
1 1 EB: 

3N ; n 71 Br 

lim n (= — ı) — /z, oder limn (: — -) —=I1-, 7 


| h yet 1 RE TS | I> n 2 
lim B (i — -)| == (1) RR ER e > 


wofür wir schreiben können: 


1a ES 
(2 lb-=)| + : 


unter & eine Grösse verstanden, welche verschwindet, wenn n unend- BE 
lich gross wird. Multiplieiren wir mit dz, und integriren von O bis 1, 
so erhalten wir mit Rücksicht auf (4): nr | zu 

1 


i 1 = El ; u 
Ein) ns F (: — .*) ‘ de SE iE dz2. 


Der Werth des Integrals ® de ist, vermöge Gl. (5), $. 446, ein Mitte- 
‘0 j u + =” 


werth zwischen jenen Werthen, welche & annimmt, wenn 2 von 0 bis 1 Fe 
geht, welcher demnach für n— » verschwindet, da ja &, der Voraus- 23 
setzung nach, für jeden Werth von z Null wird, wenn n unendlich Br 
wächst. Setzen wir nun noch in dem ersten ‚Integrale 2 Fe 





erhalten wir, zur Grenze übergehend: I ; 
2 b a 
3 1 2 E TS 
T.(u) = Am B u — AUT ae | — limn'". B (2, u), a 
4 ? . = 5 > un 5. x ) s z a ; 2 “ 
; oder 5 a 





* = d ı x 
Ye RE 






En £ NEID BA... | 
es eye 2): eG 
wenn wir, n als ganze Zahl voraussetzend, für die Funktionen I'(n) 
‚und I’(n + u) ihre Werthe nach Gl. (6) und (7) einsetzen. 
Die Gl. (11) gilt für jeden Werth von u; setzen wir aber u. < 1 
voraus, so können wir auch 1 — u an die Stelle von 1 treten lassen, 
Boden wir zur Gleichung: | 





PER 2 

re .) ae u) m — Mt) 

gelangen. Durch Multiplication derselben mit (11) folgt: 
17:22.3°°.8..(n — 1). 

u(1?-- u) 2? ur)’ —u?)...[n—t)’—u)(n—u) 


nei) 
m ar er ..t l— (n— 1)? En 





Tan) — im 





. E Er (u) (1— u)=lim 





us [61. (24), $. 157, I. Bd], 


ER ER \ 
DE ru BES sin nor | Mal, | (22 


| "1 
von ıt zwischen > und 1 berechnet werden, sobald die Werthe dieser 


Fein 1 
_ Funktion von u=0 bis u = 5 bekannt sind, zu deren Berechnung 
der folgende $. die Mittel darbieten wird. Für u = = folgt übrigens 


rt 1 Se | 
aus it (:) — Yrr, u bereits früher gefunden wurde. 


Setzt man in Gl. (10): PrI—t, d. i..g=1-—-9, und schreibt 
wieder u statt », so folgt: 


Ber des. . RT, U u.) 
l ie ya - N sinue’ |\u<i > 





und wenn man hier 2 — 
ve ar A ER m m> 0 
ol IRRE ET. 
ER ni 
® 


483. Vermöge der Gl. Ro man , en + u statt u sehreibend : 
/ Rn ; 


Le m Une + n (2 + m)....(n + u) | 





. 


somit 


(1 +) = lim | um — l (' a) —1 (1+8) en] (1+ =): 


Lässt man nun ı einen echten Bruch bedeuten, so können die hier ze 


erscheinenden ‚Logarithmen nach der bekannten Formel: 
1-+x 2,0 lage +. (m 
urn re: 
in convergirende Reihen entwickelt ns wodurch man, das Ganze s- 
nach Potenzen von ıı ordnend, zu en ktesultate es 


ds 


a = 


rue: 
letstt, 


ua: Im rel 


TI +uW)= —Ku+ ur 


wenn der Kürze wegen: 


| N, 1 | 
Kl (= u Se ee ) 
Na a en 
und allgemein : Vers 


in inf. 





wre . 
= 


und beachtet , 


somit, beiderseits /n subtrahirend: fin) >1-+!I 


eis die Grösse K betriftt, 
= Elben ein bestimmter endlicher Werth zukomme. 
= +,+, ER 
un wie aus Gl. (m) unmittelbar erhellt, 
‚jederzeit /(1 +2) < x, also 2 >I(1 + x) ist, so hat man: 


Iihsts +, +. 
a ol). ie 


dass, 


>i+ +3 +... 


a ee 


” 


a 


“ 


fn)>i-! 


.4+ 


w 


i: 


Me 


I 12, 


a 


so lässt ch Teiche zeigen, dass der- 
Setzt man nämlich : 


Em 
free <1 


. 
n/ 


In, oder: 


folglich, wenn man n nerdke, gross werden lässt, wegen limf(n)—=K, 


und-32 0,69%: : 
Anderseits ist: 


d. 


RER 


rin +) I) = = 











1 N 1 l 
Ten tm hie Cent (1-.—-) 
12 
| Beet ET 
et ern 
woraus erhellt, dass die Funktion f(n) mit wachsendem n abnimmt. 
2 Endlich ist. f(1) =1. Hieraus folgt nun, dass der Werth von 
eR— limf(n) zwischen 0,3 und 1 liegt, er ist: 
E* 2227 KR 0,5472156649 015 
Die Werthe der Summen N sind: 
2, =1,64493 40668 48.....: 2, 1,00200 83928 26. 
2, — 1,2020569031,592... =. —1,00093°4575.1 27. 
2 1.08232.3233 U: 102 =,, > 1,00049 41886 04... 
=, = 1,03692 77551 43... Ss = 1,00024 60865 53... 
S, = 1,01734 30619 84.. N, = 1,00012 27133 47... 
S, = 1,00834 92773 81 N, , = 1,00006 12481 35... 
S, = 1,00407 73561 97.. > u, 8 W. 


25% 





























Die Reihe (15) ist, ihrer geringen Convergenz wegen, zur Berechnung RR 
von ZP’(1 + u) nicht bequem; setzt man aber in derselben — u an 
die Stelle von u, so erhält man: 


1 : 1 1 
IT(1 —u)=Ku+ 5 + Fe Te RE UN 


und durch Addition von (15) und (16) und Division mit 2: 


1 2 el 
„ra t)fueg)=52e 7er... 


Vermöge der Glen. (5) und (12) ist aber: T’(1 a u IT —uW)= 


3 LT ' 
ul (WI — W)= a somit: 





ER U DER ER N ER N}; 
nach rg Fi, 





welcher Werth in (16) substituirt, die Gleichung: 


1 re 1 1 


II (1 — u) = Ku au +, St 





a | 
sin Ist a af in 


darbietet. Bemerken wir nun noch, dass die Grössen > sämmtlich _ 


von der Form 1 +0 sind, wo o<{ 1, und schreiben aus diesem Grunde 


1 1 
die Reihe Fl + 5 S,u® + .... in der.Form: 














1 ER | Tel 
„(23 — 1)u® + 7 (2, —1)u® +....+ (er), 
14%, 1 1 
E0-4st2 |8. 68,.1., Bd 2Gl. AG]: ERBE ze u, und 
DL 2 1—u a 
wir erhalten: 
ya 1 .1+u 
Il —u)=u(K —1 - 
N Br! en Ta 
ı N 3 1 =% 5 
Ba 3, D)e+z Sale EERE (18) 
‘ Hieraus folgt noch, wenn man — ıı an die Stelle von u treten lässt: 
ea tee. L; 1+u 
(1 = u(ll — = Pe er 
er u ueber 2 ok 2 A u 
ls Saar 5 \ 
; 5 —1)M -;, 5 — bu Set (19) 














SEE RE Ra | 389 
"Mittelst einer dieser Formeln kann man nun ohne Schwierigkeit die 


Werthe von ZI’(u) berechnen von u >O bis u; die Formel (12) 





“ 1 

Mi, liefert sodann die Werthe dieser Funktion von u er bis u —=1, end- 
= lich die Formel (5) successive die Funktionswerthe für u > 1. 

a SE 1 N N & 

Br: Setzt man in (18) U, 80 wird II" (0 un (.)=ıVa 

bekannt, und man erhält: 

| Eee : (2,1) = Be 

ea 2: RE I E A Ne an 

E welcher Gleichung man sich zur Berechnung von K bedienen kann. 

: 484. Auf die Gammafunktion können viele bestimmte Integrale 


zurückgeführt werden. So hat man z. B., zufolge der Gl. (9), wenn 
man 2 statt x, und « statt a schreibt: 





1 1 IF 
ne Br EN da 00) 
x"  L’(w)Jo N 
und hieraus, beiderseits mit cosax dx multiplicirend, und von 0 bis & 

‚integrirend:: 


60) 


5 i: wo | 
cosax dx 
— - ecosox de] et: 2"! dz 
ie I (u) | 

N) N) 





0 


1 [es] a” 
ZT | Bl de | etz cosax de 


EN ER BIER gu] BEER AL 1 
TE re [$. 449, Gl. (15)] 








jo Man setze nun 2 — aYy, wo « positiv vorauszusetzen ist, weile nur 
positive Werthe durchläuft, so kommt : 


73 
Ei 








- RR RAU 
cos ax ’ Ge ya dy 
| — dt —= s£ 
7 Re i T' 
ee | | au—i IC 


[G1. as)], 





— aT (m) sind (u +1) 

















Jo 23T (w) cos 5 we Di 
Auf demselben Wege erhält man: 


sin an Sn ee ee — 0 
ee 


2I (u) sin, uzu 


Setzt man in diesen beiden Formeln u-lon, so wird 


De "(n) sin nat 
Te) DI) r 








je. aa 


N 15 
21 (n) sin 5 NIT 6085 ne 





IU 
i 


1 1 1 ars Y 
und cos, ur cos; (1 a) —sinzn, sin r—sin „(1 ee | 


h 
C08 5 NIT, folglich : f 


5 4 
I'(n) cos_ nv 





je] ; P 

—1 ; m 
|, 27 0608 0 dr = En 0 NIN 
5 IA )sinz NIT | — 0 
| au sin 0x de — BE 
Jo \ ar 


485. Eine vielseitige Anwendung finden die Gammafunktionen 


bei der Reduktion vielfacher Integrale. Es sei z. B. das Integral 


I=|||...a+s+e+. a ee 


Dealer, in welchem fe +y+2z+...) eine beliebige Funktion von. 
-2+Yy+2+... bezeichnet und die Tıtcorac sich auf alle posi- ; 
tiven Werthe der Veränderlichen erstrecken sollen, welche der Be- 


dingung 
sty+e+. .<h 


Genüge leisten, wo % eine positive Grösse. 


.de.dyde... 


San wir zuerst an, dass nur zwei ae & unge 9 vor- a } 








ip % Pi—a 
or > oe y"ıfla + y) de dy 


0.0 


zu thun. Führen wir, zum Behufe der Transformation, zwei neue 
'Veränderliche 5, n ein, mittelst der Gleichungen: 


e. f ER 
Eee nn, 


oder. 


DS =£e(l—n).. 


‚so werden die Integrationsgrenzen in Bezug auf £&: O und 4, in Bezug 
aufn: O und 1, und wir erhalten auf dem in $. 467 betretenen Wege: 


"ae Ya 


Re oe 2, 
ı |, ale a! I : Bin. f(&) d&' dn — 


/ je 
Er ae| yocı man, 
‘ i a e 


Be. zufolge der Gl. an 


ee rl r Ve | | j 
TE Tee! au = in S un a 


wodurch das vorgelegte Doppelintegral auf ein einfaches redueirt ist. 


Betrachten wir nun das dreifache Integral: 


Tele +0 + Drama tarayar, 


unter der Voraussetzung, dass die Integrationen sich auf alle Werthe 
En: Veränderlichen erstrecken, welche der Bedingung | 


atyte <h 


 Genüge leisten. Diese Bedingung wird erfüllt, wenn wir nach x von 
0 bis k, nach y von O bis k—x==y,, nach 2 von O0 bis k— x — y=y,—9, 


TS 


Be, so dass wir setzen können: 


fa af ya" + Ders 


das Integral 


J 


fh y" "ar, A een 0 Zu 


id ist aber vermöge Ge en gleich 


































m) E(n) rte ent. ; 
n-1dE 
5 wir haben daher wegen y = hk — #: 2 Rt 
A ram) T(n) f* REINE N | Ber. 
% —7 cm +n—1 IE, t SEEN 
2-5 ER (m + rl 3 a ‚re ara es x Beni. 
und endlich, wenn wir für das hier Sekt Doppelintegral dies ws 
Formel (24) nochmals in Anspruch nehmen: | 
F(m)I(n)I Nor eine, em 
A I (m +n)U (+ m + n)Jo Re: 5 



































d.i 
I = I) (m)T =] f(u Nee dw. Fa ; ; Be E 
| P(t-+m-+ n)Jo ER 
z Man sieht leicht, dass dieses Verfahren der successiven Reduktion ee 
- beliebig fortgesetzt werden ‚kann, und dass daher allgemein: N 
S a 25 le (2 +94 2 1 De BEE SANANTER 
; Ti re n)... al; I+m+n+...—l | ö 
a ea een. fu) u du, (25) 
3 wenn die Integration auf alle positiven Werthe von 9, Y, Zr. n.n aus 3 ss : 
gedehnt wird, für welche ee: 
BE a En Par 


In dem besonderen Falle, wenn fe+y+tz-+... Ay Llistrchat 
man f(u) =1, Ä 
kirm+n+.... ri 
= > somit, wenn man erwägt, das /+m+n-+....)T Ihndat =. 
rn I(1+1+m+n-+...) ist: 
E I+m 
Il We aha la BELREDEND d.. 0) 
Tatitmtn+.. FR 


Setzt man in (25) an die Stelle von ©, 9, 2,... beziehungsweise 





[ f(w) ut du = 
0 














Se (a\P (y\afe\' S SE 

=E mArS ae so erhält man ohne alle Schwierigkeit: 
ER If iR: ie )' + (") + (e ) + = met aNTi...dadyde.. 
x : £ I m n & Ä 

ER DR END 





DOT 








wo die Integrationen sich auf alle positiven Werthe von VE REF LINE 
erstrecken, welche der Bedingung: i 


(+ (3)+ ()+ ee. 


Genüge leisten. 

Durch Speeialisirung der Funktion f(w) können aus diesen allge- 
meinen Formeln zahlreiche specielle abgeleitet werden, und dieselben 
gestatten mannigfaltige Anwendungen zur Bestimmung der Volumina, 
Schwerpunkte, Trägheitsmomente, etc. 

So drückt bekanntlich [$. 461] das Integral I\dx dy, ausgedehnt 

x DE y\2 
auf alle positiven Werthe von & und y, für welche () -H () ab, 
die Fläche des elliptischen Quadranten aus; setzen wir also in (27) 
Bon ler m 10 — 19-22, 50 wirdsdiese läche: 
ab >} 
4°. °I a 
Das dreifache Integral (| dx aydz, ausgedehnt auf alle Werthe von 


u‘ y\° 2\° 
%, %, 2, welche der Bedingung = - r -+ z <= 1 Genüge leisten, 


1 
Deco el du—7.abn,. 


gibt den achten Theil des Volums des dreiaxigen Ellipsoids; setzen 


we vedern (a) lvo men-i.y=ye er 
so hat man für dieses Volum: 


WE) 
2 ie 2a Yudı = ar (Va) 5 








IV, Der Integrallogarithmus, Integralsinus und 
| Integralcosinns. 


ı d 
486. Das Integral | 7 welches bekanntlich durch algebraische 
0 


und die gewöhnlichen transcendenten Funktionen nicht ausgedrückt 
werden kann, heisst der Integrallogarithmus von x, und wird 
durch li(#) bezeichnet. Die Definition dieser Transcendenten ist daher 
in der Gleichung ; 


KL 
dz 





le) = 2) 


lg 
0 
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enthalten, wo die Integrationsgrenzen der Bedingung entsprechen, dass 
das Integral für © = 0 verschwinde. Lassen wir zunächst & < 1 sein, 
damit die Grösse unter dem Integralzeichen keine Unterbrechung der 


Stetigkeit erleide, und setzen 2 = e”", so wird 





" ertdu I 
li —— - } 
ae (2) 
oder, wenn x = e”* gesetzt wird: 
er "etdu 
ile )—= — ne (3) 
er 
Hieraus folgt: a 
e | ar dis gu du = du 2 
Ne ee Die Mas, _—u a —— 4 
a u U + no e®. \ 


somit, wenn man die Grösse e7“:4 in eine unendliche Reihe entwickelt, 


und gliedweise integrirt: 





Bley le Be 3 


3 
| In? ERS 
mon, ie a 
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ö 3 : : ‘ . in 
wobei, wie man sich leicht überzeugt, die Reihe ME, u VEs 


1 :n? 





jez | 
| ——— dz ist, und daher durch dieses ersetzt werden kann. Lassen 
0 £ | ET, Br: 


wir nun %, als positive ganze Zahl betrachtet, "unendlich wachsen , so 
wird lim ö(e”") = K(0) —= 0, und die letzte Gleichung geht über in: 





32 en her 13 FE 
li (e ae a ae EEE 
lim BEE HR; dz — In |. 
) 


Zum Behufe der Ausmittelung des Grenzwerthes rechter Hand hat man 
zunächst, die Grösse in der Klammer Kürze halber mit X, bezeich- 
nend, identisch : | Br | 


... in der Klammer die Entwickelung des Integrals 
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ı E Reg | —Nz __ 1:2 z}r 
A, -| a de = Mm — re ) dz, 
0 





oder, wenn man in dem ersten Integrale 1 2=«u setzt, und nach 
vollzogener Division: 1— wW": 1—u=l+tu-+tu+t.... + ww, 
 gliedweise integrirt: 








N 
1 1 1 1 e"® — (1 ls 
—1+-+-+-+...+-—]/! - 2. 
“ \ 2 3 4 n & L £ ee; 





Der Werth des hier erscheinenden Integrals lässt sich nun leicht 
zwischen zwei Grenzen einschliessen. Einerseits ist derselbe noth- 
wendig positiv oder > 0, da, wie aus der Gleichung e?—=1—z-+ 


2? ER | 
— — ——t.,.. erhellt, so lange z die Einheit nicht überschreitet, 
21,383 | ö 
immer e?>1 — z, also auch e"? > (1 — 2)" ist. 
an — pn e 
Ferner ist m = a LH TB... + P"7t, somit, 
IE - 


wenn wir @ > f sein lassen, und in jedem der » Glieder des zweiten 


x h 5 a 7 £ 
Theiles « an die Stelle von P setzen: — = nor se folelich 
Ü en. 
a — BP" < nella — ß), wenn «>>Pß. Setzen wir hier ae, f—=1—z, 
welche Werthe der Bedingung «> Genüge leisten, so haben wir: 


ern, (1 eh e)" = ne? ker —— (1 an 2)] & 








r £? £3 24 
oder, da la ie SE es also 


| 1 
en — (1l—2)< BE ist: 


1 
een (1 RR 2)" = SEEN SER 


folglich: 


f | f | 
Pa RE I BE 1 
a de en ze Dadz 


0 0 


Die Integration rechter Hand lässt sich unmittelbar ausführen, und 
man gelangt hiedurch, mit Rücksicht auf die schon oben erhaltene 
untere Grenze = (0 des in Rede stehenden Integrals zu folgender 
Relation: | | 
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l 5 
en? — (1 — 2)" | n n? | 
E Be BERRY 
<| 2 ie 2(n — 1)? 2(n — 1)8° : 


woraus sofort erhellt, dass mit unendlich wachsendem » dieses Integral 
verschwindet. Daher ist: 





1 1 1 
lim A„=lim (i A ma — ) —.(,91 1222. , 19.4835 
folglich : 
£ RSS. EISES 
EN S—&-4+ <--7— - 7% ) 
Re BEE LT © 


Auf demselben Wege ergibt sich eine Reihe für W(e); aus Gl. (4) 


folgt nämlich: 
En Re + eTtdu 
ne) Zul | .. 


da aber nunmehr die Funktion unter dem Integralzeichen für den 


innerhalb der Integrationsgrenzen liegenden Werth «== 0 unendlich 
gross wird, so haben wir, gemäss der Vorschrift in $. 448: 


U EN 
li(e) — ke) — — | : > = + a 
ER Fr 





zu setzen, unter e eine unendlich abnehmende Grösse verstanden. 


Entwickelt man nun beide Integrale auf dem oben betretenen Wege 
in Reihen, berücksichtiget, dass [(— e)=1(—1)+!(e), ( — &)=1(—1) 
+I(£), und setzt schliesslich e=0, so erhält man: 

. ee (6) 


RE 3% > 1 
Lie) Re ee Tr 


Die beiden Formeln (5) und (6) lassen sich in folgende: 


2 1 c3 





Be IR ; 129 1 
Kle)— Eh usa dic az en (7) 


zusammenziehen; setzt man e® —=x, so folgt hieraus: 


K=R+S UN Herr EL. 


312,253 





rc 4 2 
487. Das Integral | De dz wird Integralsinus genannt, und 
VER 
mit Si(x) bezeichnet. Durch Entwickelung von sinz in eine unendliche 
Reihe erhält man: 
1 1 £°. | 
N Li 2u8, (1) 
EL Te 





Si (x) = — 





| = 
m eine Reihenentwickelung zu ı erhalten, hi man ulordönk: 


7 In Ssbn: 
Aare 





“ nen man nämlich in dem Men Integrale nz an die Stelle von 2 
setzt. Hiemit wird: 
E42 ° Ir: 


oe au 


— (052 
—_ de — lim 


und zufoige der Entwickelung im vorhergehenden &.: 


EN Se r 
——de— In —0,511...— 








398° | ee 


V. Die Elliptischen Integrale. 


488. Differenzialformeln, welehe Quadratwurzeln aus algebraischen 
Funktionen 2'en Grades enthalten, können bekanntlich jederzeit durch 
Logarithmen oder Kreisbögen integrirt werden; dies ist nicht mehr 
möglich, wenn die Differenzialformel eine Quadratwurzel aus einem 
Polynome 3ten oder 4°" Grades enthält; es wird jedoch später gezeigt 
werden, dass die Integration solcher Differenzialausdrücke immer auf 
folgende drei Integrale: 


» 





dp 
(1+2sinp?) Vı — e*sin p? 


dp 
vr — c?sin p? 

















yı — ce? sin p’ dp, 


zurückgeführt werden kann, welche, da sie durch gewöhnliche Funk- 
tionen in endlicher Form nicht dargestellt werden können, als einfache 
Integrale, als eine besondere Klasse von Transcendenten, zu be- 
trachten sind. 

Um die einem allgemeinen "Integral immer anhaftende Unbe- 
stimmtheit zu beseitigen, wollen wir obige Integrale so bestimmen, 
dass sie für 9 = 0 verschwinden, und für die so bestimmten Integrale 
folgende Bezeichnungen einführen: 





p 
F(ec, p) —— = 


: VER 
a yı = sid, 


Il in.) == x 2 nern 
„Atnsin gE)YVı — ce? sin p?’ 


so dass die obigen unbestimmten Integrale beziehungsweise durch : 


Fl; 9)+0, E(c, 9) +C, Ilm, ce 9)+C 
ausgedrückt werden. Bekanntlich wird die Länge eines elliptischen 
Bogens, vom Endpunkte der kleinen Axe an gezählt bis zu einem 
Punkte, dessen Abseisse — x ist, ausgedrückt durch: 








‚E(e, @) -|'yi — ce’ sinp’ dp, 
0 








*) Es bedarf wohl kaum der Erinnerung, dass der in den Symbolen : 
4“(e, q), Y(e, g), IT (n, ce, p) vorkommende Buchstabe y die obere Integrations- 
grenze bedeutet, und mit der Bezeichnung der veränderlichen Grösse unter 


dem Integralzeichen nichts zu thun hat; man könnte daher die obigen Glei- 


$ Krb do 
chungen auch in der Form F*(e, ne 
|  J)hV1-— e&sino? 





etc. schreiben. 











wo a die halbe grosse Axe und c die numerische Excentriecität be- 
zeichnet. Mittelst der Substitution x = asinp verwandelt sich diese 


Gleichung in: 





s “p Bears 
“—| Mg sinp’ dp = Efe, Q). 
a N 

In Folge dieser Eigenschaft der Fuuktion E(c, p), die Länge eines 
elliptischen Bogens auszudrücken, und des zwischen diesem und den 
beiden anderen Integralen bestehenden Zusammenhanges, haben die 
Funktionen F(c, p), E(e, p), II(n, ec. p) den Namen elliptische 
Integrale, und zwar beziehungsweise der ersten, zweiten und 
dritten Art erhalten. 


Die Grösse c, welche immer kleiner als 1 vorausgesetzt wird, 
heisst der Modulus, die unabhängig Veränderliche @, oder vielmehr 
der durch die obere Integrationsgrenze angegebene Werth derselben, 
wird die Amplitude genannt. 


Die elliptischen Integrale heissen vollständige, wenn die 
obere Integrationsgrenze — Jr ist; man bezeichnet sie kurz mit 
(ec), Et(c), Il’(n, c), so dass also 


Demo rau Bio kat) JTain0)— Line 4 


Es sei f(e, Q) irgend eines der drei elliptischen Integrale, und 
f'(ce) das correspondirende vollständige Integral, so folgen aus der 
Beschafienheit der unter dem Integralzeichen stehenden Funktion, 
und dem Begriffe eines bestimmten Integrals unmittelbar folgende Re- 
lationen : 


fep)=— flo —P), 

flo m) = 2fle 47) 27 (e), 

Fe NzC) — nf(e, 76) ee nfle, ae) nf (c), 

f(e, — na) = — f(c, nn) = — 2nfic, In) = — 2nf!(e). 


Setzt man ferner P=nzr + W, wo n eine positive ganze Zahl, und ı 
‚nicht grösser als 4 7, so wird dp = + dı), und die Grenzen verwan- 
deln sich beziehungsweise in !—= ns und "=, während der Coef- 
fieient von dep unter dem Integralzeichen (wegen sin? = sin ı'*) un- 
‚verändert bleibt. Man hat daher, wenn man unter den Integralzeichen 
irgend einen der drei Differenzialausdrücke stehend denkt: 


5 
tee 
zer 


er Ai ; £ 
"4 De r \ ni 
Ba A FE er Ye s. 


ET 


i 
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—NTE —_NT 


— 2anf(e, 3 7C) 4- f(e, ı) —— Inf! (ec) + f(e, v). 


: 9 b paz 
Kto 
— 2nf(c, 4) — f(e, W)= 2nf!(e) — fle, W). 
Es ist also allgemein: 
ER N OR cr es 
Hieraus erhellt, dass die Werthe der elliptischen Integrale für jeden 


Werth von g bekannt sind, wenn dieselben für alle Werthe von =0 
bis P = 370 berechnet sind. 


und 


a) Die elliptischen Integrale erster Art, 


489. Es seien p, ı, «u drei Amplituden, welche durch die Gleichung: 





cost — cos p cosı) — sing sin» Vl — ce? sinu? (1) 
mit einander verknüpft sind. Zuvörderst bemerken wir, dass diese 
Gleichung die beiden folgenden : 





cos! — CoSPp cosu + sin sin uV1 — ec? sin w?, (2) 


cos p — cosılı cosu + sin sinu VI — ec? sinp? (3) 
unmittelbar nach sich zieht. Um dies einzusehen, machen wir die 
Gl. (1) rational, wodurch wir, an die Stelle von sin” sinıb” den 
gleichgeltenden Ausdruck: 1 — cos p* — cos ıı? + cos p” cos u? 
setzend, erhalten: 


1 — cos P? — cosu? — 008 1? — 2008 p cos ıb eos u + c’sinp” sin ıb? sin ut”, 


oder, beiderseits cosp* cos? addirend: 

1 — cosp” — cosu” + cosp? cos u” — 
— cos ıl)? — 2cosp cosıb cos + cosıp? cosu? + ec?” sin p” sin ıb* sin u?. 
Der erste Theil ist, wie man leicht sieht, — sin @* sin u”, während die 
drei ersten Glieder des zweiten Theiles ein vollständiges Quadrat bilden ; 
es ist daher: 


sin p? sin u” — (cos! — cos cosıu)? + c* sinp? sin dw? sin u?, 
oder 


sin p? sinu?(1 — ce? sin W*) — (cos! — cos cosu)”, 
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sing sin uyı — c? sin w2 —. + (00814 0089. cos it), 
folglich : 





+ cos" = + cosp cosu + sing sinu Vl — ec? sin v2. 

Nun folgt aus (1) füre=0: u—=g9-+ W, während die letzte 
Gleichung für ce =0 in 
+ c0sW—= + c08p cosu + sinpsinu— + (cospcosu + singysinu) d.i. 

Fr00sı) — EeSsID Fr 1) = Hr eös(t E.Q) 

sich verwandelt, welche nur bei Annahme der oberen Zeichen die 
‚vorige Relation u = gp + W darbietet, daher diese beizubehalten sind, 
wodurch aber die obige Gleichung in jene (2) übergeht. Auf ähnliche 
Weise rechtfertiget sich die Gl. (3). 


Differenziren wir nun die Gl. (1), indem wir p und ı als ver- 
änderlich, « als constant betrachten, und der Kürze wegen 


Vi — ec sinu? = Au 





setzen, so kommt: 


(sing cosW + cos p sin» Au) de + (cosp sin! + sing cos Ju) db —0, 
oder, wenn wir für Ju den aus Gl. (1) folgenden Werth einführen, 
nach leichter Reduktion: 


sin ı (cos d — cos cosu) dp + sinp (cosp — cos cosu) dd —= 0, 
welche Gleichung mit Rücksicht auf (2) und (3) in folgende: 
dp dıl 
yı ce sin p” V1- ce sin w? (4) 


übergeht. Hieraus folgt durch Integration: 














\ 


1 
=. = Sr — (onst;, 
Re Vi--o%sin p° V1— c?sin ı? 


d. i., wenn wir an die Stelle der unbestimmten Integrale die gleich- 
‚geltenden Ausdrücke F'(e, g) + ©, F(e, w) + C’, schreiben, und die 
diesen anhaftenden willkürlichen Constanten mit jener rechter Hand 
vereinigen: 














F(c, 9)+ Fe, w) = Const. 
Um die Constante zu bestimmen, setzen wir # —0, für welchen Werth 
einerseits F'(c, W) = F(c, 0)—=0 wird, anderseits aus Gl. (1): = u 
folgt; hiemit wird F'(c, u) = Const., folglich: 
Flo, 9) + Flo, y)= Flo, n). (8) 


.Hern, Höh, Mathematik, II. 3. Aufl. 26 
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Diese Gleichung enthält das sogenannte Additionstheorem 
der elliptischen Integrale 1° Art; sie lehrt, dass man immer ein 
solches Integral finden kann, welches der Summe ‚zweier gegebener 
Integrale derselben Art gleich ist; sein Modulus ist derselbe, seine 
Amplitude ıı ergibt sich aus den Glgn. (2) und (3) auf folgende Weise: 
Setzt man der Kürze wegen: 


AD— Vic! singp?, Ab = YVı1— ec? sinw2, 


so erhält man durch Elimination von cos: 





cos p* — cos w* 
cosp sinW Ip — sing cos av Ab’ 





sinIg—= 
oder, Zähler und Nenner mit cosp sinv Jp + sing cosıy ib multi- 
plieirend:: 


cos p a] r EREANN (6) 
1 — ec? sing? sin w? 





sn — 


Ferner durch Substitution dieses Werthes in (2) oder (3): 


cosp cosı) — u sind Ap ur (7) 
1 — e? sing? sin w? 





cos ıı — 


endlich durch Division beider Ausdrücke: 


tgp Ay + tgwAp | (8) 
1—tgytgv Ap Aw 





gu = 


Berechnet man also zwei Hilfswinkel 9, 6 mittelst der Gleichungen: 


#9 — tspdu, tg = tg Ap, so ist u —=9 +6. 
Aus (1) folgt noch, mit Benützung des eben entwickelten Werthes 
von cost: | 





DB Ip dv — ce? a 2 cos p cosıd (9) 
1 — c* sing” sin w* 
Setzt man u = $sr, so folgt aus (5): 


F(c 9)+ Fa vw)=F'(e); 
zwei Integrale, deren Summe gleich ist dem vollständigen Integral, 


heissen complementäre Integrale; ihre Amplituden sind durch die 
aus (1) für u —= 377 folgende Gleichung: 


1 
tepteı) = ———— 
2 Vı ce? 


mit einander verbunden, mittelst welcher ı) aus Q gefunden wird. 


FE ui er a N a DE En a FT Ma ZU TE EEE ea 
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Setzt man in Gl. (5) — ı an die Stelle von ı», und beachtet, 
dass F'(c, — W) = — F(e, W) ist, so erhält man: 

Flo 9) — Flop) =Flo Mn), (10) 

welche Gleichung das Subtractionstheorem der elliptischen Inte- 

grale 1° Art enthält. Die Amplitude u. ergibt sich jetzt aus den Formeln: 


sinp cos W N = et, sin RE 











REES 1 — c? sing” sin? DB 
cosp cos WW a A sin Ay m. 
en 1 — ec? sing? sin w? (E2) 
_ tpdp —tgwAp 13 
ENT pt Ap Aw | 2 


490. Man sieht leicht, dass durch wiederholte Anwendung des 
Additionstheorems, Gl. (5), stets eine Amplitude ı bestimmt werden 
könne, welche der Gleichung 


Be) Flo DJS Sm #lc Mn) — Ele u) 


Genüge leistet. Setzen wir = =..:== 9, und schreiben 
p. statt u, so verwandelt sich diese Gleichung in folgende: 
nF(c 9)= Fo Qı): (14) 


welche der Multiplication der elliptischen Integrale 1t® Art ent- 
spricht; es handelt sich nur noch um die Bestimmung von ,, unter 
n eine positive ganze Zahl verstanden. 


Es seien Pu, Pns Pu+ı drei aufeinanderfolgende, den Multipli- 
catoren a — 1, n und n + 1 entsprechende Amplituden, so ist ver- 


möge Gl. (14): 
@— 1) Fl 9)= Fle, Po); 
rl p)= Flop) M+1) Fl, )— Flo Yun), 

somit: 

Fo 9) = F(6 9) + Flo Q), 

Flo, m) = Flo, 9) — Flo, 9); 
in Folge dieser Gleichungen hat man für die Amplituden 9,1 und 
Yun, gemäss den Formeln (6) und (11), (7) und (12): 


sin p. cosp Ap + cos, sin u 
1 — ec” sin“ sin Pu“ 





SIN Pn+ı = 


(m 
COS COS p, + Sin P. sin Pu aM Apn er) 


IE. @e sing” sin Pr“ 





COS Pı+ı = 


26* 








und hieraus: 


sin Pn+ı + Sin PT | 
COS Pn+ı + 608 Pn—ı f 

tg} (Pn+1 + Pn-ı) —=tgpı. A. | (15) 
Nun folgt aus (14) fürn—0: 9,=0; fürn—=1 Bes —(); Setztiman® 
x daher in (15) der Reihe nach n—1, 2, 3,... so erhält man: 








—— te Pn. Agp, .d. 1. 

















839, =t59.49, : € 
= typ, + y)=tgp,.Ap, | SR 
ur tem tN)=tEp- Ip, | 





P 


Be mittelst welcher Formeln der Reihe nach die Werthe von ps, Py, Par - 
Bu berechnet werden können. 3 


Soll 9. so bestimmt werden, dass 

ee Fo mM) —nE(e 9) 

sei, so bestimme man zunächst , dergestalt, dass F’(e, @,)—=nF(e, p) 

werde, und man hat, vermöge der bekannten Relation: F'(ce, — Qu) = 

— Fe, Qu), sofort: | 2 
5 ae ee 

Pico Qi - aRe (16) 2 


Schreiben wir die Gleichung (14) in der Form: 


Er. 1 | 
Br | N F(e, Pr) 377 F(c, p); 


und betrachten g, als die bekannte, und p als die unbekannte Grösse, 
so ist in dieser Gleichung das Problem der Division der elliptischen 
‚Integrale 1'° Art ausgesprochen. Die Bestimmung der Amplitude p 
- erfordert im Falle der Theilung durch » die Auflösung einer Gleichung 
vom Grade n?. So erhält man z. B. für die Theilung durch 2, in der 
zweiten der Glen. (m) n —= 1 setzend: | 





ER cos p? — sin p? Ip? : Be: 
as OP, — — ee : 
1 —e’sinp Br 





‘oder als Unbekannte sin P—=% einführend : 


| 1— 22? + 0? %* 
cos p, = = = ri . 
Be: SSL ae > 





Ist endlich überhaupt, wenn m und n ganze Zahlen 
” $ % " F 
PN. zu bestimmen, dass. 








> . 1 x 


ist, so setze man, da hieraus nF (c, ı) = mF(e, p) folgt, 


nF(c, W=F(e, u), mF(co = F(e, 1). 

Die erste dieser Gleichungen liefert nach dem Vorausgehenden eine 
Gleichung zwischen ı) und 1, die zweite eine Gleichung zwischen 
und «, und durch Elimination von « aus diesen beiden Gleichungen 
ergibt sich eine Gleichung zwischen ıW und «, mittelst welcher sich 
aus finden lässt. 


Fasst man die Ergebnisse dieses und des vorhergehenden Para- 
graphen zusammen, so erkennt man, dass, wenn m, n, PD, dh -:.:..- nn 








positive oder negative, ganze oder gebrochene, rationale Zahlen be- n \ 
deuten, die Summe: = ai 
mF(ce, g) + nFle w+pFl, Jy)-+-.: (19) ER 





jederzeit in ein einziges elliptisches Integral F(e, u) von demselben 
Modulus zusammengezogen werden kann, dessen Amplitude u aus 
WR re uw, Y.... durch algebraische Operationen entwickelt werden kann, 
a wenn man hier Gleichungen, in welchen die goniometrischen Funk- | = 
je. tionen von Q, %, x, .... nur durch algebraische Operationen verknüpft R 





sind, als algebraische gelten lässt. 


er "491. Es sei 


F dp : 
ER N ; 
Er) | Vi esing® 


wo also « den irgend einem bestimmten Werthe @ der Amplitude ent- 3 2 
sprechenden Werth der Funktion F(c, ) bedeutet, so ist umgekehrt . 
g der diesem Werthe « der Funktion F'(c, g) zugehörige Werth der RS 
Amplitude, eine Beziehung, welche wir durch das Symbol: 











pP = am4u*) 
ausdrücken wollen. Setzen wir nun noch 
Bla, CHEN, 
Be und 
x u: DILDO re res) oder u. ho —W, | En 








*) Diese Gleichung ist also, wie man sieht, die Umkehrung der Gleichung 
u Fe, %), ebenso, wie z. B. die Gl. @=tgu die Umkehrung der Gleichung 





Br Se — arctgx ist 
Euer ke 








406 / | BE 

so bestehen zwischen den Amplituden = am u, /—=amv, 1 —am w— 
am (u + v), im Falle der oberen Zeichen, die durch die Glgn. (ER; 
(8), im Falle der unteren Zeichen, die durch die Glgn. (11), (12) 
und (13) [$. 489] ausgedrückten Relationen, welche wir nunmehr in 
folgender Form schreiben können: 


sinam«u.cosamv. famv + cosamu.sinamv. Jam“ 


Ein at (u 9). 1 — ec” (sin am u)? (sinamv)? (20) | : 





cosam u.cosamv T sinamu.sinamv. Jamu. am v 
1 — c?(sinam w)? (sinam v)” 





cos am (ut v)— 2 


tgamu.Jamo + tgamv. Jamu (22) 
1 Ftgamu.tgamv. fJamuw.famv 
Man bemerkt leicht die Analogie dieser Formeln mit den gonio- 
metrischen : 








tgam (u tv)— 


sin(u + v) = sinu cosv 4 cosu sinv, etc. 


welch’ letztere in der That aus den ersteren hervorgehen, wenn man 


den Modulus e = 0 setzt, wodurch am« = «u und Jamu = 1 wird. 
Die Funktionen: sinamw, cosam«, etc. werden — im Gegensatze zu 
den elliptischen Integralen — vorzugsweise elliptische Funktionen 


genannt; die Theorie derselben, in welche hier nicht weiter eingegangen 

werden kann, geht von obigen Grundformeln aus, ebenso, wie bekannt- E 
lich die gesammte Goniometrie aus den Formeln für sin(w + v), | 
cos(u + v) entwickelt werden kann. = 


492. Es seien c, c, zwei Moduli und 9, 9, zwei Amplituden, 
welche beziehungsweise mittelst der Gleichungen 2 
Ve -: 
ee j 2 
sin(2y, —P) =esinp at (24) - 2 





von einander abhängen. Aus (24) folgt: cos(2p, —- P)—=V1— c?sinp? 
—= /Jp; man hat daher: 
sin 29, C0OSP — cos2yp, sinp—=csing, 
sin2p, sinp + c0s2p, cosp — A; 
hieraus: | | “x 
60829, = c08p. Ap — ce sing, 
und vermöge der Relation 2sing? — 1 — cos 2Q:: 5 - 


2sing? a cosp Ip + ce sin p?. (m) Bu 28 








ES Dürch Differenziation der Gleichung : cos (2, — ler Ay ergibt 
| “ sich nun: Sn 


2 e?’sinp cospd 
— sin(29p, — P) (2dy, — dp) = dp — — rn RER; 





oder mit Rücksicht auf Gl. (24): 
dp 
2dy, Se Ap (Ap + C COS p). (n) 


Anderseits erhält man mit Benützung der Glgn. (23) und (m): 


: A C cos 
Yıra c? sing? — = Ay, = En, 





und durch Verbindung dieser Gleichung mit der vorhergehenden: 


integrirt man diese Gleichung und lässt beide Integrale mit g=q, u 
anfangen, so kommt: 




















er: ERDE Bi dp, 
2 ‚Yi-esig 1Ite) Yı-csing! 
& oder in der eingeführten Bezeichnung: 
= E@N—T; Fu 9). CB 
er z Wegen ist (1+c)’<4; = >cI>ch, also 2Ve 
2 Se ne m 1+ec 


d.i. ec, >c. Anderseits bleibt bei obiger Bestimmung von a immer 
c, <1; denn da c<{1, so hat man (1 — c)?>0, 1—2c-+c?>>0, also 


= Ic Detitop>i, I ke>2Vo1> eve er: 


2 9<P. 

iR Mittelst der Gl. (25), in Verbindung mit jenen (23) und (24), kann 
man daher ein elliptisches Integral 1° Art in ein anderes mit grösserem 
g - Modulus und kleinerer Amplitude verwandeln. 


Se Die Gl. (25), in umgekehrter Form geschrieben: 

er ARE Rec | 

N ae reg,. (26) 
3 











Pre Done u Nee 4 
Va ee ER Ya va RE ET RT 





| Berne ist wegen c<1:sin(29, — P)< sing, 29, — P<g, somit 























dient dazu, um ein elliptisches Integral F'(c,, q,) Äyf ein ade von 
kleinerem Modulus und grösserer Amplitude zu redueiren; in diesem 
Falle sind ce und p als Unbekannte zu betrachten, für welche man 
aus den.Glgn. (23) und (24) ohne Schwierigkeit die Werthe findet: 











= Ss iu a Basta AESALTM { ED) 2 

Day c + c0s2Q, “ 

493. Die so eben vorgetragenen Sätze gewähren ein sehr bequemes 4 
Mittel zur näherungsweisen Berechnung des elliptischen Integrals F' (c, p), en. 
wobei man sich entweder der Gleichung (25) oder (26) bedienen kann. ® 
Im ı1te" Falle berechne man, von dem gegebenen Modulus c und der N. 
gegebenen Amplitude @ ausgehend, eine Reihe, die sogenannte Skala R 
der Moduli, 6,, &3, Ea,.. .. en nach den Formeln: | “ 
6. == 2Ve Saale A DV (28) 2 

1 Fra: Fee Su ne Mailier ke . ER E 


so wie eine Reihe von Amplituden p,, Pg, Pa - - : Pu mittelst der 
Gleichungen: 


2 


sin(29, — P)—=csing, 
sin (29, — 9) — 4 SinQ,, . 
EN e). 
sin (29, — Pn—ı) = Cn—ı Sin Pr, | 

so hat man, vermöge Gl. (25): 





- a on je ex Ä I 


F(e, p)= 1 . Fe, p): 


; 2 2 
En 13% PC Pa) + len a, Pn)= NE RE, Pn); 
folglich: 

2 2 2 2 
—— m 1 ,— ,,..— ———— Flo, @); 
1 a Be nr a Sc te 1+ a e Pr) 
oder mit Rücksicht auf die Glgn. (28): | 


z i % E; h 
Ce, re: a 
F(c — Vo, y°' er P A Da ep Pn)- 2 es 


Die Reihe der Moduli ist eine steigende, und man wird sehr bald zu 
einem solchen gelangen, welcher, mit Rücksicht auf den beabsichtigten | 
Grad der Genauigkeit, — 1 angenommen werden kann. . Ist c, dieser 


IE Ca) = 














Modulus und q ed D die rende Aosıade, welche, wie aus. 


ER Glen. (29) erhellt, einen Grenzwerth der BOSeH Gy fan 
R ‚darstellt, so hat man Ä 


w , ee 


Fe, N) Itg(45° + 3 


re 


- (30*) 





Fe & Be —_ „7 log ta (45° +3 ,o)V/ 


_ von M — 0.43429448 .... (Cpl. lgM — 0. 3022157) der Modulus der 
gemeinen Logarithmen ISt.9 5. 


& _ Will man sich hingegen der Formel (26) bedienen , so berechne 
Bi man ‘eine Skala abnehmender Moduli und wachsender Amplituden nach 
den Formeln: 


ee. ._4-N-e Beuth, 
— ... nn 
"ı+yi-a IE VI 208; ee 
in2p | sin 2p sin 2pn—ı 
Be el te a rl 
c, + c0s2p' er: 6, +cos2g, Se Cn+ cos 


man hat dann nach Gl. (26): 


(31) 
tep— 

1-+e 
F(e, Da Ele, 0), 


LEN. 


| 1+ 6, | 
F(c,, en Flo, Pal: -- Fl Pi) = 
folglich: 


1  1-+e 
P£e, p) = een u F'(e IR) 0% 
a 
2 Die abnehmenden Moduli c,, c,,.... nähern sich sehr rasch der Grenze 
0; ist nun mit genügender Genauigkeit, = 0, und Q, die corre- | 


_  spondirende Amplitude, so hat man: 


a 
Feten, Pu) il dp —— (Ps 
Pu 


somit, wenn “x — _ gesetzt wird: 
DEN DE. 








Fo Q)=®.U+e)i+o)1+9)..::, (83) 
welche Formel in so ferne noch etwas einfacher ist, als jene (30), 
als sie keinen logarithmischen Faktor enthält. Man wird sich daher 
in der Regel dieser Formel bedienen; nur wenn c sehr nahe an 1 liegt, 
gewährt die Rechnung mit steigenden Modulis nach (30) den Vortheil 
einer rascheren Näherung. 


Die etwas unbequeme Rechnung nach den Formeln (31) und (32) i 
erleichtert man sich durch Einführung von Hilfswinkeln A, A,, A,,... 
mittelst der Gleichungen: 








G— Sn Ay SEN A en e = ER 4 

man hat dann: | | 4 
snA-—L, tg(p, — gy) =eositgp, 2 

sind, = tg%A?, tg (P, — 9) = eosh, tgg, (34) a 

sind, =tg4A?, tg(p, — Q,) = cosl,tgQp,, | 2 

etc. 2 etc. i 
Fle,9)=® /cosA, cos nach (35) 5 


Von diesen Ausdrücken ergeben sich jene für sind, sinA,, u. Ss. w. 1 
unmittelbar aus den Formeln (31). Man hat ferner mit Benützung des e 
Werthes von tg, aus (32): | R 

tgp, —tgP __sin29 —c,tgP — cos2ptgp = 
tig PT na 3 
1 + tg9Q, 0 c, + cos 2ptgy 5 

_ sing SP — a tgptsinptgp 
1 +1 el = C, 
1—cos/ | 
er ke > 
1+ cos} an E> 
tg(p, — pP) = cosA 1gQ. 8 











reg, 





d. i. mit Rücksicht auf den Werth von ce, = 














Endlich hat man: 1 Ge RE es ist aber: 
Sc, 2 Ps ar co 
ee B era 1—.cos .) 2 9YVeosA 
—— BEER Zr ERBEN: 2 — - ee 
sh —=V1 en — Vie, Ve ( + cos} 1-+ cosA' 
cos cos A, > 
somit: a ebenso Sla-ieicr 2 SE we 
cos A  VeosA A, 


welchen Werthen die Gl. (33) in jene (35) sich verwandelt. 








NE (28), (29) und (30*) rechnend: 


z log2 — 0,3010300 

logc — 9.9030900 

log VYc — 9.9515450 

log2 Ve — 0.2525750 

log(1-+c) = 0.2552725 

log ec, —= 9.9973025 

"log Ve, = 9.9985512 

1og2 Ve, — 0.2996812 
log(1+c,) = 0.2996833 | 

logc, — 9.9999979 

log Ve, = 9.9999990 

log2 Ve, — 0,3010290 

ee: log(1+ c,) = 0.3010290 

N: log, — 0.0000000 





BE SEEN As Beispiel möge. die Berechnung des Werthes von F(0,8, 20%) 
dienen, wobei also c=0,8 und 920°. Man hat, nach den Formeln g 


. 








loec—= 9.9030900 
logsinpg= 9.5340517 
logsin (29, —Y)= 9.4371417 


2%, — P= 15052’ 46”.42 a 
90, —35 546.2 00 
n=17 56 23 .21 








logc, = 9.9973025 a 
logsing, = 9.4885750 Be 
logsin (2, —Q,)= 9.4858775 ne 





29, —Q, —17%49'29”.85 
29,35 45 53 .06 





fa=17 52 56 .53 z 
logc,—= 9.9999979 = 
logsing,—= 9.4872286 z 

logsin (2p, — @,)=  .9.4872265 


2p, —— p, = 170 5% 56”.21 
21,35 45 52 .74 
=®—17 52 56 .37 
I®—= 8 56 28 .18 

45° +10 —=53 56 28 .18 

















= logtg(45°+10)—= 0,1378014 
lose, — 1.4413025. 
log c, = 9.3999979 
5 Cpl. log ce —=0.0969100 
E | 0.0942104 
| 0.0471052 | 
; log[logtg(45° + 1 D)]—9.1392536 ; 
Ri Cpl. log M = 0.3622157 
2 log F(0,8, 20%) 9.5485745 
F (0,8, 20°) 0.3536507. 
es Nach den Formeln (34) und (35) steht die Rechnung, wie folgt: 
















412 | Se 
> logc—=logsina— 9.9030900 





> logtgp= 9.5610659 







































| a NED AS ab log cos A — YTTs1513 
= 3 ? E ER 
j 3126 33 54 .18 logts(p —g)= 93392172 
logtg4A—= 9.6989700 ne 19 8731 
logsinä, = 9.3979400 DERYIBEBEI 
),—14'2839".04 logtgp, = _9.8011548 
| 4.4 = :0.14.19252 logeosk,— 9.9859857 
R log ie5% =. .9.1033006 log tg (,—-qQ,)= 9.7871405 
e log sin A, —= 8.2077212 p, re pi en 31 29’ 22”.16 Ze 
; kl, 0° 55'27”,86 1,63 48 30 .47 
% al 0 2743.93 logtgp,— 0.3081430 
logtgyA,— 7.9067192 log e0osA,— 9.9999435 
sinl,—  5.8134384 oe 
= ER 2 eh legte (9, -9,)= 03080865 
3 | 3. | fs — P, = 630 48’ 19,83 
, —127 36 50 .30 
e BD 15 Die) 
S 2 arc®—=  0.2784105 
ER | log cosA, — 9.985985 7 . . 
2 log cos/, —= 9.9999435 
E Cpl. log cosA —= 0.2218487 


En 0.2077779 
Be 0.1038890 
log arc® — 9.4446856 


log F' (0,8, 20°) — 9.5485746 
F(0,8, 20°) = 0.3536507. 


Man sieht leicht, dass mittelst obiger Formeln auch die umge- E: 
kehrte Aufgabe gelöst werden kann, nämlich die Amplitude p zu be- 3 
stimmen, welche zu einem gegebenen Werthe « des Integrals F(e, 9) 
gehört. Berechnet man nämlich zunächst, den ersteren der beiden 
angeführten Wege betretend, die Skala &,, C,, Ey, «...c„ der steigenden 
Moduli bis zu jenem c„, welcher —= 1 gesetzt werden kann, so folgt in 
aus (30), da D— pn: hir es | 











..2 00°. 


En : = q dl endbch p— sinamu En 
_ Ganz ähnlich ist das N wenn man sich zu diesem Zwecke 


b) Die elliptischen Integrale zweiter Art. 
494. Das elliptische Integral zweiter Art ist durch die Gleichung: 
E\c, p) = gun: — ce” sin 


defnirt, Um ‚zuvörderst zu einem Fundamentaltheoreme für diese 
sie zu gelangen, betrachten wir zwei ähnlich geformte: E(ce,o) 
und E(c, ı), schreiben dieselben in der Form: 


Pr ersi 2 Pi e:sinw2\d ey 
DE |, 


‘wo, wie bisher, Ap—=Yı —.c? sin p? ist, und nehmen wieder an, dass 
‚die beiden Amplituden 9, ı mittelst der Gleichung (1), $. 489: 





.cosp cos! — sinp sin db Au — cos u (1) 
_ von einander ADLAIGEN ‚ welche Gleichung bekanntlich [$. 489] die 
Gleichungen 


und SR 
nl. Flo 9) + Flo W) = Flo, u) (5) 
‚nach sich zieht. 

Dies vorausgesetzt, differenziren wir die beiden Gleichungen (m), 


hr und erhalten durch Addition derselben : : 


| an + N MN Ap nn ar + sin ıp? a: 


-d. i. mit Rücksicht auf (4): 


h dE(e, p) + d&(e, Se c* (sin u? — sin i ® Gn (n) 
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oder nach Elimination von di mit Hilfe der Gl. (4) : 2 
] 
Au.d(sing sin) = ge (cos op sind» Ad — sing cosy Ap). 
Anderseits zieht man aus den Glen. (6) und (9) [$ 489] durch 
Division: 


sine _ cospsinW Jp + sing cosıb Aw 
Au Ap Av — ce? sin sin W cosıp cos 








und erhält durch Multiplication dieser Gleichung mit der VOrBerBEN SEN 
nach leichter Reduction: 
sinu.d(sing sin!) — (sin W* — sing?) Ze (») 
Hiemit verwandelt sich die Gl. (n) in: 
dE(c, p) + dE(e, Ww) = ec? sinu.d(sin sin ı), 
woraus durch Integration folgt: 

E(c, 9) + E(e, w) = Const. + ce? sinu sing sin W. 
Beachtet man nun, dass fir W—= 0, kraft der Gl. (1), 9 = u wird, 
so hat man, da E(e, 0) =0 ist: E(e, u) — Const., somit: 

E(c, 9) + El, W)=Efle, u) + €? sinu sing sinW. (36) 
Das in dieser Gleichung ausgesprochene Theorem ist, wie man sieht, 
analog jenem in Gl. (5) für elliptische Integrale erster Art enthal- 
tenen, indem vermöge desselben immer ein elliptisches Integral zweiter 
Art, E(c, u), angegeben werden kann, welches unter Zusatz einer 
algebraischen Grösse der Summe zweier Integrale gleicher Art von 


demselben Modulus gleich ist; zur Bestimmung der Amplitude ı dienen 


die aus (1) folgenden Formeln (6), (7), (8), $: 489. 
Für u —= !sr verwandelt sich Gl. (36) in 
E(c, + El vy=E!(e) + e*sing sin, (37) 
wo die beiden Amplituden 9, ı) mittelst der Gleichung: 


1 
wptl— — 


Vic? 


von einander abhängen. 


495. Es seien wieder, wie in $. 492, c, c, zwei Moduli, und , Q, 
zwei Amplituden, welche durch die Gleichungen: 


2Ve : 
er ne (23), sin(29,.— P)=esingp... 2 | 





a 


; 
Mi 

N 
L 
BR: 
Z 
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mit einander verbunden sind, aus welchen, auf dem dort betretenen 
Wege, die Relationen: 





dp c cos A 
ne ae ee: p 


und 
dp Be 2 rd 
Ag 1+c'Ag, 
sich ergeben. Durch Elimination von dp, erhält man hieraus: 
(1+c)Y1— ce? sing! =ccosp-+ Ay, 
und durch Multiplication dieser Gleichung mit jener (n): 


d c cos Ag)” 
+) a er 


dp ec? cosp? + 2c cosp Ip + Ip” 

















Ap 2 
dp ®—1-+ 24p° + 20 cosp Ap 
Ay 2 
d. i 
1— c? 





(1+c)Ap,.dp, — dp. Ap 5 


Durch Integration dieser Gleichung ergibt sich: 


+0) Ele, )=Els Fl g)+esng, (38) 


woraus erhellt, dass jedes elliptische Integral erster Art durch zwei 
elliptische Integrale zweiter Art ausgedrückt werden kann. 


+ ec cosp dp. 


496. Um zu einer bequemen Methode zur näherungsweisen Be- 
rechnung des Integrals E(c, Q) zu gelangen, betrachten wir das allge- 
meinere Integral: 








*A-+Bsing? 2 en 
(= eh A + B sing?) —, (39) 
„Vi 02sing® ? IK Ehe 
welches für A=1, und B=— c? in E(c, p) sich verwandelt. Setzen 


wir: 


en sin(2p — Q,) = 6, Sing, 


aus welchen Gleichungen, auf dem in $. 492 betretenen Wege (c, p 
mit c,, , vertauschend) die Relationen: 


EA 


E ES, 


m) 





ee — cos En, ch, 2 C, Dr I 
ap 1 1 Br dp, 
Ap OT "Ay, 






















sich ergeben, so geht das obige Integral, durch Substitution dieser 











Werthe von sing” und SP über in: Bee 
A RG 
1 + € Pi 1 k 
): (A+3 Aa Be, sing‘ —, Beosg, 2 En 
1°+ e | I: a 
_ ee er + -B 45 en sin a nr WS er ing 2 
Setzen wir | ER 2 
1 1 | 
Er — A 3 2: DB, 5 BG, a 
so wird: 
009% dp 1+ ec : 5 
een A B a | ! 
92 |, ( 1 = a I) 2 5 r a Be 
oder EARH | a a > ger: 
1-+ec } 
G= re (6, in 1) (40) 
wo das Integral | RS k 2 
pi, re s 
= 6, is (A, + B, sin?) Io, 
B; aus SA, EB, 20% p, ebenso gebildet ist, wie @ ‚aus A, B, c, 9. en 
=: &E 


Dies vorausgesetzt, berechnen wir, von den gegebenen Werther Er 

c, p ausgehend, und sndA—=c setzend, eine Skala abnehmender 
Moduli und die entsprechenden Argplitnden mittelst der Gleichun- = 
a | 
ce — sind, | te(y, — 9), toi 

cosA, tef,, we. A 
tg 








Oo 


| 
> 
| 






i Sina — tel Arte 
‚sind; —tg4N?, tg( 





‚D 

| 
"Ss 
[AV 

| 
3 
m 
nn. 

| 








sin Pe er tg 343, tel — Pn—ı) en cos 1 tg Gum 









. und A? die Son Reihe . der Integrale G, 6 fortsetzend:: 


1 
Ar == a; + 3 Dies n a 


ist, so hat man, vermöge der Gl. (40): 


f Ä 
es DB a 1.) i 


1 
(@, _- PB sin 1.) £ 


(o, a sin .) e 


1-7 & 


Multiplieiren wir nun die zweite dieser Gleichungen mit Eger die 


ler k-e, i+g 1+o 
> DONRES IE ee 








...0._ 


N uU: 8. W die letzte mit - 9 9 


, und addiren dieselben, so kommt: 





a_!+a1+% io, 


9 5) N 9 n 


DER EN a ea 
re ee 


siNngQ, —- - 


Y 


ee 


2 





CL 3 Pe = h 
172 ae n DE 
a 


q; —— 
B, 7789. B, B— 922 9n 


1 (2 a Se be 
A—4+,B(1+4 AT eat en a 


Vermöge der zwischen den a EC, 95 4... „bestehenden Rela- 
tionen (41) nehmen diese Grössen ab und nähern sich rasch der Grenze BE 
O; es sei nun, mit Rücksicht auf den beabsichtigten Grad der Genauig- 
keito, ——- 0,2 s0.1st auch=h, De io, wu 
(Pn 
= A, dipn = 2 Au (Pn- 


Setzen wir also: 


An —a, 


6,6% 
2 

ist, so erhalten wir: 

eG=eod(1 +c)(1+c,)1+6%).....—P, 
wo der Kürze halber mit P das eingeklammerte Polynom im zweiten | 
Theile der Gl. (m) bezeichnet ist. Dieses Polynom erhält eine ein- st 
fachere Form, wenn wir bemerken, dass Be 

IV ı +02. Y% e 

2: ee RN. 5 

ist, also, mit Rücksicht auf die Glen. 


'ttn_Vüp +4 
2 I ’ 











2 
1#+& 1% 1 Bi 


2 2 2 
Erinnert man sich nun noch, dass [S. = ME: 
Dt) +) + BG). BR 
ist, so hat man: | 
FASER sin p° 1 
‚Viesng | 


Fe, Se a nn: Be 








_ Hierans On für. Yen —1-B—-- 0%: 


Er pl=Fe, PD (i+la+! + 74% a amt. ie: 


a Voasing, +, ‚Veie, 0,0 + .. ik (45) 


Für P=37r wird p,=7, p,—=27,.... somit das vollständige Integral: 


1 


 2gQ=rmoglı-ie (+latice + Gt .. )l: (46) 


Y 


i 
u 


Urt, 
b 


% 
F 


BR) RER Aa 





- ausgedrückt durch: 


SE vu —a| Yı — Esing?dp, 
; 0 


e Ara 


1 SIE 


_ wenn a die halbe grosse Axe, c die 





497. Die Länge des, vom Eindpunkte der kleinen Axe gezählten 
elliptischen Bogens BM (Fig. 47) Pig. 47. 
wird bekanntlich [$. 463, Beisp. 2] 








Ü-mPp 


Excentrieität bezeichnet, und 9 den Winkel BCm bedeutet, welchen 


die kleine Axe mit dem Halbmesser des Punktes m bildet, in welchem 
der über der grossen Axe construirte Kreis von der Ordinate des 
- Endpunktes M des Bogens geschnitten wird. Es ist demnach, wie schon 
in 8. 488 bemerkt wurde, der elliptische Bogen 


BM=.ak(e, 9), 


= woraus für P9=3 7: AB=—aE!(e) folgt; der elliptische Quadrant wird 


also durch das lid elliptische Integral 2'° Art ausgedrückt. 
Die Gl. (37) mit a multiplicirt, lautet: 


aE(c, ) + aE(c, w) = aE!(c) + ac? sinp sin, 


mit der entsprechenden Amplitudengleichung: 


4 


1 





=: 


Schreibt man die erstere Gleichung in der Form: 


aE(c, @) — [aE! (ce) — aE(e, w)] = ac” sin p sin, 


so drückt sie den von Fagnano gefundenen Satz aus, dass sich zu 


. jedem vom Endpunkte der kleinen Axe gezählten Bogen ein anderer 
_ vom Endpunkte der grossen Axe gezählter Bogen angeben lässt, welcher 


_  _ von’ersterem um eine algebraische Grösse differirt. . 














a ro Bert aa Ed 
ee 7 ha ae Te 0 ne nz 


Se SET 


; 
v 
ur7 


Ir 




















Da, wenn man p von 0 bis 1 Ir wachsen lässt, en von 


abnimmt, so muss es einen Werth von g geben, Be N 


wird; er bestimmt sich aus der Gleichung: 


Le 23 ‘oder sinp? = EN 
b a—+b 
und es wird für diesen Werth obige Differenz : Be 
ac? sing sind — ac sinp—a —b, 


wodurch jener Punkt M der Ellipse bestimmt ist, für welchen. die 


Differenz der beiden Bogen BM und AM der Ditierenz der Halbaxen 


gleich ist. 
Analoge Eigenschaften bietet die Lemniscate dar. Wir haben in 
Fig. 48. $. 463 für den vom Endpunkte A 
der Axe AA’ (Fig. 48) gezählten 
Bogen AM —=s den Ausdruck 


Bl 


| erhalten, wo e—= OF — OF, 
De SKAGQM: Mittelst der Substitution sinoy2 = — sing verwandelt 


sich derselbe in 
ı 
_.h._ nu n), 
| yı — 1 sin p° 2 


und wird demnach durch ein elliptisches Integral 1! Art ausgedrückt, 














dessen Amplitude p aus der Gl.: sin 9=sin oV2 sich bestimmt, dessen. 







Modulus aber constant und — 2: ist. 
Fig. 49, . In ähnlicher Weise können 
Yy ei | die elliptischen Integrale bei der 
| Y4 Reetification der Hyperbel benützt 
M 7 werden. Es seien a, b die erste 
07 M und zweite Halbaxe, e — Va? + D? 








X 


> 
ae 


2 


Pu eben, durch gu Punkt, 


die lineare Excentricität, Oo P=x 
MP—=y (Fig. 49) die Coordinaten 
eines Punktes M der Hyperbel.. 


Machen wir OD — (gleich dem 


Abstande der Richtlinie vom Brenn- r 











EEE ARE nr er 421 
die vv senkrecht auf OA, ME senkrecht auf-vv, und nehmen wir 


den Winkel AOE=g als neue unabhängige Veränderliche, so wird a 
b? Kal 


BE tg 9, welcher Werth, in die Gleichung der Hyperbel: . 


“ 


b?’x? — a?’y” + a°b? substituirt, für x den Ausdruck: 


Vie? sin p? 
cosp 





N 





darbietet, wenn der Kürze wegen 


ee d 
e Va? +»: 


gesetzt wird. Hieraus folgt: 








b? dp a a(1 — ce?) sinp dep 
e cos.“ R eosp®yL-—e sin? 
und man erhält durch Substitution dieser Werthe in die Gleichung: 


ds—Y dx: -H Ay, als Ausdruck des Bogens s—= AM, wenn man bedenkt, 
dass derselbe für p = 0 verschwindet: 


dy — 





v2 (7 dep 


Va 
e ),c0sp yı — :c sin 





= 


Differenzirt man aber den Ausdruck: 


tgpyı — sing’ —=tep.4Ap, 

















sn kommt: ER 
Iopdag c? sin p? de 
d(tg9.19)= r AP 
cos p“ ÄAp 

| 1 — ec? sin p” N. le: 
cos p? Ap i 
se Du kun, c?sin an i 
cos p?.dp As 
1 — ec? — (1— e?)cosp? + cos p’Apf , X 
ERS cosp°Ap 2 > 
ao) Ad, , ; 
| N a TEL pdo. m & 
I tg RR e 
Hieraus folgt, wenn man von P=0 bis = integrirt, und beachtet, 3 
j dass 1 — ce ——, ist: Bi 
e - x Se 
&r 
ni Be 
= 
* 


























“ N Bo | B2 e a b? ki a Bee 
EG B Br ne Mr | fa =) Ag. Ye es a 


folglich, wenn man den Iyperbolischen Bogen s—= Au mit HI Ka pP). 
bezeichnet: 


b2 
Ho p)=-Fle, p)— eElce,p) + etsy.Ap. 


Ein hyperbolischer Bogen kann demnach immer durch elliptische Integrale 
erster und zweiter Art ausgedrückt werden. 


Verbindet man diese Gleichung mit jener (38) so erhält man: 


H(c,Q)=eE(c, p)—2e(l +c)F(e,p)tetsp.Ap + 2eesingp, 
wo c, und , den Gleichungen (23) und (24) zu entnehmen sind. Diese 
Gleichung spricht den von Landen gefundenen Satz aus, dass jeder 
hyperbolische Bogen F/(c, Q) durch die beiden elliptischen Bögen E (e 9) 5 
und E(c,, ,) sich ausdrücken lässt. 





c) Die elliptischen Integrale dritter Art. _ & vi 





Re. ß 498. Das elliptische Integral dritter Art ist durch die Gleichung 





ee & E Beine (i+nsnp’)Ap ! h3 





- definirt, wo, wie bisher, Apg=Vıi— ce sin p” ist, und n eine beliebige 
_ positive oder negative Zahl bedeutet, welche der Parameter genannt 
163 werden mag. Gehen wir wieder von den Gleichungen : RR u: 


COS IL — COS 4 copy — sinpsinv Ju, (1) | : 


ab __ I 
At = 
aus, so ist = ER 
dıp dl PR 
(1 Er (1-+nsinv?) A 1Y wi. 
ae sind? — sinp? en. 
* er; "A+nsinp’)(1 + nsin)' 


0703. vermöge der, schon in $. 494 benützten Relation 


r 


—.„sin p*) Ba Fe, 








AI (n,c,p)+dlIL(n, ce, W)— 








sinit.d (sin psinY) = (sin w° 


 nsin 1. alsinp sin 1) 
Fe +nsinp?)(1 + n sin 2) 
nsinudg. 
14m + n’q’ 





sing? + sny’—p, sing DR = 
5 setzen. ‚Es ist aber: 
cos cos) —= viz — singp? ‚Vi — sin‘ — siny? — AN + gAu, 
woraus. folgt: | 
129 492 — cos u? + 29 RE + ga’ Auf, 
p = sin u? — 2g cosudu + c?g? sin E 
ER Setzt man diesen Werth in den zweiten Theil der obigen Gleichung 
En Be und integrirt, so kommt: 


IT (n, 6,9) + Im, & W) = 





.n sinu dq 
== tt n sin u? — 2ng cosgı Au + ng? (n + 0? sin nt 
Ei ehe das Integral rechter Hand so genommen werden mag, dass es 
für g—0 verschwinde. Für W—=0 wird dann gleichzeitig q = 0, 
JI=0, y=u, II (n, c, en cu), some 0 —IEME N 
und daher re 
Il(n, ec, pr IL(n, C, v)= In, cu) + J, 
a wenn wir mit J das besagte Integral bezeichnen. Aus Gl. (1) $. 428 
‚findet man nun sehr leicht ae 


4 
a RE 
NEE De er 





gesetzt id; Die Substitution dieser Werthe ihr nach leichter Reduktion: 


VEAG — u 2n sin 1 Ve, 
3A+B= au 2. n —n cos cos cost), 


wo ) der Kürze, Besen, 





gesetzt ist. te erhalten wir endlich: De 


En N + lm W= 


n | n Va «sin p sin ıb sin gt 
IL(n, C, kt) er Ya are Be 1 I, Nm — N COS COS ıl COS u 





Für ein negatives @ verwandelt sich auf ne Weise das mit arc et 
behaftete Zusatzglied in einen logarithmischen Ausdruck. ae TE 


Das in der Gl. (47) ausgedrückte Theorem ist, wie man sieht, 
analog den beiden, in den Gleichungen: en 


| Flo, 9) + Flo, u) = rl n), 
E(, 9) + El, W=E(e, 1) + ec? sing sin) singt, 


für elliptische Integrale erster und zweiter Art ausgesprochenen Sätzen; 


das Zusatzglied, welches für Integrale erster Art verschwindet, ist für 


jene der zweiten Art ein algebraischer Ausdruck, während es bei den 
Integralen dritter Art von einem Kreisbogen oder Logarithmus abhängt. 

Auch hier dienen selbstverständlich wieder die Formeln (6), (8), 
$. 489, zur Bestimmung von ı aus p und W. 4 


499. Unter .den ‚zahlreichen merkwürdigen Beziehungen, welche 
zwischen diesen Integralen bestehen, wollen wir noch folgende be- 
sonders hervorheben. Es sei 


_.!8p 
er 


so hat man, diese Gleichung differenzirend, nach leichter Reduktion: 


dp 1— ec” sing! 
Ay cosp’.Jp? 


de 





Er m 


und durch Division mit der identischen Gleichung : 


A + atep? 
a, Fe Er f 


ergibt sich: 


de dp 165m 
14 022 Ap'eosp? Ap°+ a sin or 





Es sei nun wieder, - wie DD 





2 


ta + «sin y® Ba 13 n sing =) ie ee 


dp I — ce? sin pt 
En Re +nsing (1 + sing:) 





I 


Be 





5 “ ee 1% 
1-+ 02 as 


> hieraus folgt durch Integration, da gp mit z verschwindet: 


Ed x | e® E F 
an + Fe Er sp)+ I 7 ı) — Fe, p); (m) 


1 





— arc tg2 Ve, 


1 folglich: 


ER 2 & £ Va.tgp | 
+.) F(ep)+ ee (48) 


ut Da 


Ist der Parameter n negativ, so hat man, unter » seinen Zahlen- 
 werth verstanden: 


z 


} 


5) 


= 26, 9) ren + r) ya sr ‚(a 9) 


A nn 


W 


Ist aber 
ano so wird, da immer 0? = x 


eativ, von. ® —: n <o (5E ‚ oder wenn n->1; 








für den Fall eines ee c& tritt A an die Stelle der el. us) 
die folgende: 


S Se no © ,p)=Fle + 





2 ver AP l: tgp 


Sat er; 
Ist, dem Zahlenwerthe nach, n > c, so ist e < ce; mittelst der vor- 


1 gan: UP 


AH, 
” F 


stehenden Formeln ist man daher immer im Stande, die Funktion | 
Il(n, ce, 9), wenn n>>c, auf eine andere von demselben Modulus und 

| derselben Amplitude zurückzuführen, deren Parameter kleiner ist, als 
I der Modulus. | 





Br Obige Formeln werden unbrauchbar, wenn n— EN oder a 
ER n — — 1 ist, weil dann « = O wird; diese beiden Specialfälle lassen 
Be sich jedoch leicht unmittelbar erledigen. In der That geht für beide 
Rn Fälle obige Gl. (m) über in: EL. 

= 1 de=lII(—1,c9)+1HI(—.e, c, 9) —- Fe, 9), 


d. i. mit Rücksicht auf den Werth von 2: 
KANN Nr 


Es ist nun, vermöge der Definition der Funktion IT: 


x p 5 

BE dp F 
NIE NE| ost’ 
die Gl. (m), $. 497, gibt aber, von g=0 bis = integrirt 3 Er 
Sean | 1 
E typ. p—=(1— e?) EEE, (1 — ec) Fle 9) + Ele 9); 3 
% 0 7 $. S 
y folglich ist : | \ 
= % er (ep. 4 en 
> 1-10 9)=Fl 9)—- ae N)+ Te: ) v. 


Durch Substitution dieses Werthes in die Gl. (») erhält man dann: 


2 “ . w- 
1 ec SInP CoSsfp, u 


II (— bie C, P) = > E(c, p) =; Ge). Ay (52) 


Für n=+e wird a=(1+c)?, folglich, vermöge der Gl. (48): Er 








5 Zur äheı ungsweigen Berechnung der Hanktion: m Ce e, eo) 
ann man. c ein ähnliches ‘Verfahren, wie. früher bei der Berechnung 
er Funktion E(e, Y) in len bringen. Dabei ist immer die 
Toraussetzung gestattet, dass, dem Zahlenwerthe nach, » <Te sei, da 
ie Specialfälle: n = — a n=—c°”, n=-+e bereits in den Formeln 

(51) bis (54) erledigt sind, der Fall n>c aber mittelst der Formeln 
” = bis (50) auf jenen: n < c redueirt werden kann. 


_ Betrachten wir nun. das allgemeinere Integral: 


. Sn + B sin 2 dp 
Fi a a N 
Ii+nsinp’ Ap' 
= & welches für A=1, ee —0, in er c, p) übergeht. Schreiben wir 
| dasselbe in der Form: | 


ee nA sin p: +(B— un sin u dp 
1-+nsing? Ar 





PL und setzen: 
A us nA 


wi 
“ = a-+ 

0 
Mittelst‘ der, schon wiederholt |S. 493 u. 496] le Sub- 
- stitution: ; 


= 
Zn — 
Ki > 


b sin pP | dp 
1-+nsin P. Ap 





‚sin(29 — Q9,)=csing,, 


: 1 & 
Sinp'— 5 (1 + Cı sin p} =. cos p, Ag); 


Ag, 


2 FA + ec, sin pt — cos p, Sp) 





= I 
A 4a +4 sing? Rn) 2 





> 


Ce ee 


Tu n(n + ce?) 
= EnuHte® 


in folgendes übergeht: 








9 Dh 


2(1+n)’ (1 + a 


b at .d, sin p? dp, 
a 1 +, sing? Zu 


Pt JE C, Mr cosp, dp ") 


I 





1 + en Yı 
2 


hr. 





2 Erem) rn sinpi 


*) Um diese Transformation zu bewerkstelligen, multiplicire man 


Zähler und Nenner des in der Klammer der Gl. (m) stehenden Bruches mit 


1 : 
er SE A-+ ec sinyj + cosy, Ay), 


so wird der Nenner: 
=1+nr(l-+ ec, sinp?)+ : n?®(1-+- 2c, sing? +0 singt — cosg? Jy}) 
— irn dr n sin p? So A + e]) + (\ + a). 


Aus der Gleichung c = a aber: 


erR EHRZ Be ‘ 3A 9) 
O va: ee 
| Lara, (1+«) 
womit die in n sing? multiplieirte Grösse sich verwandelt in: 
| a ee N 1% are gr 
Se Fre a) eg 
nach Substitution dieses Werthes wird der Nenner 


= n(n + ce) 
euren | | 
=(l+n E hr a ee sin 3] = (+ a (1-4 n, singp?). 


Der Zähler wird durch die ee Multiplication: 








sing? 


— b(l1-+e,sinpf --cosg, 2 iu ne bn (1+2c,sin 7 + ei sin Di ira 2 


18 
2 + ec, sing} en elsr. en sn... Ayı, 
oder, wenn man die Werthe: c ee i+e z er einsetzt oda 
: RE ta RT. et Ne = 


der Klammer die Grösse: 





b 
21 +: + n)’ 


b, sin p} = dp, 
1+ n sing?) Ag, ' 


er 
a 





(ü + 


b "cos dp dep, 


2(I-+n) len, Singh 











espdp ih d.Vn sin _ ‚are tg (Vn. sing) 
en =. i-+nsing® Vn i 
rn 7 0 


folglich, wenn wir allgemein die Funktion: 


arc tg en A, 





1: 6, 


a ae 


\ 
> Es sei nun c,, @y, €, ...c„ eine Skale abnehmender Moduli mit 
_ den zugehörigen Amplituden p, Pys Pas +. Pm, welche, von den gege- 
 benen Grössen ce, p ausgehend, mittelst er Formeln (41), $. 496, oder 
Ball, > 493, zu berechnen sind. Setzt man dann der Kürze halber / 


nn = c?) 
I+n)d-+e) 





n, sing? — sing? — 0 
 addirt: 


we} [ a >) nn+e) . een om, ] 
en f De ah 7 ER a ‚2 BEAT 2 A NER Do OR 
3 b Auge singi— ü nd a ni SA FD} sing? 


—_ — a cosp, Apı 





c2 N ! ee 
nalen sing} nu. a Er + singt] 5 bcosp, Ip, 


Dat, sing?) + (A ask b, sing? a beosp, Agı- 


- ED Substitution des ‚so kränsforneblen Bruches in die Gl. (m) führt ‚sofort 
der. im 1 Texte aSBEUDIEN Form. 





Meer | ee 
ferner: | | 

n(n + c?). D- e®+2n+n? 

eye tl ehr tn®are 

N,(n, + € i ce +2n, +n3 Kur 

er Palette je) 


U. S. W. U...S,.W. U=S.W. 











und bezeichnet endlich mit Z,, La, L,, .. . Lu Integrale, welche be- 


ziehungsweise aus a,, di, N,, C, Pi; Ay, Du, Ng, €y,-P,; etc. ebenso ge- IE 


bildet sind, wie Z aus a, b, n, c, P, so bestehen folgende Gleichungen: 


2 








Lern ER 
Durch Addition derselben, nachdem die 2!° mit 5 kr die 3° mit 


S 


1 1 nel. a ee 
5 — k,, u 8 w., die letzte mit 5 = N k,—ı multiplieirt 
worden, erhält man: 
L; 
a 
k Mar r b—i 
lt 


N ern 





ern Ku Be [%,%]+-. +2 lg . 


{1+n,) 


kb 
2’(1+n) 
= Die Reihe der Modullz 0.0, 2 .. ist bekanntlich eine abnehmende, 
deren Glieder sich rasch der Nulle nähern; dasselbe ‚gilt, und in noch 
höherem. Grade, von der Reihe der ne Un re 
dies einzusehen, setze man; 


| n=M, NEM N Mg, rer: 
und beachte, dass u < 1, da nach unserer Voraussetzung n <c ist. 
Nun hat man: Be 





— 


aan 
rt N nk 
a+tn)ate Red Deere Fuc 





Eule nel ind +) (1 +e) 
1 + ee | Pl ere ; 


Die zweiten Theile dieser beiden a sind nun, es mag n, und . 


in Folge dessen auch «, positiv oder negativ sein, ofienbar stets positiv; 
weil ıı sowohl, als c kleiner sind als 1. Folglich müssen auch die 


(a 


ersten Theile gleichzeitig positiv sein, es mag positiv oder negativ 
mi. . { z 


Be > VIELE RRE | ! 
sein, was nur dann möglich ist, wenn, dem Zahlenwerthe nach, m Ele: 


es ist demnach u, <{ u, und aus denselben Gründen auch u, < u» 


H; <t,, u.s. w. Da nun u<{1, so sind it, fly, Hz, .... echte Brüche, 


rolglich He, 0, Us SW. 


Dies vorausgesetzt, sei mit Rücksicht auf den beabsichtigten Grad 
der Genauigkeit c,_, = 0 zu setzen, so ist um so mehr n,_1ı =0, 


_ ferner auch db, = 0, und 


= = ih 7% 


+ 





b b, b,_ı 
ya on naar 


Pr Di 
Dr —| 4,dP, = 4%. = 2.aD, 
EERCER 0 


Pr 3 
%=o 


gesetzt wird. Man hat daher: 


BP 2 
A+Bsing' dp u 


at Pr 
a Be 


.. k,aD — 


ER 


k, k,k,b 


een SE meer et #68) 


ES oder auch: 


_ 


4 p Re Y x ” 
| "A+B sin p? dp — ad(1 3a c,) d-+ el + 6;). 


3 1 a: n sin” Ap 
b»Ver6sC,_ 


a +n,) 


GC . 
I I", , Pt, 
N, 5 er 











arc te Vn;.sin« ER | x 
s(Vn ni) wenn 2»; positiv, BEN. 


Vn Ei ee 





[Ri P:l — 


und 





1 ‚! - Vn; sinp; 
vn, 1 — Vo sinp; 


Für p—3 a wird. d, =ar, par, And, srl. 
in Folge dessen verschwinden die mit den Funktionen [»;, pr] behafteten 
DIRT 


Glieder, und daD —= ae 3 sc wird, so hat man für das voll- 





‚ wenn n; negativ ist. : 


[ni , pi] = ee 


Be Integral: 


a + B sin p” RER, 
1+»sin p” App 





nel +0) +0) +)... (60) 


d) Integration von Differenzialformeln, welche eine Wurzelgrösse aus einem “ 
Polynome 4ten Grades enthalten. 


501. Die allgemeinste Form der Integrale, welche wir im Folgenden 
betrachten, ist in der Formel (F(x, V .R) dx enthalten, wo mit R das 
Polynom 4ten Grades: 


= a+bdbe + ca? + de? + es! 
bezeichnet ist. Auf diese Form lassen sich übrigens noch viele andere 
Integrale zurückführen, z. B. solche, welche zwei Wurzelgrössen 
gien Grades: Vatbxe + cx? und Va, +D,2 + c,x? enthalten, da nach 
Wegschaffung der einen Wurzelgrösse mittelst der in 5 431 Belehren 
Substitutionen, die andere auf den 44 Grad ansteigt. 








Bemerken wir zunächst, dass das obige Integral immer von dem 





x dt 2 
einfacheren : | — —- abhängig gemacht werden kann, wo P eine ganze 
. R 4 


oder gebrochene rationale Funktion bedeutet. Denn wie auch die 


Funktion F(« „VR) beschaffen sein mag, so kann sie doch immer auf 








K 

die Form: IR VR gebracht werden, unter U, V, U,, V,, rationale 
T+VVR Be 

Funktionen von & verstanden; durch Mojlaphehon des Zählers und R- 


Nenners "mit U, — V, VR erhält man dann: 





UGS RUR (ON VOR 
MeyiR  UV_ViR Vm 











wo Q und P, wie man sieht, rationale Funktionen von x bedeuten. 
Wir können uns daher im Folgenden auf die Betrachtung des Integrals 


Pdx Pdx 
Vvz® Ver eerte 


beschränken. ERTe 
Zu einer ER Vereinfachung Zubrt die Substitution 


m m +1 U, 
| Try, 
indem die noch unbestimmten Coefficienten m und »n sich jederzeit so 
bestimmen lassen, dass aus dem Polynome R die Glieder mit den 
ungeraden Potenzen der Veränderlichen verschwinden. Es seien zu 
' diesem Ende «, 8, y, d die Wurzeln der Gleichung R —= 0, so ist: 
R=e@— u) (@—-B) (en) @—9). 
_ Führen wir in diesen Ausdruck den obigen Werth von x ein, ordnen 
das Produkt nach Potenzen von %, und setzen die Coefficienten von % 
_ und 9° gleich Null, so erhalten wir zur Bestimmung von m und n 
folgende Gleichungen : 
(m — a) (n — P) + nn — ec) (m — P)=0, 
men Zen mol, 








mn — (a +P)(m -+n) +20 —=0, 
A a 298 —0. 
Diese Gleichungen geben zunächst: 


= ee 
a ee er 
AyHH —yla th ß) _ 


(BE0) 





ve = 


und meraus findet man: 


zo + Van), n— „(0 Ve—an) 


Lenn, Hi Höh. Mathematik, IT. 3. Aufl. 
BE 








nA 4 BET SH 


. die Bedinzune scbunden, dass diese Werthe von m und m reell sin 


- y wi ö aber reell, > wind: 





















weru erfordert wird, dass die Grösse: g? — 4h positiv sei wssinder 
That, wie sich leicht zeieen lssst, immer der Fall ist. Durch Subst 
tation obiser Werthe von g und A erhilt man nämlich mach kichter 
Bedaktion - Er - 


BER ENEeTETIEN 


le +9 - 7 + : = 

Sind zum simmtliche vier Wurzeln reell, so kann man dieselben 
auf beliehire Weise ordnen, und folelich immer annehmen, das 
e>323>r>döse wedurh dann die vorsiebende Grösse mihwende 5; 


- 


Besitzt aber die Gleichene R—0 auch mamire Werze, a 00° 
können diese zur paarweise vorkommen. Sei al 
e—i+uYV— 1, #$=41—-uV—1, Bi 


Im | 


1 2 _ my —_ Reiter u 
43 e Bi — r7+47 2 Fe 
weiche Gröse ofenkar positiv st Daselbe mt der Fall wenn de 7 
ser Wurzeln imarinär sind wie man sich leicht überzeuei. 
Hiebei verdienen noch folrende sperielle Fälle eine Ersiksume 
ke=zrmi5=6d» wer Be - 
VR=Yelz— e)(z — ß), 2 
also rational. | 3 u 
Wäre eine der Warzen oe 5 einer der Warzen z. d gleich, z B_ 
e—yz. 5 kai mm 
VR—=Yelz —e)Yir— P)lz 0). 
u2d das Inieeral sebhört damm zu den m $ 431 beirachieien Formen, 
weiche sich jederzeit mittelst Logariikmen oder Kreisbösen interriren 
lassen. 
It edihd e +5 —y+6, 5 wird - 
Re — (e+f)z+e23]e — (e+P)=+ pl. =. 
weicher Ausdruck mitielt der Substitstien z—z + !(ce+P) dee 
Form Br. 


B—ela + 5,2” 4 52°) 


_ 





ch 
= 


= ur - 


2 Wer Den am dem Polynome IL die un- 
Sag das in Rede stehende Eaierral u der Var 


elaızı, 


Po 


Wir können endlich noch annehmen, dass auch die rationale 
Funktion P keine ungeraden Potenzen von z enthalte. Denn wie die- 
Be Freie such beschaien sein möge, so kann sie immer auf die Form: 


er N’ serade Funktionen von z bedeuten, 
_ welcbe keine ungeraden Potenzen von x enthalten. Dann ist aber 


_@+ Naar — N) _ 
M=_N% 


MW —NNz (MN— MN): 
Bu Se ee re 


wo K und L ofenbar gerade Funktionen von r sind. Hiedurch wird 








—K+ Kr, 


[Par {Kar , (Ixrde 

VRWIVR.-I VRR’ 

— da mum das zweite der beiden Integrale rechter Hand mittelst der 
Substitution x’ — # in das folgende: 


1 Ldy 
2 )Ve+ 2344 7# 


>  überzeht , welches nach $. 451 immer entwickelt werden kann, 
> haben wir uns ner noch mit dem ersteren zu beschäftigen in welchem 
- Knaur gerade Poienzen von x enthält. 








502. Die Funktion P in dem Integrale: 


Pix 
Vet Betz 
= dem Vorausschenden zu Folge, als eine gerade betrachten 


a5* 











Im ersten Falle hat sie die Form 


P=A-+ Be? + 0x + De + .:.,. 


und unser Integral zerfällt augenscheinlich in eine Reihe von Integralen, Er 


von der Form 


gan da zen dx 


ie Ve + pa® + + ya! = YR% 








Man hat aber: 
Data + Da 








d.c">YVR— (2n — 3) aa 4 VRdx + VE da 
gan—4 Ir a2n—2 dt 2n dx 
2n —3 2 2n—1 e: 
—.a(2n ar StrPpReR Da -+r(2n Be 


folglich, wenn man integrirt, und für das letzte Integral rechter Hand 
auflöst:: 


EI A VE 

van ren) 
£(2n—2) erde (2m —3) BAT 
ren) yR voarı)) yR 


Ye 





Mittelst dieser Reduktionsformel wird, wie man sieht, indem man 
successive n — 2, 3, 4,.... setzt, das Integral V von den beiden 


Integralen: 


abhängig gemacht. 


Im zweiten Falle, wenn P eine gebrochene Funktion ist, entwickle 
man nach‘ Absonderung der etwa in ihr enthaltenen ganzen Funktion, 


die übrig bleibende echt gebrochene Funktion (indem man vorüber- 


gehend x” — y setzt) in einfache Partialbrüche, deren allgemeine Form: 
ES M 
Wa (a) 
sein wird. Dadurch reducirt sich die Entwickelung unseres Integrals 


theils auf den vorher betrachteten Fall, theils auf die Entwickelung 
von Integralen von der Form: | 





dx 


N al aa Sa Late te EL Rn EBEN, NR 5 “r 


Fo yRi Se 





PR a 7308 | 1: 
Um auch für dieses Tnlearal eine Teduktionsformel zu ı gewinnen, 


BR R zVR 


iferenziren wir die VER (| und erhalten: 


ex vH | (VRR. de + xdVR) (x BR (n —1) »* VR.dx 


Ber N nn (a) 


aVR _ 48° + Bat + OR? a Dr de 
(— a (a —ay vr 


de 7 — 


: "wo der Kürze wegen | A 
A= —(2n —5)y, er 
ee a ek D= — au 


gesetzt ist. Mittelst der Substitution u” —aı=3 ode 2 —2 ta 


x 1 
a verwandelt. sich aber der in YR In lunkidtree Faktor Q in: 
ne aD BD 
> zu I 3 ar zn gt 

4’ er , | C D 
Ben 2 Sr (2? Ze ER + (x? — CENaE am (2? — a)" 2 


gn—2 








C— 34a? 1 2Ba + 6, 
D —= Aa? + Ba? + Ca + D, 


BEN ar (x? Eh a3 YVR | 
| Ga D’d« 


uam. 


dx | zVR ER 
I@—aryr D . ar 
8 





wo, wie aus den obigen Gleichungen leicht gefunden wird: 


A=— (ın—5)y, 

B' —= — (2n — 4) (3ay + Bd 

= — (m — 3) (8a’y + 2aß + 0), 
D’— — (2n — 2) (ady + a®P + aa). 


Mittelst aekbr Reduktionsformel kann nun ac | 








; I l & 

dann aber successive N, = n. VR | r Eulen U..8. W. Aueh - AR 
u””—uü ad B 

die Integrale: | 
de "dev (»®— a)de (vdx da 


(2? — a) VR VR' Ra aa VR a VR 


ausgedrückt werden, von welchen wir den beiden letzteren schon ‘oben 





begegneten, so dass in diesem Falle nur eine neue Form hinzutritt, 


Aus den bisherigen Untersuchungen geht es hervor , dass 
die Entwickelung des Integrals: 


Pdx 
Ve + fa? + yat 


zuletzt auf die Entwickelung der drei Integrale: 








dx x dx 
& (DM: —— re 
Vo-+ Pr? + YR IVa+ Br2 + Yx 
dx 
— a) Va + Bu? + yet 
zurückgeführt werden kann, welche, wie im Folgenden gezeigt werden 
wird, stets durch elliptische Integrale sich ausdrücken lassen. 




















... (UN) 


508. Zum Behufe dieser Reduktion zerlegen wir das Trinom BR: 


Rot pri t y»' in zwei binomische Faktoren des zweiten Grades; 
die Gleichung R=0, als quadratische behandelt, gibt nämlich: 


art? 
ar 
folglich ist 











oder imaginär sein, je nachdem die Grösse 9? — 4@y positiv oder negativ 






































“ ist. Lassen wir vorläufig letzteren Fall bei Seite, also beide Faktoren 2 
er Er reell sein, so hat R im Allgemeinen die Form: u. 
Re. R=(R +12) (® + Ka), 
& wo4,u, X, ı reelle positive oder negative Grössen bedeuten, und eine a 
leichte Ueberlegung lehrt, dass die verschiedenen Fälle, welche aus re 
der Verschiedenheit der Vorzeichen dieser vier Grössen hervorgehen 
S. können, sich auf folgende fünf Formen reduciren: z 
= 1) Rer:(1 + pP) (1 + gie) 
2 En 2) Re r2(1 R 2°%?) (1 28% g’x?) 
rn 3) R=r’(1 + p?e?) (x? — 0?) 
5) R=r?(p? — 2) (2? — Q?), 
| wobei gleichzeitig den Ausdrücken von R die für die folgende Trans- 

= formationen geeignetste Gestalt gegeben wurde, was offenbar immer 
möglich ist. Eine einfache Substitution genügt, um in jedem dieser Fälle 
9 ed md, : 

die Grösse —— auf die Form NR bringen, we <1, 

VR Vi- sing? 
und m eine constante Grösse. 2 
3 n | 1. Fall R=r?(1 + pa) (1 + g’r?). 
Rn 
Es sei p der grössere der beiden Coeffieienten p und g, und man setze 
SB | I | 
DIE n reg Se 
80 wird: 
pe | ip —=1+ tgp? ee sec p? Kit I... 
ee | cos p*’ : 
Be ee g? p?cosp® + gq’sinp® 1—c*sing" Be 
RR 2 1 Ss a a 
ar: N ee ur Enz p?cosp* cosp? = 
RR, sin! Pa dp 

: BAT COS ar 35:00 
En somit 
ER ER de 1e03 dp 








3 > Be iR VR pr yı —.c? sing? 





2 Fall az 4a 2) (1 — = BE 
Hier muss ME 2< sein, weil sonst vn imaginär 


setzen wir also: 


cos p » 
= le ey 
De en 


so wird: 


welcher Ausdruck mittelst der Substitution: cotgp = Vi — ce! tgıy 
positiv gemacht werden kann und die Form: | 


da € dıy 
VR ’yı— esiny® 








erhält. 
3..Fall. R—r’(1 + par)te? 72). 
Da x > g sein muss, setze man: 5 | 
UN sn 1 
sp 1+224 


C dp 


VR Er yı == Ein“ 








Aral Re re PR) g°8?). 
Sei wieder » > g, so muss, damit VR reell werde, entweder TR 2 
px < 1, oder g% > 1 sein. Im ersteren Fall setze man: 2 
sin 
np „a 
| ne 
so hat man: | 
| dep 
VR pr yı rin p° 





welche Transformation man von 2 —=0 bis x = 








mVi-em: 
t, welcher Ausdruck wieder mittelst der SEN ctgp— 
A me tg y die positive Form: 
: da 1 ' div a 
-YR myı en 





annimmt. 
Wall Snrp? a) leg). 

Auch in diesem Falle kann man p > gq voraussetzen, da dieses 
Produkt auch in der Form R—= r?(q? — x?) (©? — p?) geschrieben 
“ werden kann. Macht man nun | 


ch 


Di dp 
Resta vie sin? 


Mit Hilfe dieser Substitutionen, bei welchen stets e <{ 1 ist, wird 
demnach in allen Fällen das Integral (I): 





er: + Be’ + + ya 


auf das elliptische en erster Art 


RUE EN. 
yvı — ec? sing? 


Bar 
Was die beiden andare Integrale (11) und am) betrifft, so beachte. 
man, dass u für’ user Werthe der Reihe nach in folgender 














und daher sämmtlich in der allgemeinen Form A jr 
B- E 2 r k E - Fr i u 
Be f + gsin Pi I Bi 
 h+ksinp’ Be 
enthalten sind. Durch Substitution dieses Werthes von x° in den 
rationalen Faktor des Zählers oder beziehungsweise Nenners verwandeln 

sich aber die Integrale (II) und (Ill) in ein Integral von der Form: 
[4A+ B sing” dp % e 

un u , n 

C+Dsing? Vı-e:sin p? 5 I 


oder etwas einfacher: 








A BAD sp er 
I+nsinp:Ap’ mn 








wenn wir noch der Kürze wegen Vi — ce? sin p” = Ap setzen. 


Nun ist identisch, wie man sich leicht überzeugt: 











ai + Bsinp’ dp B dp, nA —-B dp 
ey ar m BL) 

Ii+nsinpg: IP n])Ap N (1 + nrsinp?) Ap 
und somit das in Rede stehende Integral in zwei elliptische Integrale, 3 
beziehungsweise der 1!°" und 32 Art, zerlegt. RT 3 
Diese Zerlegung wird jedoch unmöglich, wenn n — 0; in diesem Be: 
Falle hat man aber: 
nd BereAtdn iR ee 
\ (4+ Bsingp?) 3 —: = In: 8 = 7 dp, (P) \ E 
womit das Integral auf zwei elliptische Integrale der 11" und 21er Art 3 


zurückgeführt ist. Ber 

Ist endlich in (m) O = 0, in welchem Falle (m*) aus (m) nicht 
abgeleitet werden kann, so zerfällt das Integral (m) in die beiden 
folgenden : | 


dp dp 
Ap us sing?.Ap' 





Um das zweite dieser beiden Integrale zu redueiren, differenziren wir 
die Grösse Ap.cotgyp, und erhalten nach leichter Umformung: 


d c? EL 2A ie 
p + I, P. 2 = 





d(Ap.cotgp) — — 


hieraus folgt durch Integration : Sr FE 





nee 0.) I ET. Ap, 


oder, wenn wir für das Integral hier Hand die Gl. (P) in Anspruch 
Benehmen, A: 0, B = £# Setzend: | = 


| ER IR dp if 
| in Sing®dg = m. dıp cotgp.Ap. 


504. Es erübrigt noch die Betrachtung. des oben bei Seite ge- 
setzten Falles, wenn beide Faktoren des 2ten Grades des Trinoms 
R=«+ ßx?+ yx' imaginär sind. Da in diesem Falle « und y gleiche 
Zeichen haben, und P<2Vay sein muss, überdies immer die Voraus- 
setzung zulässig ist, dass « und y positiv sind, weil im Gegenfalle VR 
für jeden Wertli von x imaginär würde, so kann man 


R=a+ Ba? + ya —=A” + 2? 6050 + ur! 
"setzen, indem hieraus für A, u, 0 die unter den erwähnten Umständen 
immer möglichen Werthe: N | | ; 


»—=YVe:; ae cos0 — — 
I 
sich ergeben. Setzt man nun: 


- 


1 st 
ı— u '8g Pi el G, 


so findet man: 


A dep 
ARTEN 
110055, p eos, 1p 





1 
de= Re 


da er dep 


— 


[R 2 YAuı Vı—c?sin = 








Ir Rz dp 
Voe-+ Ba? + yet 2VAu Yı-c sing? 

















? womit, das Integral ‘(1) wieder auf das elliptische Integral 1" Art 
zurückgeführt ist. | 


Durch Substitution obiger Werthe von x° und m verwandelt 
sich ferner das Integral (Il) in: 
a’da 


Ne + Be? "+ yat ET. 














Nun ist i 





Ä rd eo BE — 05 pP) _ 2 ing? N 38 
839° 1+csp sing? sin p? 8 




















er somit: | 5 EN 4 
R | _ | _,[ sp ap 

S 539 Ap sing? . Ap Ay sin? . Ap 

2 | Von den drei Integralen rechter Hand ist das erste durch die Gl. (a) u | 
Bent im vorhergehenden $. bestimmt; das letzte wird mittelst der Substi- 
Be tution esinp—=&: 3 








cospdp dx "ss Sol 0 App. | 2 E. 


4er2E 04: -- : 
sin p?. Ip x? yı — a? ® sin’ 





1 
ist folglicl —— —1g5Q: 
es ist folglich, Ed cp —1lg5YP 





l d | 
| 2 Ar ap + 2er. Ag, 


_ und hiemit das Integral (Il) auf elliptische Integrale jier und 2ter Art 











zurückgeführt. 
Was endlich das Integral (III) anbelangt , so hat man, durch ; 
Substitution obiger Werthe von x? und a i A 
/ Re dic Kl v: 1 dp 
5 —————— m S j IR 
r eV ee a 


Es ist aber: 
; u _ 1—enp au _ At a k— cosp 
2P° a en A SP, 


wenn 28; Kürze wegen 













A — au 
X Ka En a | 
= gesetzt wird; somit | 
s 1 A i+esp 1 (1 +005P) (k + cos) 
Be au FFIR 2 Be 
Eee 2 Aral I ii Ah cosp? 2 












a EN ee 
ı+ A er Be .. 
























(t—a)Va+ pet yet | . 
a yele (E +) sing? dep MARS 608@ dp 
Se —1)+sinp?"Ap " (A+ au)? |(k?—-1)-+Hsing?"Ap' 
Das erste dieser beiden Integrale ist durch die Gl. (n) im vorher- 
gehenden $. gegeben; es wird, wenn man der Kürze halber 


1 Bar Br = | h 





























Eye: dakıı ? 
2 - = Se 
(k+ Er ap. au dep B 
(k®— 1) F sing: Ip - )Ap °- 2auı (1 + nsingy”) Ap e 
Das zweite integrirt man unmittelbar mittelst der Substitution: sin p — 
1 
——— , wodurch sich ergibt: - ‘ a 
2 $ 
| d eo : 
5 nt ne: 2 en ; 5; — ae arc tg me a 
1) +.s1n9° AP ce -n+y Vetn Vetn E 
nn arc tg — = R | 


75 sin Vetn 
und das in Rede stehende Integral (III) ist hiemit auf elliptische Inte- 
grale 1! und 3% Art zurückgeführt. 


FÜNFTES KAPITEL. 


INTEGRATION DER DIFFERENZIALGLEICHUNGEN. 


I. Von den Differenzialgleichungen erster Ordnung Ye 
zwischen zwei veränderlichen Grössen. Ei 


505. Jede Gleichung, welche eine Beziehung zwischen mehreren 
veränderlichen Grössen u deren Differenzialquotienten ausdrückt, 
heisst eine Differenzi leichung. Die Ordnung des höchsten 











446 : ws | FAREN = - ER 


in derselben erscheinenden Differenzialquotienten bestimmt die Ordnung 
der Gleichung, so dass also die Gleichung von der nf" Ordnung ist, 
wenn der höchste darin enthaltene Differenzialquotient der n!*" Ordnung 


angehört. 
Wir beschäftigen uns in diesem Abschnitte mit den Differenzial- 
gleichungen der ersten Ordnung zwischen zwei Veränderlichen, 


=) | 

a ee N; 1 
r( 2 dx | | E 
ist, und betrachten zunächst die Gleichungen vom ersten Grade, 
d. i. solche, welche nur die erste Potenz des Differenzialguotienten 


d | | 
In enthalten. Durch Auflösung nach diesem Differenzialquotienten 


deren allgemeine Form 


erhält die Gleichung (1) die Form: u p(x, y), d. ji. wenn man 
plz, y) = — 7 Setzt: 
nr — ya. We-— 0’ oder Pdx + Qdy = 0, An2 


wo P sowohl als @ im Allgemeinen Funktionen von x und y sein 
werden. 


Die Aufgabe der Integration einer solchen Gleichung kommt nun 
offenbar darauf hinaus, eine Gleichung zwischen x und y zu finden, 


welche die Eigenschaft hat, dass der daraus abgeleitete Differenzial- 


dı | 
er gleich seisder gegebenen Funktion p(x, y), oder mit anderen 


Worten und allgemeiner ausgedrückt: dass die aus dieser Gleichung 


quotient 


dyr an iu. 
in Funktion von « gezogenen Werthe von 9 und. _ in die Gl. (1) 
dr 


substituirt, diese letztere Gleichung identisch machen. 


Jede Gleichung zwischen & und y, welche dieser Bedingung Genüge 
leistet, heisst ein Integral oder eine Integralgleichung (primi- 
tive oder endliche Gleichung) der Differenzialgleichung (1). 


Es sei nun F'(x, y, C)=0 das Integral der Gleichung (1) und C 


eine in demselben enthaltene constante Grösse und man ziehe aus der- 


selben die Werthe 
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z 


so wird, der Voraussetzung zufolge, durch Substitution derselben in 
die Gleichung (1), diese Gleichung identisch; die Gl. (1) ist daher 
eine unmittelbare Folge der Glen. (3) und muss daher aus letzteren 
durch Elimination einer Grösse, etwa der Constanten- © abgeleitet 
werden können, welch’ letztere eben dadurch aus der Differenzial- 
gleichung verschwunden sein wird. Hiebei kann man der Constanten 
C jeden beliebigen Werth beigelegt denken, da das Firgebniss der 
Elimination, d. i. die Gl. (1) von dem der eliminirten Grösse bei- 
gelegten Werthe offenbar unabhängig ist. Hieraus folgt, dass der 
Differenzialgleichung (1) unendlich viele Integrale Genüge leisten, welche 
sich von einander nur durch die einer gewissen Constante beigelegten 
Werthe unterscheiden, und dass daher das Integral einer vorgelegten 
Differenzialgleichung, wenn es dieselbe Allgemeinheit besitzen soll, wie 
die letztere, eine willkürliche Constante enthalten muss, über welche 
man nach Belieben verfügen kann, und welche in der Differenzial- 
gleichung nicht erscheint. Ein solches mit einer willkürlichen Constante 
versehene Integral heisst das allgemeine Integral der Gl. (1). 
Dasselbe kann übrigens nur eine willkürliche Constante enthalten, da 
man aus zwei Gleichungen nur eine Grösse eliminiren kann. 

Aus dem allgemeinen Integrale lassen sich dadurch, dass man 
der willkürlichen Constante verschiedene besondere Werthe beilegt, 
‚unendlich viele besondere Integrale ableiten, welche wir particuläre 
Integrale nennen. Der wesentliche Charakter eines particulären 
‚Integrals besteht also darin, dass es durch Specialisirung des Wertlies 
der arbiträren Constante aus dem allgemeinen Integrale hervorgeht. 

Es geschieht jedoch nicht selten, dass eine endliche Gleichung 
zwischen x und %, welche keine willkürliche Constante enthält, einer 
gegebenen Differenzialgleichung Genüge leistet, ohne dass man im Stande 
wäre, die erstere aus dem allgemeinen Integrale der letzteren dadurch 
abzuleiten, dass man der willkürlichen Constante einen bestimmten 
besonderen Werth beilest. Dergleichen primitive Gleichungen, welche 
somit in dem allgemeinen Integrale als specielle Fälle nicht enthalten 
sind, werden singuläre Integrale oder besondere Auf- 
lösungen genannt. Wir kommen später auf dieselben zurück. 


506. Die Aufgabe der Integration einer Differenzialgleichung von 
der Form (1) lässt eine sehr einfache geometrische Deutung zu. In 
der That, bringen wir die Gl. (1) auf die Form: 

dy 











.—v A s 7 Da SRG mL Mena 9 Ma A E Y PR DI € „ r 2 Wr ' 
Be 3 EB ul a Ar a ea 
nd PR ? ur - ER ß al er 
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und betrachten & und % als zwei rechtwinkelige Coordinaten eines 
Punktes in der Ebene, so erhellt sogleich, dass diese Gleichung die 
trigonometrische Tangente des Winkels gibt, unter welchem die, an 
einen beliebigen Punkt &, y einer noch unbekannten Curve gezogene 
Tangente der Abseissenaxe begegnet. Die obige Gleichung integriren 
heisst nichts anderes, als die Gleichung dieser Curve suchen, oder — 
geometrisch gesprochen — diese Curve construiren. Die Construction 
kann nun mit Hilfe der Differenzialgleichung in folgender Weise aus- 
geführt werden. R 
Wählen wir einen beliebigen ersten Punkt M (Fig. 50), dessen 
Fig. 50. Coordinaten- OP — u) 0, 
Y MP=y=b sind, so gibt 
obige Gleichung für diesen 


Punkt Y = yla, b); ziehen 


wir durch M eine Gerade MT, 
welche mit der Axe der & 


einen Winkel bildet, dessen 
x 





| trigonometrische Tangente 
| | p(a, b) ist, so wird diese 
Gerade eine erste Tangente an die gesuchte Öurve sein. Da in der Nähe 
des Berührungspunktes M die Tangente mit der Curve sehr nahe zu- 
sammenfällt, so wird man einen auf der Tangente MT sehr nahe an M 
liegenden Punkt M’ als einen Punkt der Curve betrachten dürfen, 
dessen Coordinaten OP’—= «a, M’P —= b’ nunmehr bekannt sind. Für 


diesen Punkt gilt nun die Gleichung . — (a, b’), mittelst welcher 
man durch M’ eine zweite Tangente M’T’ ziehen kann, auf welcher 
man nun einen dritten Punkt M” wählt. Auf diese Weise fortfahrend 
erhält man ein Polygon MM’M”..., welches sich um so mehr einer 
stetigen Curve nähern wird, je näher man die Punkte M, M’, M”,... 
an einander nimmt. Die Gleichung dieser Curve ist das Integral der 
vorgelegten Differenzialgleichung. 

Die geometrische Bedeutung einer Differenzialgleichung der ersten 
Ordnung besteht daher darin, dass sie die Gestalt einer Curve bestimmt, 
sobald man irgend einen Punkt derselben willkürlich angenommen hat. 
Je nach der Wahl dieses Punktes wird aber die Curve eine andere 
Lage in der Ebene, ja im Allgemeinen auch eine andere Gestalt an- 
nehmen, so dass also jeder Differenzialgleichung der 11 Ordnung un- 
endlich viele verschiedene Curven entsprechen, welche jedoch sämmtlich 
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einen gemeinschaftlichen, eben durch die Differenzialgleichung ausge- 
sprochenen Charakter besitzen, darin bestehend, dass die Neigung der 
Curve gegen die Abscissenaxe in jedem ihrer Punkte eine gegebene 
Funktion der Coordinaten dieses Punktes ist. 

Hieraus erhellt nun unmittelbar, dass die Integralgleichung, wenn 
sie dieselbe Allgemeinheit wie die Differenzialgleichung haben, also 
alle Curven darstellen soll, welehe in letzterer enthalten sind, eine 
willkürliche Constante enthalten müsse, durch deren Particularisirung 
man alle einzelnen Curven aus der Integralgleichung hervorgehen 
lassen kann. 








Diese mit einer willkürlichen Constante versehene Integralgleichung : 
BIERYSChH- ZU 


ist das allgemeine Integral der gegebenen Differenzialgleichung. 
Ertheilt man der Constante einen speciellen bestimmten Werth, 
so geht daraus ein particuläres Integral hervor, welches sofort 
eine bestimmte von den unendlich vielen im allgemeinen Integrale 
begriffenen Curven ausdrückt. : 
Sind endlich diese Curven so beschaffen, dass je zwei unendlich 
nahe aufeinanderfolgende sich durchschneiden, so bildet die stetige 
Folge dieser Durchschnittspunkte eine neue, die sogenannte einhül- H 
lende Curve |S. 380], welche bekanntlich die Eigenschaft hat, dass 
die Tangente an irgend einem ihrer Punkte auch die eingehüllten in 
diesem Punkte sich schneidenden Ourven berührt, daher, für einen 
solchen Punkt, die Neigung der eingehüllten sowohl als der einhüllen- En 
den Curve gegen die Abscissenaxe durch eine und dieselbe Funktion = 
der Coordinaten dieses Punktes, nämlich durch Gl. (1), gegeben ist. 
Hieraus folgt aber nothwendig, dass die Gl. (1) auch der einhüllenden 
Curve, wenn eine solche existirt, angehört, und durch Integration die 
Gleichung dieser Curve darbieten muss. Diese letztere Gleichung ist 
nun ein singuläres Integral oder eine besondere Auflösung 
der Gleichung (1); sie kann keine willkürliche Constante enthalten, 
weil die, alle in der Gleichung F'(x, y,. 0) = 0 begriffenen Curven, : 
einhüllende Curve eine vollkommen bestimmte krumme Linie ist; sie m 
kann auch aus dem allgemeinen Integrale nicht abgeleitet werden, weil ; 
‚die einhüllende Curve eine von den eingehüllten Curven gänzlich ver- 3 
schiedene Linie ist. | 


507. Kehren wir nun zur Gleichung 


Pd + Qdy =0 oder P + Qy =0 (1) 
Herr, Höh. Mathematik, 11, 3. Aufl. 39 N 


x 
En f 
N 








: 


zurück, ARE welche Form jede Differenzialgleichung ter Ordnang ge- a 

bracht werden kann. Es ist möglich, dass man in dem ersten Theile B 

dieser Gleichung unmittelbar das vollständige Differenzial einer Funk- ER 

n w—=fF(x, y) von x und y erkennt, d.h. dass Pdx + ey EEE: DE 
; das allgemeine Integral der Gleichung: 


Pdx + Qdy = dF(x, y) = 0 Kr 
en „ist dann offenbar F(x. y)—= (, wo C die willkürliche Constante. So 
=: würde z. B. der Gleichung ydz + xdy = 0, wie man auf den ersten 
Blick erkennt, das allgemeine Integral: xy = (0 entsprechen. 

Der Ausdruck Pdx + Ydy kann jedoch auch -das vollständige 
= Differenzial einer Funktion u —= F(x, y) sein, ohne dass dies sogleich 


































in die Augen fällt, was jedoch nur dann möglich ist, wenn die Coeffi- = 
cienten P, & der Bedingungsgleichung | 


z se dP do a 


Genüge leisten. Denn soll identisch 





=: d lu x 
. Pax + Qdy — du —dF (a, y)— de + 7 Ay : 
a . da d | IPeNe 

Be sein, so muss P = Zn Ar m sein; dann ist aber Per da 
i ar = Er aus welchen Gleichungen die (2) unmittelbar folet En: 
SER de dedy' | 1n8 / — 2 
20... [Vgl 8. 330]. Be 


Im Falle nun die Bade online der Integrabilität (2) er- nz 
füllt ist, kann das Integral der Gl. (1) d. i. die Funktion u F(e, MEER: = 
jederzeit leicht ermittelt werden. Beachtet man nämlich, dass P der 
ne: Differenzialquotient der Funktion « ist, nach x genommen, so wird 
en man offenbar alle Glieder von « wieder erhalten, welche von x abhängen, 
En indem man Pdx nach x integrirt. Man hat daher 7 


= | Pia + 340 


e wo Y den blos von y abhängenden Bestandtheil von u bezeichnet, also 


kein x enthält; hieraus findet man, nach y differenzirend: ve 


: du dd . EIER 
. dy  dy Dyas 


BR zweite Theil dieser Gleichung kann x nicht enthalten, da ja 
Voraussetzung nach Y frei ist von &; in der That ist der Differenzial- _ 
_ quotient des 2teu Theiles, nach x genommen, zulalge der Gl. (2), gleich 
3 Null. Aus der letzten = folgt nun: 


«‘ 


= wird, wenn rn die willleorliche EG bezeichnet. Das allgemeine: 2 
Integral. der Gl. (1) ist demnach: < a 


on je "in el AP G, Be) 


deren 


3 Auf demselben Wege würde man, von der Glas u=/Qdy+X 
3 ausgehend, 


Qay + ir ayla 10. 


finden, welcher Ausdruck von jenem (3) nicht wesentlich verschieden ist. 
Beispiel, Es sei die Gleichung: 
“ 3 
(8 — 9)" 
ERE 
@= 
somit die Bedingungsgleichung (2) ‚erfüllt. Man — h 


gegeben, so ist Bes — 


ee 


> d 
Be ‚fol lich Ze Pdr =0; 
le Q A 


29% 





r. 
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das gesuchte Integral ist daher: 


Y 








Ile — y) — ==.0; 
ale, 
oder, wenn man /C statt C schreibt: 
le] Yy 
I - =), 
C —Y \ 


Man wird übrigens leicht einsehen, dass der hier in Rede stehende 
Fall nur dann eintreten kann, wenn die gegebene Differenzialgleichung 
das unmittelbare Resultat der Differenziation der primitiven Gleichung 
ist, und letztere zuvor auf eine solche Form gebracht wurde, dass durch 
die Differenziation selbst die willkürliche Constante verschwindet. 


508. Der einfachste Fall, welcher sich bei der Integration der 
Gleichung Pd + Qdy = 0 darbieten kann, ist jener, in welchem sich 
eine Trennung oder Sonderung der Variablen Pre 
lässt, d. i. wenn die Gleichung auf die Form 


Xdx + Ydy = 0 (1) 


gebracht werden kann, wo X und Y — wie im Folgenden immer — 
Funktionen bedeuten, von welchen die erste nur x, die zweite nur % 
enthält. In diesem Falle reducirt sich die Aufgabe, wie man sieht, 
auf blosse Quadraturen, d. i. auf die Integration von Differenzial- 
formeln mit einer einzigen Veränderlichen. Als Integral der Gl. (1) 
hat man offenbar 


| Xdx + | vay SH 


Die allgemeinste Gleichungsform, welche die Trennung der Veränder- 
lichen unmittelbar gestattet, ist: 
Xror HR Vu la ; 


Durch Division mit YX, verwandelt sich dieselbe in: 


X 3% 
x dx + = d——. 0% 
deren Integral sofort 
j 7 
y d@ + v% C 


ist. 


























Beisp. Die ı geieheie. leichung sei: 
y(a Wi | 1) de — andy —= 0; : 


durch Division mit 2 geht EreSatnd über in: 





ER TTER, 


Bein welcher die Veränderlichen getrennt sind, und durch Integration 
beider Glieder folgt: 


nd al iz 


“ 
ne 


wu 





B5 


« 
r 


15 


Or 


oder, wenn man — /C statt, C schreibt: 













509. Nicht selten gelingt die Trennung der Veränderlichen mit 
Hilfe der Substitution neuer Variablen. Ein bemerkenswerthes Beispiel 
 hiezu bietet zunächst ‚lie een lineare Differenzialglei- 
{ ‚chung Ber Srdnunge: 


* 


Ka ä : > i h ä f r d x 
Er deren charakteristisches Merkmal darin besteht, dass y und er nur in 


der 1#® Potenz, und nicht in einander multiplieirt vorkommen. Da % 
- jedenfalls eine Funktion von x ist, so können wir uns diese Grösse 
| a: Produkt zweier Funktionen von x: « und v, vorstellen. Setzen 
wir also y=wv, so wird die Gl. (1): | I 
du X e 


en 4 Xu + x, — 


"(a a 


A aden, dass das Produkt w—y sei; wir können. sie demnach noch 
_ einer zweiten Bedingung unterwerfen, und setzen zu diesem Ende: 


TR er, 
5 


welche Gleichung aber, kraft der voraus ehe 


Fe 


FIRE, 


_ 


_ nothwendig nach sich zieht. Diese beiden Gleichungen dienen nun zur 3 


Bestimmung von vw und ©. = I 


Aus der ersten, welche die Trennung der Veränderlichen zulässt, 


folgt sofort: . — — Xdr, und durch Integration w + CO = —|Xdx, 
wenn man die Integrationsconstante in der Form IC beifügt; somit “2 


1 -fXde 
DEZ 3 . 


z 


wenn man den oben für 2 erhaltenen Werth substituirt und integrirt.: 


u Kr. & Xear 


— 


wo (’ wieder eine willkürliche Constaute, 


Hiemit erhält man nun als Integral der Gl. (1) ® 


—_(Xd: ERTL NEE er 
(fee, 


A wo in der Klammer statt der willkürlichen Grösse @ einfach © ge- 


schrieben ist. ee REIT Ee are 


beis.p: 


Er De idjep ist: 


ci 


is Bir 
ei Zr een [öleliche en 





ee 
di — 2?) dy + wyda — ade — 0; 


[ER Sta a) VI—aR, Ber 


IE dx 
a = el rpm 
Era 


2" 


| re 


k —% 


Yy= a N an 


u 


Dieses ‚Verfahren ist auch auf die allgemeinere Gleichung 
= F f . =” A . 3 
vH ne 


‚anwendbar, in welcher x eine beliebige Funktion von %, und Y’ deren 2 = 
= ‚Differenzialquotienten (mach y) bedeutet. Denn unter dieser Voraus- 
Ss ae ist: Ge Bra 


x 


—, 


= : ar un dd 
eu ray an. t=-de! 
and somit die Gleichung (3) übereinstimmend mit 


® 


= 
: ae RN 20, 
welche Gleichung Tieseipe Form hat, 


wie a), und demnach die Ent- 
ckelung des Werthes von Y auf dem oben betretenen Wege unmittel- 


r gestattet, Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist daher: 


: = a (a ine a). 


® \ Auf di RE (3) lässt sich auch die Gleichung 


day Re Le 
a 





bringen, und demnach auf gleiche Weise integriren. Durch Division 
i } e e - ao 
mit 4” verwandelt sich nämlich diese Gleichung in: 


=. X 


m da 2% Yu Be 


et 
so wird NE 


setzt man nun Y = 
yrıi Y yr 


wodurch die letzte Gleichung in folgende: 


m—1)IX—- (m — X =0 


übergeht, welche mit Gl. (3) der Form nach übereinstimmt. 


510. Bei den sogenannten homogenen Differenzialgleichungen 
können die Veränderlichen durch Einführung einer neuen Variablen 
jederzeit getrennt werden. Die Gl. Pdx + Qdy = 0 heisst homogen, 
wenn P und Q homogene Funktionen von x und y sind, d. i. wenn die 
Summe der Exponenten von x und y in allen Gliedern von P und O- 
dieselbe ist. In Folge dieser Eigenschaft kann nämlich jede homogene 
Gleichung des 1°" Grades auf die Form: | 


gebracht werden; setzt man nun 


y— at, dy — xdt + td, 


so geht diese Gleichung über in: 


adt + [+ PO] de = 0, 
oder 
di 
un ag 
= ro) 
in welcher Gleichung die Veränderlichen getrennt sind, 
allgemeines Integral: 


dt | 
8 + u) 
TORE 
ist. 

Beisp. Es sei die homogene Gleichung 


(ay — 2)dy-+ (as -F%) Br 
zu integriren; mittelst obiger Substitution verwandelt sich 
folgende: SE | 








(at — 1) di ade 
2 +1 DR 





deren Integral sofort 
Jallt? +1) —arctgi ae = C 


ist. Schreibt man /C statt ©, so erhält man nach leichter Reduction 
durch Vereinigung der logarithmischen Glieder und Wiederherstellung 


des Werthes von t= 





1 Y 
l == "ar6cte 2 ,‚ oder 
a X 


arctg y 


1 
Vx? = y? = (le B i 
als allgemeines Integral der vorgelegten Gleichung. 


Bisweilen gelingt es, eine nicht homogene Differenzialgleichung 
der ten Ordnung durch eine geeignete Substitution neuer Variablen 
in eine homogene umzuformen, auf welche sodann die eben vorgetragene 
Integrationsmethode angewendet werden kann. Dies ist der Fall bei 
der Gleichung: 


+y tk + fe ty thdy—0, (2) 

in welcher P und @ lineare Funktionen von & und % sind. 

Setzt man nämlich e=&+c, y=n+ Pf, wo & und n die 
neuen Veränderlichen, so kommt: 
(tin tat +) + Em ++ +NMmM—0, 
welche Gleichung sich sofort in die homogene Differenzialgleichung:: 

(a& + Dm) dE + (fE + 9) in = 0 

verwandelt, wenn man die beiden Constanten «&, $ aus den Gleichungen. 

| ac + +e—=0, fe tg +h—=0 


bestimmt. Diese Bestimmung ist immer möglich, den Fall ausgenommen, 


b 
wenn ag — bf=0, oder. = E — %k wäre, weil dann « und ß un- 


endlich würden. In diesem speciellen Falle erhält aber die Gl. (2) 
die Form: 


(fe + gy) (kdx + dy) + cdz + hdy —= 0, 
und geht durch die Substitution: fx + 9% = z über in: 
(e + A) de + [ig Ne +9 — io, 




















in welcher Gleichung sich die Veränderlichen, durch Division mit dm 
Faktor von dx, trennen. 


51ll. Wir haben in $. 507 gesehen, dass die Integration der 
Gleichung 


immer möglich ist, wenn die linke Seite derselben das vollständige 
Differenzial einer Funktion « — F(x, %) = ( ist, in welchem Falle 
dieselbe identisch ist mit 


du du 
de + — dy —=0. 2 
da 2 yo | (2) 
uud er 
Es kann aber geschehen, dass die beiden Grössen RS, einen gemein- 


schaftlichen Faktor besitzen, nach dessen Unterdrückung erst die 
Gl. (1) aus der (2) hervorgeht, wo dann die erstere aufhört, ein voll- 
ständiges Differenzial zu sein, und der Bedingung der Integrabilität 
nicht mehr Genüge leistet. 


Hätten wir z. B. in dem in Ss. 507 benützten Beispiele den gemein- 


1 
schaftlichen Faktor Be weggelassen, so würde die Gleichung: 
2 | 


xde — (22 — y) dy — 0 


kein vollständiges Differenzial mehr sein, die Bedingungsgleichung 


dP 
dy Y dx 
tretenen Wege nicht gestatten, 


Es käme also darauf an, den Faktor, welcher die Gl. (1) zu einem. 


vollständigen Differenzial macht, wieder herzustellen, um dann ohne 
Weiteres nach $. 507 integriren zu können. Ein mit dieser Eigen- 
schaft versehener Faktor heisst ein integrirender Faktor. 

Man kann leicht zeigen, dass, wie immer die vorgelegte Differen- 
zialgleichung entstanden sein mag, ein solcher Faktor jederzeit existirt. 


Denn gesetzt, es sei der Ausdruck Pde-+ Qdy in (1) ein unvollständiges 


Difterenzial,, und. u, = fx, y) == C, oder yzahE 0, das alleee 
meine Integral der Gl. (1), so folgt, durch Differenziation der Gl. 


“= F(&, y)—=(, die Gl. (2), und man erhält durch Elimination von 


- 


5 
ei aus den Gleichungen (1) und (2) 


._ 


du du 
dx ya dy (8) 


Pre De 


Pdx + Qdy —= 0 | | (1:3 


I : 
N 2 nicht erfüllen und daher die Integration auf dem dort be- 


p 


RUE 


ARE, Bir En 








2 Diese Gleichung kann aber nur eine identische sein, wenn man 

£ bedenkt, dass der Werth „= f(x, C), weil er der Voraussetzung nach 
den Glen. (1) und (2) Genüge leistet, auch die (3) erfüllen muss, da 
BE: ja letztere nur eine Folge von (1) und (2) ist. Könnte man daher 
. aus (3) einen Werth von y in Funktion von x, y=g(&) ziehen, so 
> müsste identisch p(x) = f(x, 0) sein, und zwar für jeden Werth 
| der willkürlichen Constante C, was absurd ist. setzt man daher 







ae du | Be A, so hat man identisch: 

er dw 

es du / dis 

re ob, ne } 

Be | dx dy Ü 
| 3 du du 





APdx + AQdy = — dx 3 ad 


da 
: woraus erhellt, dass A ein integrirender Faktor ist, welcher den Aus- 
druck Pdx + Qdy in ein vollständiges Differenzial verwandelt. 


jeder Ausdruck von der Form Ar (w) ebenfalls ein integrirender Faktor, 
wo ıb(u) eine willkürliche Funktion von « bedeutet. Denn aus der 


- letzten Gleichung folst: 





 render Faktor sein, so muss 





Ber; :  LPdx + LOdy — = du 


L 
‚ein vollständiges Differenzial werden, wozu erfordert wird, dass — 7 —v(m), 
= also L= Aw(u) sei. 
Say Was nun die Ausmittelung des integrirenden Faktors betrifft, so 
‚steht uns zu diesem Zwecke direkt nur die Gleichung: 
Be ., derbe 
Be I 


Er) 





& oder ‚gehörig entwickelt: 


Es dA d.P dA dd) | 
SP dy dy dx ar @ 
= zu ne welche eben aussprieht, dass der Ausdruck Pd« + Qdy 
ee in Gleichung (1 ) durch Multiplieation mit A ein completes Differenzial 
werde. Diese Gleichung ist aber, weil von partiellen Differenzialien 


_ abhängend, in der Regel viel schwieriger aufzulösen, als die vorge- 


es 


dx 






Hat man übrigens einen integrirenden Faktor A gefunden, so ist 


lu 
Pdx + Qdy —= ._ soll nun Z ein integri-. 
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legte (1), so dass sie im Allgemeinen nicht mit Erfolg benützt werden 
kann. Nur in besonderen Fällen, wo die Umstände eine gewisse Voraus- 
setzung über die Natur des integrirenden Faktors zulässig machen, 
kann die Gl. (4) zur Kenntniss desselben führen. 





Setzt man z. B. voraus, dass der integrirende Faktor von % nicht E: 
11 E 
abhänge, so ist 2 — 0, und die Gl. (4) geht über in: 4 
AR, & 2), ä 
da u. .\dy da)’ | 
verschwindet nun % aus dieser Gleichung, so ist die Voraussetzung 
gerechtfertiget, und diese Gleichung liefert zugleich den integrirenden 
Faktor; man zieht nämlich daraus: 
daB2.00 AP :do) 
dl.’ .dy de dy da | 
ee a da Me OR: see (5) 
: i di a 
Ebenso verhält es sich, wenn die Voraussetzung ix —:.0: zur 
Folge hat, dass die Gl. (4) von & frei wird. 
Dieser Fall tritt z. B. ein bei der linearen Differenzialgleichung = 
der 1% Ordnung: e 


(y+tX)dae+dy=Dd0, (6) 
welche wir bereits oben [$. 509] auf anderem Wege integrirten. Nehmen 
wir an, dass der integrirende Faktor A dieser Gleichung von y unab- 
hängig sei, oder mit anderen Worten, dass die Gl. (6) durch Multipli- 
cation mit A linear bleibe, so erhält man, wegen P=Xy + X, @=]1, 
mittelst der Gleichung (5) den in der That von y unabhängigen Werth | 


‚Sxde 


Mies j Xdg, oder A= € ; durch Multiplication mit dieser Grösse 


verwandelt sich die Gl. (6) in folgende : 


Xdz 2 Ndx 
ey ne 
welche augenscheinlich der Bedingung der Integrabilität entspricht, 
und sofort die Anwendung der Formel (4), $. 507 gestattet. Man hat 


Yax Xd. Ndi Xd; 
nämlich Be Br $ somit f00y = (e’ a Er 


ST, NXdx 
7. Joa = vxe"‘ ; und 








ni ee en En a N nt A Re FR FE DNS BER FE 
KEN DEZ EN A Sy er ah 
er Br TEN Ban = Ne au Ahern 5 ve ee nF ’ \ 
’ y a] KERLE M + 


X s DE 
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jIr-ijele- 


Xdx Nax s Xdx 
—||\e* Ru EX) vXe | de— |[x,e" dw; 
hiemit ergibt sich 


fxd. 


SIdv Ü 
e eh 


+] X,e€ 


als allgemeines Integral der Gl. (6), übereinstimmend mit Gl. (2), 
$. 509. | 


Y 


512. Auch bei homogenen Differenzialgleichungen lässt sich 
* der integrirende Faktor jederzeit angeben. 
Ist nämlich U= F(x, y, 2,...) eine homogene Funktion vom nt" 
Grade einer beliebigen Anzahl von Veränderlichen, und 


dU —= Pdx + Qdy + Rde +... 


das vollständige Differenzial derselben, wo P, Q, R,... die partiellen 
Differenzialquotienten von U nach x, y, 2.... bedeuten, so ist vermöge 
des in $. 323 bewiesenen Lehrsatzes von den homogenen Funktionen: 


n"U=Pk + Qy-+ Rz +... 
Es sei nun Pdx + Qdy = 0 eine ‚homogene Differenzialgleichung 
und A der integrirende Faktor, so ist: 
APdx + AQdy = 0 —= dU 
ein vollständiges Differenzial einer Funktion U = (Ü von x und 9. 


Setzen wir nun A ebenfalls als homogen voraus, so folgt aus der letzten 
Gleichung mit Rücksicht auf obigen Lehrsatz : 


Pr +iQy=(n + I)U, 
wenn n der Grad der homogenen Funktionen AP und AQ. Durch 
Division beider Gleichungen ergibt sich: 

Pdx + Qdy dU 

TE ET En 
und da die rechte Seite hier ein vollständiges Differenzial ist, so gilt 
dies auch von dem Ausdrucke linker Hand, woraus folgt, dass 


A 





1 
— Pr E07 ein integrirender Faktor ist. 
Beisp. Der homogenen Differenzialgleichung : 
(x? — y?) de + 22y dy = 0 


er ee? 
ee a ee 








entspricht der integrirende Faktor A Fi a ee. = ı en 
Durch Multiplication mit demselben, wird unsere Gleichung 
ve — y2 
x (2? + 9?) 
ein vollständiges Differenzial, und man findet mittelst des in 8. 507 
'gelehrten Verfahrens ohne Schwierigkeit: 2° + y?—= 0x als allge- 





de + — -— dy = 0 
very 


meines Integral. Zu diesem Resultate würde man aber einfacher mit- 
telst der Substitution y== xt [8. 510] gelangen, durch welche die 


Trennung der Variabeln bewirkt wird. 


513. Betrachten wir nun Differenzialgleichungen der 1! Ordnung 


von höherem Grade, d. i. solche, in welchen die Differenzialien 


ae - 5 dy ; N 
dx, dy, oder der Differenzialquotient Fe y in höheren Potenzen er- 
de - | 


scheinen. Die allgemeine Form einer Differenzialgleichung der 1!" 
Ordnung vom n}® Grade ist: 


dy\" Ve Ay dı 
nr 


de dx 


wo U, Oy,.... Un Funktionen von x und y. Der ‘unmittelbare Weg, 
um zu dem allgemeinen Integral dieser Gleichung zu gelangen, wäre 


dy Ge 
-——, In der “That, sind =, ,7%,, u 


die Auflösung derselben nach Ugs 


39 eo U 


die n Wurzeln derselben, so ist sie bekanntlich gleichbedeutend mit 


dy dy dy dıy a = 
(> TEE “) = ee ".) = SE Us) Te Ben er sl ZN er (2) 


jeder Werth von %, welcher einer der Gleichungen : 


dy dy ; dy 


ı > 


Genüge leistet, genügt daher auch der Gl. (1) und ist folglich ein. 


Integral derselben. Hiedurch ist die Integration einer Gleichung vom 


nr Grade zurückgeführt auf die Integration von n Gleichungen des 


1° Grades. Sind nun 
N ER RE PL 3 IRA 


die Integrale der Gleichungen (3), so ist 


RER SH S SER ARE > es 





MT RITWTN 9) (3) 
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das allgemeine Integral der Gleichung (1), denn diese Gleichung um- 
fasst offenbar alle Werthe von y, aber auch nur diese, welche der 
-Gl..(1) Genüge leisten. 


Man kann übrigens sämmtliche willkürliche Constanten ©, , O,,... On, 
welche in den einzelnen particulären Integralen erscheinen, mit dem- 
selben Buchstaben bezeichnen, und die letzte Gleichung, unbeschadet 
ihrer Allgemeinheit, in der Form: 


SE IE re EL A 


darstellen, weil man offenbar, wenn man diesem einen Buchstaben 


alle möglichen Zahlenwerthe beilegt, sämmtliche  particuläre Integrale 
erhält, welche jeder Faktor zu liefern fähig ist. Es liegt übrigens 
auch in der Natur der Sache, dass das Integral einer Differenzial- 
gleichung 1° Ordnung, gleichviel von welchem Grade, nur eine will- 
kürliche Constante enthalten kann. 

5 . (WW 

Beisp. Die gegebene Gleichung sei: 6 — a? =0; durch 
Auflösung derselben erhält man die Gleichungen 1!" Grades: 


dy — ade —=0, dy + ade —=0, 
deren allgemeine Integrale | 
| | y—-— x Htt=09,yra+Ct=0 
sind. Das Produkt derselben: 
(y Di 338 —_ gar? — 0 
ist somit das Integral der vorgelegten Gleichung. 


Diese Methode, so einfach sie ist, begegnet jedoch häufig jenen 
Schwierigkeiten, mit welchen die Auflösung höherer Gleichungen über- 
haupt verknüpft ist, daher wir noch einige für specielle Fälle brauchbare 
Methoden kennen lernen wollen. 


Es möge nur noch bemerkt werden, dass die Integration der 

Gleichung (1) sehr einfach ist, wenn U,, U,,.... U, sämmtlich con- 
da ; 

stante Grössen sind. Denn dann ist offenbar auch aa eine CONn- 

stante Grösse, folglich y == ax + ©, wo C die willkürliche Constante; 


—Ü dı 
-substituirt man den hieraus folgenden Werth von a = — statt = 


in (1), so hat man das gesuchte allgemeine Integral. 


2 


ee. 


% 


ne 
Verde tr 
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514. Häufig wird man die vorgelegte Gleichung leichter nach % 





N 2 dy \ 
oder nach x aufzulösen im Stande sein, als nach 396 und hiedurch 
x 


zu einer der beiden Gleichungen 


9 —=fR: y».oderz ef, 


gelangen. Die Differenziation einer oder der anderen dieser Gleichungen 


führt augenscheinlich zu einer Differenzialgleichung erster Ordnung 


und 1% Grades beziehungsweise zwischen & und % oder y und y. 


Kann man nun diese integriren, so erübrigt nur noch die. Elimination 
von y aus dem erhaltenen Integrale und der gegebenen Differenzial- 


gleichung, um das Integral der letzteren zu erhalten. 


Einige Beispiele mögen zur Erläuterung des Verfahrens dienen! 


Iy\® E 
i) Die gegebene Gleichung sei: El — 4y ==0; hieraus folgt 
( & 
195, da 3 IR REN RL -TLIN er 
Vz: ee d. ir y Nr oder du = yay, eine 


‘ 


$ 5 RE j f- 2 
Gleichung, deren Integral ist: Ed 2 + 0, oder y? —= 5 0% + 06, 


wo C die willkürliche Constante. Aus dieser Gleichung und der gege- 


benen %’ eliminirend, erhält man: 


>) 3 
ke ax + 0) re 


als Integral der vorgelegten Gleichung. 


2) Die Curve zu finden, für welche das aus dem Ursprunge an 


irgend eine Tangente der Curve gefällte Perpendikel —= a ist. 


Die Gleichung der Tangente im Punkte x, y der Curve ist: 


dy 








ee 


n— y= 16 x) = y(5 — x); das vom Ursprung auf diese Tan- 
( 
gente gefällte Perpendikel wird ausgedrückt durch —- ERLR ‚IS: 17514 
yi +%° 


folglich ist, der Bedingung der Aufgabe zufolge: 
Y—EY 


VIT: m —a oder y— ay=ayı+ty” 
Y 


(2) 


die Differenzialgleichung der gesuchten Curve, welche wir zu integriren 


haben. 
Durch Differenziation derselben erhält man: 


== ie “ vom): 


ae 
. “#) e 1 
= Ki 

er a ET MR ee 
x IR - a EEE 





465 


welche Gleichung in die beiden folgenden : 
% dıy' ay 
A oO : und & + ————————( (m) 


zerfällt. Aus der ersten folgt y = C; dieser Werth in die gegebene 
Gleichung substituirt, gibt: 


y-ctıfit®@ (n) 
als allgemeines, weil mit einer willkürlichen Constante versehenes, 
Integral der vorgelegten Gleichung. Die gesuchte Curve ist daher 
eine gerade. Linie, welche von der Ordinatenaxe ‘das Stück a seca ab- 
schneidet, wenn «@ den ganz willkürlichen, mit C durch die Gleichung 
tg —= C zusammenhängenden, Neigungswinkel der Geraden gegen die 


Abscissenaxe bedeutet; ein durch einfache geometrische Betrachtung 
leicht zu bestätigendes Resultat. 


D u (2 & 
Aus der zweiten der Glgn. (m) folgt aber „= + Vo woraus 
a?— x” 
en a a Er 
sich noch VIE Wen Be — — - — _— ergibt. Substituirt man 


BE u Va? — x? 


diese Werthe in die Gl. (2), so erhält man ein zweites Integral dieser 
Gleichung: 


2 re 
x + ya), 
welches, weil mit keiner willkürlichen Constante versehen, und aus 


‘dem allgemeinen Integrale (») auf keine Weise ableitbar, eine beson- 


dere Auflösung der Gleichung (2) ist. Es drückt einen Kreis vom 
Halbmesser a aus, welcher augenscheinlich der Bedingung der Auf- 


gabe gleichfalls Genüge leistet. Dieser Kreis ist nichts anderes als 


die einhüllende Curve sämmtlicher durch die Gl. (») ausgedrückten 
Geraden, wie man sich leicht unmittelbar überzeugt, wenn man aus 
der Gl. (») und ihrem nach © genommenen Differenzial, C eliminirt. 
(Vergl. $. 380). 


515. Die Gl. (1) im $. 513 Jässt sich immer ohne Schwierigkeit 
integriren, wenn sie in Bezug auf x und y homogen, d.h. von 
der Form: 


dy n Y dy n—1 (2) (ee | (’)- 
Der ee + te) 


ist. Setzt man nämlich y = xt, so erhält diese Gleichung die Form 


F(y, &) = 0, aus welcher man 
Here, Höh. Mathematik, I. 3. Audi. 30 





"; 





Yy ar oder ern 


h dt 
zieht. Non ist dy = xdi 4 td, oder u man ze L; woraus 


dt 
SI NNURLDE SA a 
Fe 


folgt, wodurch die Aufgabe auf Quädraturen Arnelkeefähtt ist, weil 


das Integral rechter Hand mittelst einer der Glgn. (m) von einer ein- 


zigen Veränderlichen Z oder %' abhängig gemacht werden kann. u 


ersten Falle ergibt sich ein Resultat von der Form lx = v(t) +0, 


welchem nur noch ar zu setzen ist, um das Integral der dei 2 
x 3 


N: 
“ 


Er, 
Be 
gr 


chung (1) zu haben; im zweiten Falle erhält man die Gleichung x = 


ve —= ib (y) + C, deren Verbindung mit (1) durch Blimination von y 


‚das gesuchte Integral darbietet. | 
Beisp. Es sei die homogene Gleichung 
u as + %: yy 
Var? + y% 


gegeben, so verwandelt sich dieselbe mit Hilfe der Substitution 9 y= ri in 


Vıry? 


ee i = 
Vı+y? ee 


aus weleher yY—=it ERVa+E +1? folgt, wenn der Kürze wegen 


gesetzt wird. Dieser Werth in die Gleichung y' —.. a sub- 


stituirt, gibt: 
dt Te 1 | — | 
N ee . somit 2 = + - 1 + Ya +1?) +6. 
x k Va r 12 k 3 


! r | 
Durch Wiederherstellung des Werthes von = folgt hieraus 


| BURN 
+21 + Var) re 


als allgemeines EAN der a a welchem man auch 


die Form 
y YV % r) 





geben kann. 

















2 516. FR dem bisher oralen ist zu ersehen, dass Diffe- 

"renzialgleichungen erster Ordnung nur dann unter allen Umständen . 
2  integrirt werden können, wenn sie linear oder homogen sind. Fällt 

BR die gegebene Gleichung nicht unter eine dieser Formen, so gelingt die 

ar Integration in geschlossener Form nur in besonderen Fällen durch An- 

R _ wendung von der Form der Gleichung entsprechenden Kunstgriffen, in 

der Regel in der Substitution neuer Veränderlichen bestehend, worüber 

sich allgemeine Vorschriften nicht geben lassen. 

Als letztes Mittel steht uns die Integration durch Reihen 
zu Gebote, d. h. die Darstellung des Integrals in Form einer unend- 
- lichen Reihe, welche, wenn sie brauchbar sein soll, nothwendig con- 
- _ vergiren muss. Gesetzt, es si y—=f(xz) + (€ das allgemeine Integral 
i der Differenzialgleichung 1° Ordnung: 


Ex | = | 
® s FF (2 Gr 0% | 1 
FR Rz, | (1) 
und die Funktion /(x) lasse sich in eine nach Potenzen von x oder 
allgemeiner von x — x, fortlaufende, convergirende Reihe entwickeln, a 
so muss diese nothwendig mit der Maclaurin’schen Reihe überein- Eee 
stimmen, und man hat daher [$. 344, Gl. (5)]: 





© Mar | Es. 
x ie 7 X ) m er 
CN rer ua ra ey. 
Die Gl. (1). bietet den ersten Differenzialquotienten: | Sn 
Sr £ ER 

Be „= y) 

= in Funktion von z und y dar, aus welchem man durch fortgesetztes 


 Differenziren die höheren Differenzialquotienten : 


re) een DE. | 
5 entwickeln kann. Ist nun Y jener Werth, den die Funktion f(x) für 
- &=3%, annimmt, und welcher, da man ja die Funktion f(x) vicht 
Er ‚kennt, sun bleibt, so hat man f(%,)=Y, und: 


“= 2 (a) ui Ka, 405 (R) = Y dt. (2) —(&, Yo)-r-: 
Be womit : B 
N yzntR@— %) PR %) rt Ä 
ern t.. ® 





1.9.3 
30* 





. gesuchte Integral ist daher: 





wird. Dies ist nun das allgemeine Integral der Gl. (1), denn dieser 
Werth von y genügt offenbar der Gl. (1) und enthält eine willkürliche 
Constante %,- | 

- Bisweilen lässt sich die erhaltene Reihe summiren, in welchem 
Falle man durch Vermittelung der unendlichen Reihe zu einem ge- 
schlossenen Ausdrucke des Integrals gelangt. Auch kann es geschehen, 
dass die Reihe von selbst abbricht, wenn nämlich, von einem Differenzial- 





quotienten angefangen, alle folgenden = O werden. 
Setzt man voraus, dass das Integral sich in eine Reihe von der 
Form A, +A,2+ 4,2” +... entwickeln lasse, so kann man sich auch 


der einfachen Maclaurin schen Formel bedienen; d. h. in obiger 
Gleichung &, = 0 setzen. Man erhält dann: 
| 2 3 


% , % „ 
IHR naher eee (3) 


WO Po Pos Po; die Werthe sind, welche die Differenzialquotienten, 


vom 1'°" angefangen, annehmen, wenn man darin <=0, y=y, setzt, 
wo %, wieder als willkürliche Constante fungirt. 





Als Beispiel diene die Gleichung: dy — ydı —= e" dx, man zieht 
daraus: 


dy 
N er Bi 
ned del ; ; 
Y=-y+te—yt+2e;, "=" te—=y4+ 3er; u sw; 
yes H)=Htes; PR, HF 2er; pl, Hu F3es- 


Diese Werthe in Gl. (2) substituirt, erhält man nach leichter Reduktion : 





ee 2 ER 3 
y—ly, + ae | +) + a ei 


Die. eingeklammerte Reihe lässt sich summiren , und ist = e’”%; das 


vl +l@ a), 
oder einfacher: | 

y—=(C+e) er, 
wenn man mit C den zu &, = 0 gehörigen Werth von %, bezeichnet; 
übereinstimmend mit dem in $. 509 auf anderem Wege erhaltenen 
Resultate. Uebrigens hätte in diesem Beispiele mit grösserer Bequem- 


lichkeit die Formel (3) benützt werden können, da, — wie man leicht 
übersieht, — für <==0 keiner der Differenzialquotienten unendlich wird. 


| 





Be; : 

: 

SB Statt, des obigen Verfahrens tenienf man sich häufig mit Vortheil 

& der Methode der unbestimmten Coefficienten, Man setze nämlich: 

| 8 YEAR AHT LEE. (4) 
= "wo A,, A,, As, - . . . unbestimmte constante Coefficienten sind und « 


einen gleichfalls noch unbestimmten Exponenten bedeutet. Substituirt 
Er man diesen Werth in die vorgelegte Differenzialgleichung, so erhält 
man eine Gleichung, welche nothwendig identisch sein muss, und 
‚sofort — nach dem Satze der unbestimmten Coeffieienten — die Mittel 
darbietet zur Bestimmung der noch unbestimmten Grössen, Dieses 
| * Verfahren muss aber dann in Anwendung kommen, wenn die Ent- 
; wickelung von % Potenzen von & mit negativen oder gebrochenen 
Fixponenten enthält, weil in diesem Falle die Maclaurin’sche Reihe 


nicht anwendbar ist. 
x Als Beispiel wählen wir die Gleichung: 
(4 X) 
9: - N 
ee und substituiren in dieselbe den Ausdruck (4), so kommt: 


c+ A, (a + 1) + A(a+ 2a" + Ale +3)! +....—0. (m) 
Dieser Gleichung leisten wir Genüge, wenn wir @—1==1, also a —2 
setzen, wodurch dieselbe in 


ARE ee 44,0? eV 


übergeht, und nunmehr 
a 


setzen. Hiemit erhalten wir „= —- 1x? als einen der gegebenen 
Differenzialgleichung Genüge leistenden Werth, welcher jedoch nur als 
Fe particuläres Integral selten kann, weil er einer willkürlichen Constante 


ermangelt. Setzen wir aber « = — 1, so wird die Gl. (m): 
EI AgUL et + 3A 4A +...—0, 
und diese ist erfüllt, wenn wir >, 
Br Be A — 0, I aa Are, —0 
setzen, welehe Werthe in die Gl. (4) substituirt: 
| A; 2 
Be ART: 
& 3 


als allgemeines Integral der vorgelegten Differenzialgleichung geben. 














1 Von-uen Differenzialgleichungen höherer Ordnung 





E zwischen zwei veränderlichen Grössen. ee 
x j 2 ; f ea 

517. Dem in $. 505 aufgestellten Begriffe zufolge heisst eine 
Differenzialgleichung zwischen #wei verähderlichen Grössen von der se: 

5 nt" Ordnung, wenn der höchste in derselben vorkommende Differen- 
€ zialquotient von der »*® Ordnung ist. Eine solche Gleichung kann 
E allgemein durch die Formel: | en 
| . ‚ „ m 1 2 > de 
1 VEYSU SR ya) (1) ER 

dargestellt werden, wo y', y", y",... ‚die Differenzialquotienten von 


y, nach © genommen, bedeuten. Jede Funktion von x, y==(#), welche 

dieser Gleichung Genüge leistet, ist ein Integral derselben. Soll das 

‚Integral einer Differenzialgleichung »'®*Ordnung denselben Grad der 

a Allgemeinheit besitzen, welcher der Differenzialgleichung innewohnt, so 232 
muss dasselbe mit » willkürlichen Constanten versehen sein, und heisst 
e: dann das allgemeine Integral. In der That, ist y= pl(x) eme dr 
= | Gl. (1) Genüge leistende Funktion, also ein Integral derselben, so muss rs 
diese Gleichung durch Substitution der Werthe: 

=) vr. Me 

identisch werden, und ist demnach eine unmittelbare Folge der Glgn. (2), 

deren Anzahl = n + 1. Enthält daher y=Y(x) n Constanten, welche 

in (1) nicht erscheinen, so führt die Elimination derselben aus den 

Glen. (2). nothwendig zur GE (1). In der Möglichkeit dieser Ableitung —_ 

der Gl. (1) aus jenen (2) liegt die Rechtfertigung obiger Behauptung 


/u demselben Ergebnisse gelangt man durch geometrische Be- 2 
trachtungen, ähnlich jenen, zu welchen die Differenzialgleichung 1 


Ordnung Anlass bot. Indem die Gl. (1) in letzter Linie eine Beziehung 
zwischen der :unabhängig Veränderlichen x und der abhängig Verän- 
derlichen % aufstellt, drückt sie, wenn wir &, 9 als rechtwinkelige 


. . . . . . 3 

Coordinaten betrachten, eine Curve aus, welche wir mit Hilfe dieser 

Gleichung construiren können. Es genügt, dies für die Differenzial- 

gleichung 2*° Ordnung : & 

" 2 „ n ER = 
| Key ya y)=0 | OR 
E zu zeigen, da dieselben Betrachtungen sich leicht auf Gleichungen Br 
‘ höherer Ordnung übertragen lassen. Aus (3) folgt durch Auflösung Br 


nach ”: 


Y—=Ule, u 9% 


a 


on 





$ a I 


| Es sei nun FR W ein willkürlich gewählten Punkt, und Yy, 
N reicht: willkürlich gewählter Werth von y, welcher. zu dem rind 
a, gehören soll, so dass wir also zwei Grössen willkürlich an- 
nehmen, nämlich die zur Abscisse ©, gehörige Ordinate Y, und die 
Neigung der Curve gegen die Abseissenaxe im Punkte %yı Y,. Unter 
Bd. eine unendlich kleine Grösse REN, bestimmen sofort die 
SC Ee Gleichungen | 





n 


kr; n +8, x Er 2 
5 —=m,+H96). HEY HE OU 5 
£ j Er wur [4 Z ae ? 
Be BER + 20, u in 5 
einen 2!" und 31°" Punkt der Curve, wo y,, d. i. die Neigung der 
= Curve im Punkte ®,, y,, aus der Gleichung : a 


Yı an Y: -+ On 


folgt und 9% aus der gegebenen Differenzialgleichung (4): 


% U (&o, Yo 9) 
sich bestimmt. Ein 4 Punkt: 
30 
e areibi: sich mittelst der Gleichungen : 

A = Ur + öy” ; Yı Ir na Yı VHS 2 
ein fünfter: | | : 

% Se %, 40, Yy,=9 + Öy 

‚mittelst der Gleichungen : 


ee RO 





% 


—y, 0, 





















U,..8.W: 
Bei dieser Construction sind also zwei Grössen, nämlich die der 
_ Abseisse x, entsprechende Ordinate %, und die Neigung der Curve in ae 
diesem Punkte, %, willkürlich geblieben, und je nachdem man für 
diese beiden Grössen diese oder jene Wertke wählt, erhält man andere 
und andere Curven in unendlicher Anzahl, welche somit sämmtlich 
in der gegebenen Differenzialgleichung enthalten sind, welche letztere 
” eine bestimmte, allen diesen Curven gemeinschaftliche Eigenschaft aus- 
drückt. Sie bestimmt Gestalt und Lage der Curve, sobald man einen 
Punkt, durch welchen dieselbe gehen soll, und die Richtung der Tan- 
 gente in diesem Punkte als gegeben betrachtet. Das Integral der Gl. (3) Se 
ist nichts anderes, als die endliche Gleichung dieser Curven, welche, BR 
wenn sie alle in der Differenzialgleichung begriffienen Curven umfassen = 
soll, nothwendig mit zwei willkürlichen Constanten versehen sein muss. Be 


UN 
x 














- Ein Integral der Gl. (1), welehes weniger als n willkürliche Con- 
stanten enthält, heisst ein particuläres, oder ein singuläres 
Integral (besondere Auflösung), je nachdem dasselbe aus dem 
allgemeinen Integral durch Speeialisirung des Werthes einer oder mehrerer 


willkürlichen Constanten abgeleitet werden kann oder nicht. 


518. Einer Differenzialgleichung »'“ Ordnung entsprechen » Diffe- 
renzialgleichungen (n — 1)!" Ordnung, als ebenso viele 1'° Integrale, 
deren jedes mit einer willkürlichen Constante versehen ist. In der 
That, ist y=g(x) das mit » willkürlichen Constanten behaftete all- 
gemeine Integral der Gleichung n'° Ordnung : | 


4 " 
a, u: Wed, 
so kann man aus den Gleichungen: 


y=ya,y=pya), y =py),- KIT), 
n an der Zahl, na — 1 Constanten eliminiren und gelangt hiedurch zu 
einer Differenzialgleichung der (» — 1)!" Ordnung, welche noch eine 
der n willkürlichen Constanten enthält; der Werth „= g(«) leistet 
ihr, sowie der Gl. (1) Genüge, und da sie von einer um eine Einheit 
niedrigeren Ordnung ist, als die Gl, (1), so wird sie ein erstes Integral 
dieser Gleichung genannt. Nun lässt sich aber diese Elimination auf 
nm verschiedene Weisen vornehmen, je nachdem man die eine oder die 
andere der » willkürlichen Constanten übrig lässt, so dass also » von 
einander verschiedene Differenzialgleichungen (n — 1) Ordnung als 
1'° Integrale der Gl. (1) existiren, deren jedes mit einer anderen will- 
kürlichen Constanten versehen ist. Kann man in einem vorgelegten 
Falle diese n ersten Integrale der Gl. (1) finden, so erhält man offen- 
bar das allgemeine Integral der Gl. (1), wenn man aus ihnen die 
Differenzialquotienten Y, y’, y", .. ., y@-Dd eliminirt. 

So folgt z. B. aus der primitiven Gleichung: 


xy — ar Hy —=0O (m) 

durch zweimalige Differenziation : 
ya+b)+y—a=0, (n) 
yatb)t+2V =0; (p) 


durch Elimination von « und db aus diesen drei Gleichungen folgt die 
Differenzialgleichung zweiter Ordnung: 


[2 (4 ’ 
u" —- Yyy-N)—d, (a) 
deren allgemeines mit den zwei willkürlichen Constanten a und b ver- 
sehenes Integral (m) ist. Eliminirt man aber aus den beiden Gleichungen 





Er y + har =n=0 y” + alay n=9, | 
die 1'° Inte- 


_ Gleichungen führt wieder zum allgemeinen Integrale (m). 

Mn19. Beschäftigen wir uns zunächst mit der Integration einiger 
1a einfachsten Formen von Differenzialgleichungen zweiter und höherer 
Ordnung. 

I. Die gegebene Gleichung sei von der Form: 

Verl); 
Ir Iy da dy 
Y— =. — ER hiemit verwandelt sich die 
Weichung in folgende: 


‚da 2 / ö , ’ 
Y y= — f(y) oder ydy — f(y) dy, 


nun Fey 


5 


1 [) 

Er BE FRE IOR? 
ist, woraus man 
| | 

Ver |) )dy,.d. i. du; = > 
Ve+2jrnan 


erhalt; Durch Dehmaße Integration. ergibt sich : 

















2 dy | 
a a ee, 
vs 3 (ro) dy 


E als allgemeines Integral der vorgelegten Gleichung. 


Ra 


ar Die Gleichung 
y" == f(W) 


_ kann, mit Anwendung der soeben benutzten Umformung von y’ = 


> 


DnE 
Ei auf die det Formen: 


MR SER 


=) may =), 





gebracht werden, Gleichungen, in welchen die Veränderliehen gesond 
und deren Integrale: nn 


HOME Re 

N ae JE: 

sind. Die Elimination von % aus diesen ‚beiden Gleichungen. liefert 
. das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung. | 


Er ro 


IM. Das in den beiden vorhergehenden Fällen angewendete Ver- 
fahren lässt, sich leicht auf Gleichungen von der Form: 


ym — Br BI und a ehe >) 


"gedeckt en 
Wäre z. B/ die Gleichung | 
'— (y") 


” 


dy- 


gegeben, so kann man dieselbe in. der Form FR —= f(y”) schreiben, 


[22 


woraus man dx — EN und 


fa”) 


zieht. Anderseits folgt aus dy — 


und hiemit : 


dy = Y ds 0, de % jr Zn Rn. we 


. woraus 


A (y age. 
I) u 
erhalten wird. Durch Elimination von y” aus den. Mir % > Y erhalte 


Ausdrücken ergibt sich das allgemeine Integral mit den drei wil 
‚lichen Constanten 0, ar O, | 


= GH 0,24 

















Vo + sr A 
ferner hat man: 
| Ä ydy 
‚Vo + 1) 








dy—ydı — 








23 Ds sei die Gleichung : | 
RR, Y) 


egeben so ist dieselbe gleichbedeutend mit der Differenzialgleichung 
1 Peine? 


zwischen den beiden Veränderlichen .x und ,, deren Integration nach 
_ den Lehren des vorhergehenden Abschnittes zu einer Gleichung von 
_ der Form le, y, 0 führt; diese ist gleichfalls eine Differenzial- 
 gleichung 1: Ordnung zwischen x und y, und liefert, integrirt, das 
Bu ueine Integral: der vorgelegten Gleichung. | 


EI In ähnlicher Art behandelt man die Gleichung 


=, y); 


oe. 
he 


{ ‚geschrieben, ist sie offenbar eine Differenzialgleichung 1! Ordnung 


& zwischen den Veränderlichen 9 und y'; das Integral derselben von der 


Form play, C)=9, ist wieder eine Differenzialgleichung 1*° Ordnung 
+  @wischen. e A Y, ie Integration das allgemeine Integral DBR vor- 





1) Die Gleichung an — 4 Y une unter de den I, und man hit Ä 


somit, da hr (a Wdy— j a?y i —! Fe a2? ist, als allgemeines Tieren | 


ER i I 
ne Evoras 2) +0, 
yo+ Fr ; !ay a) C, 


Schreibt man diesen Ausdruck in der lorm: 


Sera 


ay-- VoLay ray — e0 eat, — _ (eis, 
und macht rational, so erhält man 20’e“* ay — (’?e?“”— C, und hieraus 
y— — Let? + Bea, Se 


wo A und B die willkürlichen Constanten ee 


d’y 


2) Für die Gleichung Fre a?y findet man auf demselben. fe 





1 DE 
— are sin +6, 
E £ 


VG 


Ü E | : ? | 3 PR { 
und hieraus: y = — sina(2 — (,), d. i. wenn man auflöst, und die 
a war S ar 


Gonstanten ändert: 
y= Asinax + B cosax.. 


3) Die Curve zu finden, deren Krümmungshalbmesser constant 
(== a) ist. Diese Bedingung wird ausgedrückt durch die Gleichung: 


" 
Y 


welche, nach U, für x und y die Werther 


1 2 \%2 e 
EP)" == oder Yy en = ar y® 3 
) 


> ‚ 


-..dy 
+ 
URN. 
y—4A (1 ae y?)'% ar 
darbietet, aus welchen durch Elimination von vr 
@— 0% + Ga 


SH Gleichung der gesuchten Curve folgt, welche. ‚demnach ein Krei 
vom Halbmesser 4a mit willkürlich gewähltem Mittelpunkte ist. 


Su 
Ar 





Br ee Die Curve zu Anden. East Kram tun Beh bIResser der Normale 
_ proportional ist. Man hat dieser Bedingung gemäss als Differenzial- 
e gleichung der gesuchten Curve: 
1 EN a 
an nen — myYı + y:, oder 
er, te Mmyul, | 
Reiche Gleichung die unter V. betrachtete Form besitzt, und wo das 
g ‚obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem der Krümmungshalbmesser 
und die Normale auf entgegengesetzten Seiten der Curve liegen oder 
auf derselben Seite. Durch die Substitution y" = y' = verwandelt sich 
ER r 7 d 'd ’ N 
€ Bisgelbe in = ah mL je ‚ deren Integral: lOy = + +y?)= 


== 


Yy=(+y”) ? 


ist, Hieraus zieht man: y= „= (Cy) *—1, somit: 














= Br 
| Ve) - | 
wo a undd die willkürlichen Constanten. Für m —=1 und m—2 lässt 


Er sich dieses Integral unter endlicher Form darstellen. Man erhält: 
Für m = 1 mit dem oberen Zeichen: 





ar Fu 
oder, wenn man nach % auflöst : 


$ h ers: 
en b 
RER AEN 


j die Gleichung einer Kettenlinie, deren Axe senkrecht steht auf der 
’  Axe der =, und deren tiefstem Punkte die willkürlichen Coordinaten 
&3=4a,y=b entsprechen. 





die Eleichung eines Kreises von willkorlichem _Halbmesser- EZ FR 

dessen Mittelpunkt in der Axe der x liegt, in dem willkürlichen ne nr 

stande — a vom Ursprunge. - 4 ee 
Für. m == 2 mit dem oberen Zeichen: 


3 dy 

Vv—b. 

a? +40? a 
4b 


z—a—YVb =2 Vo -h), d a 





le 


die Gleichung einer Par abel [$. 235 Naar aka Axe- senkrecht 
steht auf der Axe der x, derer Scheitel in dem willkürlichen Punkte 
| w—ua,y= b N In deren Parameter — 4b ist. 

Für m — 2 mit dem unteren Zeichen: 


] nn 
2 —a re 6 Y er 2.305 


Voyz zw 
3 a=, arcsin 4 A IT: x | 
die Gleichung einer Cycloide, deren Grandlime die Axe der z, Halb. 
messer des Erzeugungskreises — 3b. Man höihge diese Gleichung 
leicht auf die Form der Gl. (2) der Cycloide in $. 242, wenn man 
beachtet, dass are sinu — are cos(— w) — }r ist, und die ‚Grösse 
3b er sı mit der willkürlichen Constante « en Eu 


ee in welchen 4 und die Disrärinlaunkene sr Funktion 
nur in der ersten Potenz und nicht in einander. multiplieirt erscheinen. 


Die allgemeine Form einer linearen Difierenzialgleichung niet Ordnung 
ist hiernach: 3 NE = 2 


VIEL TEURER By + Py=1 1a), (a) 


N RE N EZ die Variable y nicht enthalten, ‚also Funktionen 
von ®, er A sind. Ist f (2) = = u, die ‚Gleichung von ; 
der Form: =: ie ns 


2” b 2 Ku 3 P. Br ee 


































> ohne: zweiten Theil; im 1 Gegenfalle, wenn f(z) von 0 ver- 
hieden ist, eine complete Gleichung (oder mit zweitem Theil). 
ze wird später B- 530] gezeigt werden, dass das allgemeine Inte- 
= der completen Gleichung (1) jederzeit entwickelt werden kann, 2 
- sobald man jenes der redueirten GI. (2) anzugeben im Stande ist, 4 
- daher wir uns zunächst mit der letzteren, als der einfacheren Form 
Ebäftieen wollen. 
Bad 9,5 In: I - ---. Hi Funktionen von z, welche Pr Gl. 








- > 
P > pr 


B- En leisten, d. i. particuläre Integrale dieser Gleichung, so 2 a E 
E- CH = > C,y, + C,y, -F - en C fi E = 3 
Ede Gleichung somit ein ak derselben sein, wenn 0; E 

B Ei, -...C; willkürliche Constanten bezeichnen. Denn, substituirt man 2 
"diesen Werth von y in die GL (2), so verwandelt sich der erste Theil < 
_— derselben, wenn man sogleich nach den € ordnet, in folgenden Ausdruck : = 
mr - C, (y, + 1% age + 24,7 Tor2cr P,y,) j = 
23 E - + C, (4, — Pur 94 Pe — 45 .s P,#4;) he Be Er 
z re + Pe + By +... - + By) Fe & 

= +e “ E Ba HR HE Ba), 2. 
eicher Ausdruck sich sofort auf Null redueirt, weil vermöge der Vor- ei: 

Be ne das 9,, 4» ----, 4 der GL (2) Genüge leisten, jedes der | =e 
_ einseklammerten RER für sich verschwindet. Be 
Er. - Ist man daher im Stande, » particuläre Integrale #,, 4 Y3, --- Ya —g 
Er der Differenzialgleichung a" Ordnung (2) anzugeben, so ist das all- 2 3 
gemeine Integral derselben: 3 
ee; _—=6, +6 +6 w+--..+Cy- e 


, 





- - 521. Kennt man m partieuläre Integrale der redueirten Gl. (2), 
so kann die Integration dieser Gleichung immer auf die Inleprakien 
einer linearen Differenzialgleichung von der Ordnung n — m zurück- 
= Be: _ geführt werden. 

Inder That, ist %, ein particuläres Integral der Gl. (2), so 
-—  seize man: Be 
Be: Br - 
=: v=n|edz, . (e) Fe 


Br > 


3 we eine noch unbekannte Funktion von z; durch Substitution dieses 
en ee Aa (2) erhält man: 







Pin 
‚Se 
TEE WARTE 


al f 


A ei ! 
ERETR 









480 


Yv,® + Py +... + P-ı9 + Pıy,) |2de 


+ 92 + Gs2 4.2.4, AA HD nr 
wo 0%, As ss - - Qu bekannte Funktionen von x sind, nämlich: 
a =h)u + Pa 
2, eh) FR) N + By, 
u. S. W. 


—(, 


Zufolge der Voraussetzung, dass y, ein der Gl. (2) Genüge 
leistender Wertli von % ist, verschwindet aber der polynomische Faktor 


von | zde, wodurch sich die letzte Gleichung in folgende verwandelt: 


2-1) + du) + ds gn3) + one‘ + An—2 £' + Oneı., —(), (4) 
Y, Yı 9 Y, 
welche sofort zur Bestimmung von. 2 dient, und nur mehr von der 
(n — 1)" Ordnung ist; findet man 2,, 295... 2n-ı als particuläre 


Integrale dieser Gleichung, so sind: 


Yı Y% — 9, 2,d, Ya: — »| 2gdX, .. . Yu = ven dx 


die n particulären Integrale der Gl. (2). Kennt man nun noch ein 
zweites particuläres Integral dieser Gleichung, z. B. %,, so gibt sich 
hiedurch ein particuläres Integral 2, der Gl. (4) zu erkennen; denn | 
aus der Gleichung: ! 


d (9 
Dal E dt. slolei 2, — a 
Y5 Yı, 1 5 1 dx Y 3 
und mit Hilfe dieses Integrals wird man nun wieder die Gl. (4) auf 
eine andere von der (n — 2)" Ordnung zurückführen, indem man 


€ 








2, | oda setzt. Auf diese Weise fortfahrend, sieht man leicht, dass 
jedes der gegebenen m particulären Integrale der Gl. (2) dazu dient, 
um den Ordnungsexponenten um eine Einheit herabzudrücken, so dass 
man schliesslich zu einer Gleichung von der Ordnung (n,— m) gelangt. 
Sei z. B. die lineare Differenzialgleichung 31° Ordnung gegeben: 


% 


a ley" — all — 3) y" — ay +y—=0, Ä (m) 
welcher, wie man sich durch Substitution leicht überzeugt, die beiden 
Werthe: { 


E07 


| 1 
Re re: 


Genüge leisten. Mittelst dieser beiden particulären Integrale kann man 
nun die Gl. (m). auf eine andere 1! Ordnung. zurückführen, deren 








B = Integral sodann das noch fehlende dritte particuläre Integral darbietet. 
Ei _ Setzen wir zu diesem Ende y — y,| de = u | zd, so verwandelt sich 


F- durch Substitution dieses Werthes die Gl. (m) in folgende: 








x” Inz” + x(6le — 1) 2 + 3(2ie — 1)2—=0. (n) 
Ein Integral dieser Gleichung ist sofort: 
An A 
Aade\y)aeNal 2 
- wir setzen daher 2=2, |vde = — 3 | van, und erhalten durch Sub- 


stitution dieses Werthes in die Gl. (n): 


1 dv w 
Is.0 — ©» —0 oder K — —=-, 
R A % 


_ eine Differenzialgleichung 1!® Ordnung, welche durch Trennung der 
dv 


- Veränderlichen die Form re annimmt, woraus folgt: 
v cl 


v 





d 
E: iv > (ie), d.i.v— In; 


hiemit wird nun das zweite particuläre Integral der Gl. (n): 


E h | 2 BL Ic 
Be ET er BUT mn Bde —2 al 


Be: mit der willkürlichen: Constante verbindet. KEindlich hat man für das 
dritte particuläre Integral der Gl. (m): 


: l Ix i 
„9 |,de—e| a da lt. 


/ 


Das allgemeine Integral der Gl. (m) ist daher: 


Bi C 
ku er y=(Üt-+ 25 + (ix. 
en, 522. Da man keine allgemeinen Methoden besitzt, nach welchen 


die Integration der reducirten linearen Differenzialgleichung »!* Ordnung, 


wenn die Coefficienten P,, P,, P,, ... Pı beliebige Funktionen von & 
bedeuten, ausgeführt werden könnte, so erübrigt nur die Betrachtung 
besonderer Fälle, in welchen eben die Beschaffenheit der Coefficienten 
die Auffindung particulärer Integrale gestattet. 

Betrachten wir zunächst den einfachsten Fall, wenn sämmtliche 
Coefficienten constante Grössen sind. Die Gleichung sei also: 
Sl 





wo der constante Faktor 2 auch weggelassen werden kann, da er sich - 


yw at A, yet + A, 402 +...24+ Any + Ay = 0, (1) 
Pr a 2 


und A, ,.Ay, Ass ...., An reell@ Constanten.*) Setzen wir y==e’ , wo 


ß eine noch unbestimmte Constante, so wird y — Ne", y' — 020” , 
ya — Ne yo) — re” und die Gl. (1) verwandelt sich 
durch Substitution dieser Werthe in folgende: 


8 A A et. (2) 


Sind daher 9, ,, 0,,..., 6, die Wurzeln dieser Gleichung, » an der 


Zahl, so genügt offenbar jeder der Werthe 


ed? Aa 5” BERN eOn” 


der Gl. (1) und ist sofort ein particuläres Integral derselben. Das 
allgemeine Integral der Gl. (1) ist dann, vermöge des in $. 520 er- 
wiesenen Satzes: 


ala adr0e  e (3) 

Hat die Gl. (2) auch imaginäre Wurzeln, so erscheinen die ent- 
sprechenden Glieder des allgemeinen Integrals (3) unter imaginärer 
Form, welche jedoch, da wir die Coeftiecienten in (1) reell voraus- 
setzen, nur scheinbar ist, und leicht beseitiget werden kann. In der 
That, sind 6, =a + a N und 9,41 >= 0 > Bye, ein Paar con- 
‚jugirter Wurzeln der Gl. (2), so werden die correspondirenden Glieder 


des allgemeinen Integrals, Kürze halber ver — 7: gesetzt: 
Creed Ze He Or 
— e” [C,(cosßx + isinßx) + Or+1(cosßx — isin x) = 
— e”[C, + Orzı) cos fx + i(C, — CO.) sin Pa]; 
setzen wir nun O, + O,41—= B, i(0, — O,41)=.B, so wird dieser 
Ausdruck: : 
— e"” (B cosßxz + B’ sin Pr), (4) 


wo nun B und PB’ zwei neue willkürliche Constanten sind, für welche 


sich aus den Bedingungen einer praktischen Aufgabe reelle Werthe 


ergeben werden. 
Der Ausdruck (3) des allgemeinen Integrals bedarf einer Modifi- 


kation, wenn die Gl. (2) wiederholte Wurzeln enthält. Ist nämlich 


z.B. 6, =9,, so ziehen sich die beiden ersten Glieder auf das eine: 





*) Wäre der zweite Theil der Gleichung statt mit O0 mit einer constanten 
B 


Grösse — B besetzt, so genügt es offenbar, y=n+ ,; zu setzen, um die 
: N 


Gleichung auf die Form (1) zu bringen. 





u; 











(0, + 0,) O1" — C’e'= zusammen, da die Summe C-+ €, offenbar 
nur die Stelle einer einzigen willkürlichen Constanten vertreten kann; 
hiedurch hört nun (3) auf, das allgemeine, mit » Constanten versehene 
Integral zu sein, und erfordert eine Ergänzung. Betrachten wir zu diesem 
Zwecke 6, und , zuerst als ungleich, und setzen wir 0, —=9N, + e, 
so werden die beiden ersten Glieder in (3): 


h® Bere. e er 
ze + ee = edı* (C, + Ge ) 


2m2 
— BR Auge (' ren )| 


leer.) 


wenn wir nämlich e’” in eine Reihe entwickeln, nd, +0, =D, 
C‚e= D, setzen, wo nun D,, DB, zwei neue willkürliche Constanten 
bedeuten. Dieser Ausdruck leistet jedenfalls «der Gl. (1) Genüge, wenn 
nur 6, und 9, + e Wurzeln der Gl. (2) sind, gleichgiltig, welchen 
Werth auch & besitzen möge. Lassen wir also & in Null übergehen, 
wodurch beide Wurzeln einander gleich werden, so verwandelt sich 


obiger Ausdruck in folgenden; 


Br (BAT EB.r), 


welcher sofort an die Stelle der beiden ersten Glieder in (3) tritt, wenn 


die Wurzel 6, in der Gl. (2) zweimal vorhanden ist. 


Sind drei gleiche Wurzeln, 6 — 0, —= 9, vorhanden, so betrachte 


1 


man zuerst 0, als verschieden von ö, —0,, und’man hat, 9,0, + E 


setzend, für das, diesen 3 Wurzeln entsprechende particuläre Integral: 


Or (B, + Ba) + Cl — er” (B, + Bw + ER 
Ras 22 2 23 | 
Si nee 5 & —? Bin ae 


_— 





— eh? 3.4 OB de 


= eh” |». + Bat te + Er sy 


woeB LrÜ—EB,B,+(l2=EH, ae gesetzt wurde. Dieser 
Ausdruck leistet der Gl. (1) Genüge, wenn 0, eine zweifache und #, + & 
eine einfache Wurzel der Gl. (2) ist, was immer für einen Werth auch 
& haben mag. Lassen wir nun & in O übergehen, wodurch wir 0, als 
dreifache Wurzel der Gl. (2) erklären, so wird obiger Ausdruck : 





‘ 


er (BE, + Ex + Ba?) 





BETEN ZERUT ER AN 





E 4% E. . a x Ele - ei Br F 
Ach . r n I SL EFT N PR, Er Er en a u e 
£- 3 E x f u — Be Be R“ > z 
ü RN - % eier E 7 Kom Ai ern Sun ae 
ER R a EN un = Pa, SET : ® E 
2 ) - ie ab, “ in . n - 
r Be ; N r N - [ 4X Ar. 


Auf diese Weise fortschliessend, gelangt man zu dem Resultate, 2 : 7 
dass eine der Gl. (2) p mal zukommende Wurzel 6 in das allgemeine 
Integral den mit p willkürlichen Constanten versehenen Bestandtheil: 


ne Fa! 








a \ a 4 
e (+02: +0%x° + ...+ Ga) © 
einführt. | er. 
Ist endlich die imaginäre Wurzel « + Ay 1. in der Gl. (2) 3 
p mal vorhanden, so ist, wie man nach dem Vorausgehenden leicht Er 
findet: Bl 5 
ee® cosdx(E, + Er + Er? +... + E_ ar) + ur i 
+ er° sinßz(G, + Ge +6,82 +... + Orrar), RS, 
der von diesen Wurzeln, 2p an der Zahl, herrührende Bestandtheil ee 
des allgemeinen Integrals. 
d? & 

Beisp. 1) ray 0; hieraus folgt für y— e”:9? ei, 
q iS 
8 — +.4, somit ist das allgemeine ‚Integral: y—= (,e* + O,e®. 
d’ı Fe i Es 
2) Er +.0?4y=0;.9? -a?=0.0—=+ aV—1; das allgemeine R 
Integral ist daher, vermöge (4): y— (, cosax + (, sin ax. e 
d’y dy L E 
ee y—=0; 6° —2 DE NED ®_—b, ; 
3) 78 a7, + by=0; 9 ad +b=0; a+ Va?— b 5 
Es ist daher: wenn a?>b:y=0(, ela + Vader 4 O,e Ve: , ER = 
wenn a2 —=b:y—er(0 02; % = 
wenn a? <b:y—el*((,cos& Vo-a:+ O,sineVb —a?). | | 
d’y dy | | | 
4. - 3 324 =.0: 9° 30 Dat) HET: 
) 5 dx ar Y D% B) _ ’ h y Ip 7 eo 
somit y=e’(C, + (0,2) + (ze. = 
523, Ist die lineare Differenzialgleichung von der Form: ; 5 
(a + bx)" yW + 4A,(a + bye ya) + x ; Sn 
+ Alte +... tat) + Any—=O, (il) 
wo a, b, A, A,,-... A, constante Grössen, so setze man: > 
| y-— (a + be)", We: e 
wo & eine noch unbestimmte constante Grösse. Be 


Die Substitution dieses Ausdruckes, sowie seiner Differenzial- 
quotienten: B 


y—=ob(a + be), y„”" —=ala — 1)bla + pre, . = 2: 5 
..yM = ala — 1)(e — 2)... (a — n + 1) "(a + bayern | a 











_ verwandelt die Gl. (1), nach Unterdrückung des allen Gliedern gemein- 


schaftlichen Faktors (a + dx)“, in folgende: 
ala —1)...(e—n+1)b" -+ 
ala 1)... (an t2,AHTEF... +0 Ab + A, =0, (2) 


woraus hervorgeht, dass der Werth 9 — (a + bx)“ der Differenzial- 


 gleichung (1) Genüge leisten wird, wenn wir « eine Wurzel der Gl. (2) 


sein lassen. Diese Gleichung ist nach «@ vom nf" Grade; bezeichnen 


wir daher mit @,, &,, « . &, die Wurzeln derselben, so sind 


KR: 
: (a + be) (a +ber)",..., (a + be)“ 

particuläre Integrale der Gl. (1), n an der Zahl, und das allgemeine 
Integral derselben: 


4—=C,(a-+ ba). +0,(a +b2)® +...+ Ola + be)", (3) 
vorausgesetzt, dass sämmtliche Wurzeln von einander verschieden sind. 
Im Falle gleicher Wurzeln ziehen sich die entsprechenden Glieder 


in (3) in ein einziges zusammen, wodurch (3) aufhören würde, das 
allgemeine Integral zu sein. Der im vorigen $. betretene Weg verhilft 


“ auch hier ohne Schwierigkeit zur Completirung desselben. Ist nämlich 


&, — 0, und man setzt vorläufig @&, = «, + & so werden die beiden 


_ ersten Glieder in (3), wenn man Kürze halber X statt (a + bx) schreibt: 


© x + BE Zeit XaLlO, du 0,X°) =: RT = Gene 
| EURER EX) 
lo ralı rar Se 











1.2 385 
d. i. wenn man ) + 0, =B, (,e—=B, setzt: 
BS(EX)? N B,8(IX)® 
ZERE, |». + 8,1X ee En +... |. 


Bamıte für 2.0: 

(a + be)“ [B, + B,lia + be)]. 
Allgemein, ist , =%,=...=.a, eine pfache Wurzel der Gl. (2), 
so tritt an die Stelle der » ersten Glieder in (3) der Ausdruck: 


(a+bx)"[C, +C,11(a 1 bx)} +0, (la boy... EO, (a +be) 1], 


Sind ferner «@,, «,, ein Paar conjugirte imaginäre Wurzeln der 
Gl. (2), a + fi, wo i=YV-1, so werden die entsprechenden 
Glieder in (3): 

C; xerßi er ERER er XERG, xPp: an On) en 

— X&(O, eBiN 1 C, epilX) EL: 


— X“[0, (cos PIX + isin $IX) + 0, (cos PIX — i sin PIX.)], 









wenn mn & FG =B,(0, = 0)8 —B, setzt: Br 
— (a -+ br)“ [B, cosßl(a + 6x) + B, sin Bl(a + bay]. 


























„39 124 l . 
e Beisp, Ax° Be 4- 160° - ©, + 249 = 0. Diese Gleichung 


dureh 4 dividirt, fällt unter die Form der Gl. ( 1), und es ist für diesen E 
Ball aa EN A ee are die Gl. (2) wird hier- RE 2 
nach: a (a — 1) (a — RT Hla+1 21,20? 0 \ 
1«@+4=0, welcher die Wurzeln 3, 1 und — 2 entsprechen. Das Be: 
allgemeine Integral der vorgelegten Gleichung ist daher: Sb ES h 


= y»(0, + (la) + 0382. ; n 





“ 

? 
Ei 
ke 
N ® 
m 
e 
D 
2 
17, j 
ars 





Br 524. Sind die Coefficienten einer linearen Differenzialgleichung { ER 
Be. Funktionen von « vom ersten Grade, oder ist die Gleichung von 
der Form: | & an 
& | \ (day + D%) y “ °L 5 = z e 
Er ++ DH... + (a + b8)9 tab, &) EIN Son 2 
IR 5 so lässt dieselbe jederzeit particuläre Integrale zu, von=derö.Rorm:sa ya 
w 4 
Yy =) em You, , | (210 
u 
wo V eine Funktion von «, « und w” aber schicklich gewählte Inte- 
grationsgrenzen bezeichnen, welche — sowie die Funktion V — so zu | 5 
bestimmen sind, dass der Ausdruck (2) der Gl. (1) Genüge leiste. Zu 
diesem Behufe substituiren wir denselben in die Gl. (1) und gelangen 
hiedurch, da a: 
gF u y ui 1 C 1% = s ® 
U: \ ve? Vdu; y = 5 Mer Vdu, yo il ; u" ec” Vau Be 
7° > ist, zu der Gleichung: R 
7 I FEN 
. I (U, + Ua) er: Yau — 0, (3) 
wo der Kürze wegen & Tr 2 Be: 
DV" + sw" tr... tat, Be 
% UT, — bw 2 db, wit -- MUER -+ bu + b & 2 
gesetzt ist. Bitelbon wir die letzte Gleichung in der Form: En 
Ir RL = er, 
8 “r D,e= Ydu + e\ U, er Ydu — 0, en 
= Ju’ 2 
” und wenden auf das zweite Integral den Satz der theilweisen Integration. a” 
Ei an, welchem zufolge: - | } : 
3 * «| De” VYdu = ee" U, V = | all N) du 





wandelt 5 sich dieselbe in 1 folgende: 


IT BR ia ER i ® | 
oe U, % +[ a ar. ve A ar, a > 


wi 


0 das Symbol A vv die Differenz der beiden Werthe bedleniee. 


E u‘ 
welche der Bun: En 1 für v—=wW und u = B all und 


d(U,V) 
ANZ Sonn Ai — 0227 (5) 


setzen, und für w und w” solche Werthe wählen, welche der Gleichung 
3 RL 
BE | (6) 

x u! 

Es genügen, d. h. dem Ausdruck e"=U,V einerlei Werth ertheilen. Die 
cl. (5) verhilft nun zur Kenntniss der Funktion V; aus ihr folgt 
E nämlich, durch Trennung der Veränderlichen: 

AS dU, 


v eh 


Felehbn offenbar genügt nett wenn man für « und «” zwei Wurzelu 
Gr une: Hası rt | | | R7 
y 6% A ae euz+U — () (10) 


. Sind nun %,, Ugı Ugı - - .%; Wurzeln der Gleichung (10), k an 5 : 











Er 
Di 
Fr 


e 
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EHI A ST FB 8 
188. Zi DA HT ae ; DT er a ale 
- es Be TE, EN RR 











der Zahl, so kann man der Reihe lt statt w und u” ' setzen; la j 

oder Wa U Ugs ar 3 Ban DR “und erhält auf diese Weise kl, 
particuläre Integrale der Gl. (1), nämlich: N 
RR 207 Sr U R e ge Br) 
Rider 7 - du K 

u, 1 

Us uc+U Mk ux+U DE. 
E 1 Yy Ü = dw, ER 
9577309 Er au, 2 YET Tr Tau a 
7A g, 1, g, IR Er 
welche in der Regel unter sich verschieden ausfallen werden, und 3 
deren Summe: Ä . 
u2 ux+Ü Ernte r U u uc+U = 
y=0)| ——- du+0, ak du ....+ Ca 7 du (11) 73 
u Er u 1 u 1 RER 
1 ı 1 ® ne 
der Gl. (1), vermöge ihrer linearen Form, ebenfalls Genüge leistet. ER 
It k=n-+ 1, so besitzt man in (11) das allgemeine, mit n wil- 
kürlichen Constanten versehene Integral der Gl. (1). Be 


Man kann sich “% posterzori leicht überzeugen, dass der Au- 
druck (11) die Gl. (1) erfülle; der erste Theil dieser Gleichung geht 


nämlich durch Substitution des besagten Ausdruckes und seiner Diffe- Er 
renzialquotienten über in: 5 SE 
U, LS er | Dir 

& | euz+U 2 du a} eurrUt er er 

Ju U, u, ER 

Us D, \ A 

c+U Fr 

+ © | euz+U_ D ° du -F Halt e!x +U dıs 3E 

uU, j 2 Ks 

U 7 1), | er Ss 

+ C- B mes BL + x| ABLE AS a 

vl, a “ > = 


durch Vereinigung je zweier in einer Klammer stehenden Integrale und 


7 | 
mit Rücksicht auf die Gl. (7), aus welcher zy he >= du folgt, siht Tre 


ii) = 

1 3 el 

man diesem Substitutionsresultate leicht die Form: wet 
5 dU : 

C | erg — du Br 

ı ll; 1: da °% = 


Ug IU 1 I ER 
- An ER (» + ) du +...4+ Cr-ı = ER (* x + = du, Be 


in welcher, wie man sieht, die angezeigten Integrationen unmittelbar 


ausführbar sind; hiedurch ereibt sich der Ausdruck: x En 
Üg | Y j 2 i " 5 
er eli® + U + Q, \* + U + ER + 028 eil® A U = (1 2) 























ER ? x Ro Sr E 
dessen einzelne Glieder, in Folge der Bestimmung der Grenzwerthe 


Ur Ugr U; 2.2.5, %;, mittelst Auflösung der Gl. (10), jedes für sich 


_ verschwinden. Uebrigens erkennt man hieraus, dass es nicht einmal - 


nothwendig ist, die Integrationsgrenzen so, wie bisher angenommen 
wurde, zu bestimmen, welcher Bestimmungsweise (nämlich aus Gl. (10)) 
zufolge, jedes einzelne Glied der Summe (12) verschwindet; es reicht 
vielmehr hin, wenn die Summe (12) als Ganzes sich auf O redueirt, 


_ was offenbar der Fall ist, wenn die Ausdrücke 


AR | \” Us 
»£ eu + UN i eu + U ? 


R) 


(a 
Joux + U 
\e 


u, ı l u, 


sämmtlich denselben von 0 verschiedenen Werth RB annehmen, und 


überdies zwischen den willkürlicehen Constanten die Relation: 


Y 
festgesetzt wird; oder, wenn obige Ausdrücke die verschiedenen con- 
stanten, oder mit derselben Funktion von x als Faktor verbundenen 


Suertherh , B,,Be....., DB; , annehmen, und gleichzeitige die Be- 
dingungsgleichung 


ME a I ne A 0 a) 
hinzugefügt wird. 
Die soeben gelehrte Integrationsmethode besteht daher kurz in 


 Folgendem: nachdem man die Polynome U, und U, gebildet, verschafft 


man sich das Integral: 


U 
| U 12: du, 


und sucht sodann die Wurzeln der Gleichung: 


el@ + ER 0 : 


sind diese ,, %,, %,,..., %,, So hat man in (11) das gesuchte Integral, 


welches das allgemeine oder ein unvollständiges sein wird, je nachdem 
die Gl. (10) na + 1 Wurzeln oder deren weniger darbietet. 

Es kann übrigens der Fall eintreten, . dass die Funktion 4 = e"* 
der Gl. (1) Genüge leistet, also ein Integral derselben ist, unter « eine 


_ noch zu bestimmende Constante verstanden. Durch Substitution dieses 


Werthes .von % geht nämlich (1) über in: 

| (I Ueer 0: 
haben nun die Polynome U,, U, den gemeinschaftlichen Faktor u -- «, 
so ist für ©== « diese Gleichung identisch für jeden Werth von & 


‚erfüllt, und somit e“" ein Integral der Gl. cL): 
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Besitzen aber die beiden Polynome den gemeinschaftlichen Faktor 
(u — oa)’, so genügt der Gl. (1) nicht nur e%*, sondern auch ze@®, 
BEE Sr, ‚ x»! e@®, folglich vermöge der linearen Form der (1), 


e(0, + 0,2 +0,” + ...+ Ger), 
wofür der Beweis ganz in derselben Weise wie in $. 522 (für den dort 
betrachteten Fall gleicher Wurzeln) geführt wird. 


525. Als Beispiel zur Anwendung der im vorigen $. gelehrten, von 
Laplace herrührenden Methode möge die Gleichung 2!* Ordnung: 


(+2) y’ + +d)y +, +d0)y—0 (A) 
betrachtet werden, wobei wir, da diese Methode nicht in allen Fällen 
zu einer brauchbaren Integralform führt, Spitzer’s Analyse*) folgen, 
welche mit Anwendung geeigneter Transformationen in allen Fällen 
ein befriedigendes Integral dieser Gleichung darbietet. | 

Man hat nun für obige Gleichung: 
DU, Wu +au ta, 
DT bu bu rd, 
und es können bei Auflösung dieses Bruches in Partialbrüche folgende 
vier Fälle eintreten: 











b 
BI ee 
IT SE mn ß 
wenn die Gl. U, = 0 zwei verschiedene Wurzeln hat; 
U A B 
U, ae 


wenn die Gl. U, =0 zwei gleiche. Wurzeln hat; 


A 
3) zu + nu + Fee 


4), — =au’+au-ta,, 


WER RON 8, A) .FI5t, 

Erster Fall. Es sei: 
A B 
a + - 4 


ae 





- 


*) Studien über die Integration linearer Differenzialgleichungen von 
Prof. Simon Spitzer. 3 Theile. Wien 1360—62, 1. Thl. S. 4—40. 


u 





kann in RER Falle die a. (A) auch in order Form schreiben: 


mr A HrEe le HA) m Held Hr 
+ [— AB — Ba + ap(m + al y=0, (A,) 


welche sich ergibt, wenn man in (A) für An 1» Gy, du, d,, die aus 


abi Aß — Ba + map), b,ap 

| „—b[A+B—m(a+P)], — be + P) 
4, — b,m, 

 substituirt. 

Man hat nun: 


ER 
in u = en — ©) rue 


& 
| — mu + u — a)! (u — B)®, 

5 a die Gl. (10) des vor. $. zur Bestimmung der Integrationsgrenzen 
wird hiemit: 


m 


euz+U Sn eumra) (4 ER a)‘ (u uns B)F —(. 


I. Es seien nun A und B positive Zahlen, oder imaginäre, 
deren reelle Bestandtheile positiv sind, so genügen dieser Gleichung 
die Werthe «= « und wu — ß und man hat daher vermöge Gl. (1) 
| des vorigen $., als Integral der Gl. (A) oder (A, 


Yy —| er(m+x) (u IR a4 (u Ba Be du. (2) \ 


Ic 7 
| IH. Sind A und Z reell, ganz und positiv, so ist die in. (2) 
angezeigte Integration in endlicher Form ausführbar; durch wieder- 
holte Anwendung des theilweisen Integrirens erhält man nämlich leicht: 


ef le Se ee ulm + x) p W) p (W) pw) 
le | Re en Eu en 





Yen 453 


p"(P) 


I na PETER) 
Be (2 In Nee 


mtx (m «) 


y TERR Be p (@ en Rn p" (a) 


mt+2 (m+e mta) 
Pla) = (u — a) (u — BP-1 





3% 2 





ist; die Reihen innerhalb der eckigen Klammern brechen offenbar ab, 
weil p(w) eine ganze algebraische Funktion von w. Es lässt sich aber 
leicht zeigen, dass nicht nur der Ausdruck == Y, — Y,, sondern jeder 








der beiden Bestandtheile y, und %, für sich der Gl. (A) Genüge leisten. 
Denn die Substitution von y, in die Gl. (A) liefert ein Resultat vn 
der Form e?""+”) P, wo | | 2 
A, A, ee 

ER HR m a % A (m + ©)? ar (m + Ei BER | > 

ung A,, A, Ay Ay, 2.01 constante Zahlen; in gleicher Weise erhält 


man durch die Substitution von %, ein Resultat von der Form u d, 
wo Q ein Ausdruck von derselben Form ist wie P, von diesem nur 
durch die Werthe der Zähler A,, A,, As, - . » . sich unterscheidend. 
Das Ergebniss der Substitution: y=%y,—y, in die Gl. (A) wird daher 
sein: erfr+2) Pe“ @"*2) Q, welcher Ausdruck — da Y— %Y, ein Integral 
der Gl. (A) ist, — der Nulle gleich sein muss; dies ist aber nur dann 
möglich, wenn jeder der beiden Bestandtheile für sich verschwindet. 
Denn im Gegenfalle würde der obige Ausdruck, der Nulle gleich gesetzt, 
auf die Gleichung Ne E 


Be) (m+e) _ Q 


führen, was ungereimt ist, weil eine Exponentialgrösse einem algebraischen 
rationalen Bruche nicht gleich sein kann. Hieraus folgt also, dass in 
dem hier betrachteten Falle Br 
y=0(9 + Gh Bacher, 
das vollständige Integral der Gl. (A) oder (A,) ist, unter y, und 9, - 
die obigen Ausdrücke (3) verstanden. 
III. Sind A und B negativ, so setze man: 
y—=(m+a)e, (n) 
wo 2 eine neue Veränderliche, A eine noch unbestimmte Constante ist; 
hieraus folgt: 


l; 
v—=! — (m + am + 0)2 + el, N 
„ 1% „ ER 3 
Yu = — (m + a) 2[(m + ©)? 2” + 2m + 2)2 +A(h — 1)2], 
welche Werthe, in die Gl. (A,) substituirt, zur Bestimmung von £ 3 
folgende Gleichung ergeben: are 


(m + 2)?2’+(m-+ 2) 2A +A+B—(a+Pß) (m + x)]|z 
FRUST er ng 
+ «Pß(m + x)?] | = 











Da wir über die Grösse A noch frei verfügen können, so setzen wir: 


Br re 


wodurch die Gleichung durch (m -+ x) theilbar wird, und in folgende 
sich verwandelt: 

Te m+R2 + A+A—B)— (et) m+e)lz | 

Be: +[—e(1 —A)—B(1—B)+oß(m-+Hx)]2=0. (5) ee 

Diese Gleichung hat genau die Form der Gl. (A,), nur mit dem 

- Unterschiede, dass 1 — A und 1 — B an die Stelle von A und B 

getreten sind. Sind nun A und B negativ, oder imaginär mit nega- 


4 tivem reellen Bestandtheil, so sind 1— A und 1— B positiv, und man 
- findet auf dem in I. betretenen Wege als Integral der Gl. (5): 


= 


he we 
a er 
re oe Ba 


4% 


BORTS “ : 
I 


Ai. 


ß vo 


2 == eulm+ x) (u et ee (u —— Di du; (4 (6) 


& 














E | folglich ist, vermöge der GI. (r), in diesem Falle: 

= ee 
Er. 100 wi 
Bi das Integral der Gl. (A) oder (A,). z 
SE Sind A und B negative, reelle, ganze Zahlen, so ist die in (7) Be 
ui angezeigte Integration auf dieselbe Art, wie in II. durchführbar, und Br 
€ man findet hiedurch das allgemeine mit zwei willkürlichen Constanten 

> versehene Integral in geschlossener Form. en 
Er Sind aber A und D negativ und gebrochen, so ergibt sich 
”% zunächst das allgemeine Integral 2 der Gleichung (5), in welcher nun- s 
Be mehr DA, 1—B positiv sind, je nach Umständen, nach IV, V oder { E 
2 VI, und man hat, sobald z ° gefunden : er 
= lm az. | a 
Br | Bemerken wir noch, dass beide Zahlen A und B nicht _gleich- = 
E: zeitig O sein können, weil dann die Gl. (1) constante Coefficienten F 
= haben würde. Wohl aber kann eine dieser beiden Zahlen verschwinden, x 
2 - und dies tritt ein, wenn U, und U, einen a ars Faktor & 
haben. Ist. dieser z. B. (u— a), so wird u ° — m + —— ; in diesem : 
FE U er Dr . 
e- Falle ist aber, wie wir wissen [$. 524], e“* das eine particuläre Integral, 8 

> und das 21° findet man dann am einfachsten mittelst der im 8. 521 er 
: 4 vorgetragenen Methode. k 
gi IV. Das Integral (2) gilt für den Fall, dass A und B positive hr 
Zahlen sind, oder imaginäre mit positiven, reellen Bestandtheilen ; Bi 


vor . nr 
während die Giltigkeit des Integrals (7) an die Bedingung gebunden 
ist, das 1— A und 1-—— B positive, oder mit positiven reellen Bestand- 
theilen verschene imaginäre Zahlen sind; beide Integrale gelten also 
in dem Falle, wenn A und B positive echte Brüche sind. Hieraus 
folgt der Satz: | ” 

Sind A und B positive Zahlen, kleiner als 1, oder ima- 
ginäre, deren reelle Bestandtheile positiv und kleiner als 1 sind, so ist 
das allgemeine Integral der Gl. (A) oder (A,): 


z 


p 
= C, E eu(m+ x) (u ER. ey Ba? BE dı 


+ C,(m + a) PR f eumta) ( & alu — P)' du. (8) 


V. Die beiden particulären Integrale in Gl. (8) sind, wie man 
leicht sieht, von einander nicht verschieden in dem speciellen Falle, 
wenn | 

Al 
ist, unter A, BD positive, oder imaginäre Zahlen mit positivem reellen 
Bestandtheil verstanden. _Um auch für diesen Fall das vollständige 
Integral zu erhalten, setze man: 
| v— (u — ayAt(u — PP, 
V=(m-+z2 (wm—eo) wv—P),,n=1—-A4A-—B, 
so wird, wenn man die beiden particulären Integrale in (8) mit %, und 
y, bezeichnet: | 
Y, = eulm+x) y dw, = R euem+2) yyyı dw; 
u 04 Na 6.4 


[6 
vermöge der linearen Form der Differenzialgleichung A kann man statt 


® .. Q c Sr 
des 21°" particulären Integrals Yy, auch hy I 
n 


als solches nehmen, 


also: 





ß PER 
Da | eulm+x) y Wer h das 
vu {77 
n 





setzen. Für A+ bB=1, d.i. n=0 erscheint nun der Faktor 


? 10) 
unter der unbestimmten Form 5° und man erhält als wahren Werth 


desselben, nach Vorschrift des $. 353, 3W;, somit ist: 


P | 
Ya ein) Wil, 


& 








f: 


E 
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Führt man daher für v», W und » wieder obige Werthe ein, so hat 
man als vollständiges Integral in dem hier betrachteten Falle: 


2 


ß / 
Me C, | erem+ x) (u SE a (u BE, Be du + 
Ja 


re IaGE (u ayt-ı (u — BP! Ilm + 2) (u — a) (u — B)]du. (9) 


VI. Es seien nun A und DB positive, gebrochene Zahlen 
grösser als 1, oder imaginäre, mit ebenso beschaffenem reellen Be- 


 standtheil. Man setze: 


Ar Am DB ehe, 
wo a und b positive ganze Zahlen, A,, B, positive echte Brüche be- 
deuten, und betrachte die Gleichung: 

(m +2) Y"- + [A +B-(le+P) m +) Y + 

+ [—- AP — Be + oß(m + »)|Y=0, (10) 
welche sich, wie man sieht, von der zu integrirenden Gleichung (A, ) 
blos dadurch unterscheidet, dass A, und D, an die Stelle von A und 
D getreten sind, und deren Integral Y, da A, und B, positiv und <1, 
zufolge IV., oder beziehungsweise V., als bekannt anzusehen ist. 

Setzt man in (10): 
in - &@&22: (») 

unter 2 eine neue Veränderliche verstanden, so verwandelt sich diese 
Gleichung in folgende: | 


(m+x)2” + 4, +B+(e —P)m+e)] 2 +4, (ea —P)2z=0. 
Differenzirt man diese Gleichung a mal, indem man sich hiebei 

für die beiden ersten Glieder der Gleichung des bekannten Ausdruckes 
50291: 

di" dv n\ du dw n\ du dv du 

erlebt tee 
bedient, welcher, wenn einer der beiden Faktoren des Produktes uv, 
wie im jetzigen Falle, eine Funktion 1te" Grades ist, mit dem 2ten 
Gliede abbricht, so erhält man: 


(m + 2) 29 + 


+[A4,+a+B,+(e—P) (m +) 2) + (a — PB) (A, + ua) 2) =0, 


d. i., für A, + a seinen Werth A setzend: 
(m + x) 209 +[{A+B,+(e— P) (m-+z)] 20) + Ala— P)e"—=0. 


Diese Gleichung geht durch Einführung einer neuen Veränderlichen £ 
mittelst der Substitution : 





aD ee) 2} N ( a) wg 


5 


über in: 


(m-+a)" +[A+B+(P—e) (m +)! +B(P —e)ti=0, 


und man erhält durch db malige Differenziation dieser Gleichung: 


' (m + x) {+2 + 
HIAHB FD H+(B— a) (m + 2) 0) +(B, +) (B — a) — 
oder, für B, + b den Werth B setzend: 


(m + a) "+9 [A BH(B—e) (ma) 0) L B(B —e)t) —0. 


Setzt man hier endlich: 


so kommt: 
(m +2)” +[A+B— (a+P) (m + x) y 
+ I— AP — Ba + oß(m + 2)]y= 0, (A,) 


welches, wie man sieht, wieder die Gl. (A ” ist. 


Die Gleichungen (p), (g) und (r) vermitteln den Zusammenhang 
zwischen den Integralen y und Y der Gleichungen (A,) und (10); man 
hat nämlich aus den besagten drei Gleichungen, von der letzten be- 
ginnend: 

Yy—= eß® 9. en .le—P)r 2", 2 —.e 7 


somit, diese Werthe in einander substituirend : 


„ ® [« ß) ER | 
= a ee gr 11 
I er: ne ) % 


Das vollständige Integral Y ist, wie schon oben erwähnt, durch 
die Gl. (8) oder beziehungsweise (9) gegeben, wenn man nur A, und 
5, an die Stelle von A und 5 setzt, und die Entwickelung des Inte- 


grals y unterliegt daher, da der Ausdruck (11) nur Differenziationen 


erfordert, keiner Schwierigkeit. Das eine der beiden, aus (11) hervor- 
gehenden, partieulären Integrale ergibt sich übrigens eich OL 
nach der Methode des $. 524. 


VII. Haben endlich die beiden Zahlen A und B entgegengesetzte 


Zeichen, ist also etwa in Gl. (A,): 
Azur 4,7 Beh Des 

unter a und Db ganze positive Zahlen, und unter A, und B, positive 

echte Brüche verstanden , so vergleichen wir die Gl. (A,) mit der 

folgenden: | = 


tb) — e P* Y, (r) 


u 


en el 

». 2 = 

4 c. 
ch EV. af 
Ge . , j 
N ger 81 ann ur 


N 





Pt 


% 





5 


) . r 


”\ 


j " \7 (ud F 
TORE ER Gr RP EA N 








zu Y findet man nun durch eine der in VI. 


Re rer as 
+ [—- 4P — Ba+oß(m +a)ly—= 0, 


12) hängen also mittelst der Formeln : 


ya Me zb +1) el! e Pe y 


| Be der+t ie 2 


. Zweiter Fall. Hat die Gl. Do zwei gleiche Wurzeln «, 











und die Hilfsgleichung (10), [$. 524] zur Bestimmung der Grenzen wird: 


B A 
(u SEE 0.) PETE ne) 
welche jedoch nicht zwei, zu Integrationsgrenzen geeignete Wurzeln 


darbietet, daher die Methode des $. 524 in diesem Falle unmittelbar Be. 
auf die Gl. (1) nicht mit Erfolg angewendet werden kann. i 
E 





Führen wir zunächst ‚in die Gl. (A) für a,, a,, a,, d,, d,, die, | 

aus der identischen Gleichung: Fi 
a tut @__ Bart en Bi | | . 

d,u® bu -+ db, (u — «) w— a Be 

sich ergebenden Werthe: | - 
0, —= b,m,.a, =b,(B — 2um), a, = b, (ma® — Ba + A), 3 

b, en 2b,0, b, = b50., : 

ein, so erhält sie folgende Gestalt: a 
(m +x&)y’" + [B— 2a(m + x)]y + [A —Ba+a”(m+x)|y=0. (A,) "2 
Setzen wir nun Be; 
NEAR | E 

E 


so verwandelt sich diese Gleichung in: N 
(m +2)2" + B? + Ae—=0, (14) 0 


welche durch Einführung einer neuen unabhängigen Variablen & mittelst 


der Substitution: ; 
!mm+e Ä 
in folgende übergeht *): | Bin. 
d’2 dz 
Sa (2B -Ug+4r=0. (B) 
Für diese Gleichung ist nun: 
Bere DB 4 





a Lay Aa on | 
woraus erhellt, dass dieselbe unter die Form der Gl. (A,) fällt, und 
somit nach den im vorhergehenden $. entwickelten Methoden in allen 


P ’ . Ei 3% FL: 3 “ ri 
Ka 3 a HE ER Sn Sn N Be band” > ar 7a aan act GE rt 


in 


*, Es ist nämlich: 








de BE. ea e 
Ti Ein’ Ar aan) "ar an i 
de 1 ae E 

AN ER REE EA ee a = 

Aus der Gl. m-+ x folgt aber: ee i 


a Be 
sd 26° =. dE2 NAg2 ap 4er! 


welche Werthe, in Gl. (14) substituirt, die Gl. (B) geben. 


4‘ 











ux+U A _ulm+x)+ Inu? 
e 0) mar 


— (u — ' 


und das Integral der Gl. (1) ist: 


Uz 
d—1 + Inu? 
y= | er 
Bi su 


(% Im a)" BET EEER zRu 5; ; (17) 


sind. Diese sind a ‚je nach Beschaffenheit der Werthe von 


je A und N. 


Ai Ist A- positiv und n negativ, so hat man als Wurzeln der 


a 5‘ UNZ,.U, vv o»,u= —ı%, 
somit als vollständiges Integral der Gl. (15): 

B vol (w 4 at eumtz)+ sp PP Ca Be 2 a zum +) + 1 nu: Au: 
Er: Ju | 8 


3 ne wenn man im 11er Bun vw—_a—lı,. m 2m un — nn — N 


3 > Ber Am e3 En Hu ER da. (18) 


= =, Ist A und n positiv, so sind die Wurzeln der Gl. (17): 


* ua, w=toV-—1, Wa Sl: 
” gr vollständige Integral der Gl. (15) ist in diesem. Falle, ‚wenn 


Vai: 





500 


= A—1 uwm+x) + I nur ' 
Erde e 2 
VE Eh; (u @) du 


a ol 


= 6) (u EIN ee + inu? du. 
& 


Setzt man in dem 1!" dieser Integrale w — a —=4, im 2m 


uv— @ = — ki, wodurch die Grenzen beider Integrale O und + 
werden, so verwandeln sich dieselben, abgesehen von dem constanten 


„A 17 3 E ; ne 
Faktor ö° e“"*2”@® welcher sich mit den willkürlichen Constanten ver- 
einiget, mit Benützung der bekannten Relation: e**! — cosz + isinz, 
in folgende: 


ER | ATTerm3"(cosN + isinN) dA 
0 


+ | ter Ind“ (cos N — isinN) dA, 
0 


wo der Kürze wegen N=A(m -+x-+ na); hieraus folgt endlich durch 
Vereinigung je zweier mit derselben trigonometrischen Funktion behaf- 
teten Integrale, wenn man noch C, + 0, —= 0, i(0,— (,) = 0 setzt: 


y— = ae Fa sinA(m + x + no) + 


+ C cosA(m 4 x + ne)] dA. | 1.99% 


3) Sind beide Zahlen A und n negativ, so sind die Wurzeln der 


Gl. (179): v=— » und v=-+ ® und das Integral (16) erscheint in 


diesem Falle unter einer unbrauchbaren Form, weil die Grösse unter 
dem Integralzeichen innerhalb der Integrationsgrenzen unendlich wird. 

4) Ist endlich A=0 oder negativ, so leisten die Werthe 
w= —- »aYV—1 und uo—=+ &oV-—1ı der Gl. (17) Genüge und man 
erhält hiemit ein particuläres Integral der Gl. (15), nämlich: 


ar A—1 ulm+2) + Inu? 
2 FAR 
v=c| (uw — eo) e 2 Ba 
— oi 


Wie man sieht, bietet in dem hier in Rede stehenden Falle die 
Methode des $. 524, unmittelbar auf die gegebene Gleichung angewendet, 
nicht immer das vollständige Integral derselben dar, welchem Mangel 
Spitzer auch hier durch folgende Transformation begegnet. Führt man 
nämlich die aus der identischen Gleichung (r) folgenden Werthe: 


„=b(A—=me), , = —be 
in die Gl. (15) ein, so erhält sie die Form: 


Hm hen) y Helm + a]u—0. (hi) 


%=bn, W=b(m—ne), a 






RER 
EL 
EEE 





MUIEHPLT ER EER UT ELTSR. 


aber ag, SE an aaa. 2 NA a un ih ar 


= x | Ya Em 4a tm 


n folgende m 
Diese Gleichung, für welche | 


1 
ee) 


| 2anu + A: 
Us  Amu? Anu? + u 5 Lei 
3 | | an 


Vierter Fall. In diesem letzten Falle endlich, wo 


DELE 
re , u +0 + %%, 


nr N aa 
0 a ae 
Ya 


2 3 
etz + U u(dot®) = AU? +H Azu 


= 


Piz 


“er et 2+1a,u3 
Y— e (do+%)+35 Au? + 342 du. 


et (do+2)+2 1 u2+1 u au: _ —0, 


7% 


Be die Worzelh der Gleichung 


EN Fi 


' unabhängigen 


Brise leisten. Diese sind, wenn eyir mit 4; Ei ; ne drei ‚Cabik- 








BIN} 4 


502 | | | TR Fa 
das vollständige Integral der Gl. (21) in folgender Form darstellen, 
wo Kürze halber 
1 b 1 
ua, +8), + 5 a, u” o; a,u° — p(u) 
gesetzt ist: 
u,» U,8 U,% 
= 0, | era) du + (, | er) du + O, |, erw) du, 
0 0 
GG +, +G=V. 


Um sich von der Richtigkeit dieses Ausdruckes zu überzeugen, 
bedarf es nur der Substitution desselben in die Gl. (21). Irgend einer 
der drei Bestandtheile desselben hat die Form: 


(22) 


Ib x 
v—=c| erw an, 
Jo 
und dessen nach & genommene Differenzialquotienten sind: 
| u) . ae 
Ye | ueF) du, Y" — e| urerW) du; 
0 0 


substituirt man diese Werthe in die @l. (21), so erhält man das 
Resultat : 


IK) 
c| (a, +2 + au + a,u?) ePW du — 
0 
Lo { u 
— c| er) d.p (u) — ofen 2 ; 
0 
0 


Das Ergebniss der Substitution der Summe der drei Theile ist 


demnach: 
BB U, [e +) 


C |.+ I 0, wii Br C. Gera 
ar eh j 


„und dieser Ausdruck ist in der That, wie es sein muss, gleich Null, 


weil für die oberen Grenzwerthe die eingeklammerten Ausdrücke ver- 
schwinden, während für die unteren Grenzwerthe der ganze Ausdruck 
sich auf €, + 0, + 0, reducirt, welche Summe, vermöge der oben 
gesetzten Bedingung, gleichfalls der Nulle gleich ist. 


527. Einige Beispiele mögen zur Erläuterung der in den vorher- 
gehenden Paragraphen entwickelten Methoden dienen: 
1) Die gegebene Gleichung sei: 


++) ytHy—=0; 





man hat: 
D% Bu + 2 3 > 
rl, gu I, ee 
U U 





man findet, auf dem ins 1137 8.,525; 


I 


x 


a a. a 


als vollständiges Integral der gegebenen Gleichung. 
2) Für die Er 





2 
y— Pr e (u + 1)° (u — 2) du, 


nd findet durch Entwickelung‘ dieses Integrals nach den Formeln (m) 
dos Bschannton $. als allgemeines Integral: 


y=Ger(l +2) + Gera — 4a + 20°) 
3) Für die Gleichung: 
+2 te) en 


oa EV 
DE a 





te 


een er 8 
verwandelt. sich unsere Gleichung zunächst in alrende: 
d’z 
3 I 
| 72) dee un + 52 — 0. 
Für diese Gleichung hat man nun: 
| Ju 








somit A—3, B=3, a—= —2Y 1, B=2V— 1, und es gehört dem- 
nach diese Gleichung zu den in VI. und V. betrachteten Fällen. S 
Lassen wir also Y_das Integral einer Differenzialgleichung bedeuten, 
welche sich von jener (B) nur dadurch unterscheidet, das A—=4an 
die Stelle von A—3, und B,—1 an die Stelle von B—=3 getreten 
sind, so ist gemäss der Formel (9) in V: es 
+2i 


ne al, ee +4] au, 
u 4 


gus 
a Ve+ —2i 


und sodann das Integral der Gl. (B), vermöge (11) in VI: 


oder, wenn man die angezeigten Differenzialquotienten entwickelt: 
ey. ti | 
Bevor wir in diesen Ausdruck den Werth von Y substituiren, wollen 


wir denselben umformen. Setzen wir nämlich « = v»V— Irsera% so = 
wird derselbe: 


‚oder, da e”' = cosv& + i sin vE: 


” 








"?eosvEt isin vs : +? os VE -+ isinv& 
en dv „t iR - 
9 ya ER ws Ver 
Jedes dieser beiden Integrale zerfällt in zwei andere, von welchen u 
das mit sinv& behaftete gleich Null ist [$. 446, 5)], während das a 
andere, welches coso& enthält, von O bis + 2 doppelt genommen werden? Br 
kann. Setzen wir also 20, X = (0, 20,5 — (', so wird: at 


“ 


cos vE cos .eos08 
‚VA “ih DE ‚Ve » ERER 


Dieser Werth, sammt onen seines r Diferenzahotienten VE 
die Gleichung 2 % 


y=c do 0’ Her o») w. 


5 e| eosvE YA — v!dv + 
0) x 


1 o| Ic vE la - — v?)1[5(4 — v2] — a a 


_ 


als Integral der Gl. (P). Setzt man endlich gs= 
so hat man: ie 





= h en v*) I[ya(4 ee] _ 
el 
. Ya —v: v2 


— sinvye. 


4) Für die Gleichung: 
| Ey 2ay DR 0 


a 





CK Mi n b er u—b' 

somit ist, wenn 0 > a < 1, das vollständige Integral, nach 8. 525 
MW. Gl. (8 (8 ): re i R 
| er gun 


1—24 EEE ES 
ne hear en 05 % | Rn (u? BEN Ur 





v0, 


+1 
er dv 


en v dv 
Br ee: 





+ Ge | 
N das erste auch in dem Kalle besteht, 
Ist nämlich >, also etwa a0; Eh wo a Lund, eine 


ne dacdı dactı 


| As 3 | 
Y in a Sn PRO BE ver n]| , | 


+1 +1 


ee dv 
ee 


Im Falle | a eine a Zahl ist, an man har Em as 


ed 


 W—I)e ; rzr 


mE Re 


Das Integral der Gleichung 
Benz 2ay i b°x 0 








ergibt sich unmittelbar aus den vorstehenden Formeln, wenn man 


dDV-— 1 an die Stelle von b treten lässt; die imaginäre Form, in 
welcher die Integrale sodann erscheinen, wird in ähnlicher Weise, wie 
im 3ten Beispiele, beseitiget. 


528. Bei der Wichtigkeit, welche den linearen Differenzialgleichungen 


in den Anwendungen der Mathematik zukommt, wollen wir noch eine 
Methode kennen lernen, welche zur Integration derselben oft mit gutem 
Erfolge angewendet werden kann. | 
Sie besteht im Wesentlichen darin, dass man die vorgelegte 
Differenzialgleichung, in der Regel mit. Zuhilfenahme schicklicher Trans- 
formationen durch Einführung neuer Variabeln, u mal differenzirt, wobei 
ı eine vorläufig noch unbestimmte Zahl bedeutet, welche sodann derart 
gewählt wird, dass als Resultat der Differenziation eine einfachere, 
leichter integrirbare Differenzialgleichung erscheint. Man erhält dadurch 
das Integral in Form eines Differenzialguotienten mit allgemeiner 
Ördnungszahl. | 
Wir wollen dieses Verfahren auf die in den SS. 525 und 526 
behandelte Differenzialeleichung 2! Ordnung: 
+)’ + +be2)y + (a, + be) y— 0 (A) 
anwenden und hiebei die dort unterschiedenen Fälle besonders’ be- 
trachten. *) 
| Im ersten Falle, wo 
2 nat A B 
geben wir der Gleichung (A) wieder die Form: 
m ey A Beurer ty Br 
+ [— A4Aß — Ba + opf(m + =2))y =0, (A,) 


welche Gleichung sich durch die Substitution : 








u-—-a w—ß' 


Yy en DE £ 
in nachstehende verwandelt: 


(m +2)2" + [A+B+(a —P)(m + ale + Ale — P)z=0. 


Differenziren wir nun diese Gleichung (ı mal, unter ıı eine noch un- 


bestimmte Zahl verstanden, so erhalten wir: 


(m + 2)2%+9 + {u HA+B+ (a —P)(m + x) 2) + 
+ At) a =, 


#) Spitzer, Studien über die Integration linearer Differenzialgleichungen. 
1..1h15°8.7415, 28 2.35: 





Et t 


R . 2 % Ir 
fr} L 4 iLd x 
a 5 se; : 1 Si ru Az 
a A ai z ah u ri I . . Se. il ac \ 
u a a ER ih” Wa ae BL a ZH a Bei I Ze Sn ZZ 2 £ 


bey ai 





= 


+ 


(m Ri &) ar + [Bı + (a — P) (m + «)]| 24H) —=0, 


Be. 
En Integration keiner Schwierigkeit unterliegt, da sie die Trennung 
ES x | A) 


a ulerhelen zulässt. Es ist nämlich 2(74+2) — og, man 
dx 


(—A-+1) BEER 
de A ER. ß) Be 
gar). m + x 








ES NE — — Bl(m + 5 -- (B- — 0)%, 


„E-0)e 
(m + @)#' 


gAtH1) — 


u Eu | Be) | 
da (m + a@)Bl’ 


08 | e(R=e)r ‚| 

IT rm + al 
erlauscht, man hier A mit B, und « mit ß, so erhält man das 
auife TE Integral: das allgemeine Integral der gegebenen 


E; Rt ” 4 B. dETI e-ß)e Ye n 
ea FR lm au | a 


“Dieser Ausdruck gibt, wie leicht einzusehen, unmittelbar das voll- 


Ist A —= 0, so hat man, da 
j dB- 
|  dat-1 
& und ‚der Faktor (er ont der willkürlichen Constante ver- 
einiget werden kann: 2 


ze a ne > ee A 





Der - Fall t tritt bekanntlich ein, ir D, und | U: : 
schaftlichen Faktor u — a haben. ER 

Ist nur A reell, ganz und postuin,, so ergiht Sch 3 
ein particuläres Integral: Re 


ee 
en) (m+a)l . 


und man findet das zweite in RE Form ur 8. 521. 





Gleichung mittelst der Subsftatione: 
4m ayt—A-Bz x 
in eine andere transformiren , auf welche sodann das. obige Verfahre 1 
angewendet werden kann. : i = 
Im zweiten Falle, wo die Gl. ,—0 en gleiche Warzen 
hat, und somit 
A 





el 


1- (u — a)? 
‚ist, hat die Gl. (A) die Form [$. 526]: 


(m+x)y" + [IB — 2a(m + x)]|y + [A — Ba-+ a? m+alr=0, A 


und verwandelt sich durch die SER 


OL 


YzZ € & 


in nachstehende [$. 526]: 
(m -+.2) #7: Bei -F Ar O0. 


Differenzirt man diese Gleichung ıı mal, so. erhält man: 


(m + 2) 2 zu) - (B + u) 23V # AA == le 


und wenn man hier 


u) — Z 
setzt, und mittelst der Substitution: 
=m+% 


die neue unabhängige Veränderliche 5 einführt: 


ar tele 


Setzt man nun: 


\ no 


Pr 





KwZ 


ern 
de" 


.gB—i De ON REreLE: 
0x en [O,e*?V-Am+2) —- O,e?V-Am +2)] r 


wenn B -— # Null oder eine 


y == (m +) #z 


mt) + — B—2a(m +2) + 
+l4+Bae— 2: +o!(m+m)]l2=0, 
und Bender auf es obiges Integrationsverfahren an, so gelangt man 
zur rar Kae des Be der Gl. (A,): 


Hz 


| N 3 (m BE Re ax m 2 io, er2V- Alm +») + ©, ee AQn +. &)], (4) 


dor man sen u Vortheil wenn 3 — B entweder Null oder 


Im ieten Falle, wo 


U, 
mt h 


geben wir der zu integrirenden Gleichung a Ieder die Form [S. 498]: 


ny + (m +2 —ne)y +u-emtaly=,, (Ay) 
nd nehmen zuerst an "1, zen :serA eine ganze und positive Zahl. 
n diesem Falle setze man: 


ER 


Ma 









510. 5 en 








d so geht die Gl. (A,) über in folgende: ya ER : 
“u ne” + (m + x ne) 2 + A2=0, (m) 

i | welche Gleichung zunächst für den speciellen Fall A= 1 leicht zu - 

Be integriren ist. Setzt man nämlich A= 1 und bezeichnet den ent- 

Br sprechenden Werth von z mit z,, so hat man die Gleichung: 4 

Et: "+ m+z+n)z2’ +2, =0, (n) 

Ri welche sofort, einmal integrirt: 2: 
En nz, + (m + x +ne)2, —=C, SB 
3 gibt, wo CÜ eine willkürliche Constante. Aus dieser Gleichung folgt ; 

aber, nach $. 509: 
(m+&+ne)? (m+a +na)? ee! 
et ar & 0, [ee “| ) (DR 


«u 


/ 


Ü [3 . . E . 
wo C, für — gesetzt ist, und C, eine zweite willkürliche Constante 
N Ce 


bedeutet. 
Differenzirt man nun die Gl. (n) (A — 1) mal so erhält man: 


nz, AH) Hm ++ ne)2. 9 A, —=0, °0) | 
und es ist klar, dass auch dieser Gleichung der in (p) stehende Werth 
von 2, Genüge leistet. Setzt man nun: 


„tz, 


so geht die Gl. (9) über in die obenstehende (m): ! 
nz’ + (m + x + na) 2 + A2=0, 

welcher somit der Werth 2= — —t, oder: ne 
dad i 
dd => (m+a&+nd)? (m+x+na)? N 
ee an RB HOIe ae | % E 
- Genüge leistet. S 
| m 
Folglich ist das .Integral der Gl. (A,), wenn A ganz und ' 
positiv: RZ 4 
ei: 
dar [se er FR Ward Wa 
Y == RR ar e 2n B + er e zn a | 2 (5) RN E: 


Ist A ganz und negativ, so setze man in (A,): 
Hm +@)® 


5 BE 2n 
. ee ae N 


En so wird: 





| nz" (m tatn)e? + (A N)e—0, (m, ) 
| ER Be eiche für A— 0 leicht zu integriren ist. Setzt man nämlich A = 0 


& N 


und EDEL den es Werth von 2 mit z,, so hat man: 


em +2+ na) 2, — 2, (m) 
diese Gleichung, einmal integrirt, gibt: | 


UL are at 


(m-+ a na)? 


 (m+z+rne)? # 
RE =, + 0, |e 2X aa | ; (P,) 


Differenzirt man aber die Gl. (n,) — Amal, so erhält man: 
nz, @=N) — (m +2 + na) de SLRA. A) ag, (9) 


und es ist a dass auch dieser Gleichung der in (»,) stehende 
Werth von 2, gendgf: 
Setzt man nun: 
2, (4) ra 


net) = 
dAz, 


und dieser Gleichung gennet daher 2 — FE d. i. 


dA f (m+z+na)? 


u. (m+ 2 +n0)2 
== REG ER B + Gy, te > ae | i 
"au "1; 1 Fun 


 (m+»)? dA (m+a& +n0)2 (m +2 +ng)? 


x Ät an le; 5 E el rin | an | 3 (6) 
Im vierten Falle endlich Aral sich das Integral am ein- 
v tn auf dem in $ 526, betretenen Wege. 
| ‚Beisp. 1) = De —ıy—0. 
Ro RL Wen; - - 





Für diese Gleichung hat man ae =: 
’ ee 3 1 Tas 


lautet demnach: 


y— (a: + 0,0? — de; | 


2) 2uy” + (3 — 80) y — (7 —- 80) y ir 0. 
RR ER . 3u— 17 —# ar ©: 5 
Es ist: RT, BEFRIENT Ze 32 ahaunı, 5 somit A en 
— 3,02, m == 0%, man hat somit vermöge der Gl. a als \ voll 
ständiges Integral: r 





> e2® 2 16, oV 22 


d. i. nach vollzogener Differenziation: 


3) Ay” + 2(2 ii a)y+5+R)y—=d. = 
1m : ne: n=2; a ec 


5 | 2 


A , 
el en 


N 


wo CO für — 4 40, gesetzt wurde. Der Ausdruck kann auch in folgende » 
‚Form eat werden: Be. 


1 
Ds 


BR (« + c SE 


weil, wie man mit Hilfe der Gleichung: , 


2 





529. Auf die in den es SS. betrachtete ren a 


— gleichung mit linearen Coefficienten lässt sich auch die Gleichung : 


AR & 2" Ki x(a, + b e) y + (a 4, + 5,0" + 0) Y 0 (1) 


= zurückführen. "Führt man nämlich ae der Substitution: am — £ 


dey a dy RT 
—_ In? N 1) dee + m (m Er 1) ze ae’ 


vomit die Gl. (1) in folgende übergeht: 
RR + bm me 2 Ha +64) y=0. 


t 


dy 2* nz 


d& 


day de 
ae en + ug 


HA’! e 


1a 


Ei (a — 14m Y 2mA) + 2 (8) 


ir 
+ (b, u ET Kern 
wie man sieht, die Form der in $. 525 u. 5 f. betrachteten = 


go besitzt. Findet: man, nach den dort vorgetragenen Methoden, 
Br, Balz BR der Gl. DE so ist „= N das Tategrul 











ee a 
der Gl. (Ay Von den. beiden Werthen, selöhn die Gl. (2) für A dar- = 
bietet, kann irgend einer, beliebig welcher, gewählt werden. er 

Als Beispiel zur Anwendung dieser Transformation möge die - 
Riccati’sche Gleichung: 

du | h 

TE + au? = ba" % | (4) 
dienen, welche, obgleich nur von der ersten Ordnung, doch nicht für I 
jeden Werth von ı. unmittelbar integrirt werden kann, Setzen wir: 
1 dy 
ay da’ 


A 


so verwandelt sich dieselbe in die Gleichung 2#°r Ordnung : 


d’y- 1 
ee Br 
welche sofort als specieller Fall der Gl. (1) betrachtet werden kann, 
und aus dieser hervorgeht, wenn man 


- 


eb, —=0, W=—a, m—=u+2 


setzt. Die Gl. (2) wird für den vorliegenden Fall: B 
N) ED HD ErN—O, 2 n: 


welcher der Werth A—=0 genügt, so dass y—!tz—z wird, und somit 
die zweite Transformation ganz entfällt. Durch die Substitution: 










Een ee: 
erhalten wir daher aus (5): | 
.d’y ut1dy ab 3 
£ (6) 





> de? FR 
Diese Gleichung hat nun dieselbe Form, wie (14) in S- 526, und geht, 
wenn man & — {? setzt, über in: 


d’y u dy 4ab AIR 
t _ 11 == 
di? IE u+2d (u+ 2)? de 7) 


welche Gleichung übereinstimmt mit der in $. 527, 4) integrirten Gier E 








zy' + 2ay — b’cy— 0, wenn man ’” = 5 am die Stelle von a, und 4 

= an die Stelle von b? treten lässt fi Ss 
—— — an die Stelle von reten lässt. N 
(u +2)? | 


Somit ist, vermöge der Gl. (p) in dem bezogenen $., 
ständige Integral der Gl. (7): 


+2 


are; 2 


Vab ae 
sut1 


— $ setzt, „als vollständiges 


einführt, und der Kürze wegen 


Tabs. r | ’ Es 
1) Wr O se. a On DE re) 
dessen ee Giltiekeit jedoch an die Bedingung: 
SE a gar TIL 
21 Br 
Diese Bedingung ist, wie man leicht sieht, für alle 


und für solche negative erfüllt, welche 
schen a and FAR liegen. Für Werthe von 1 zwischen O und — 2 


4 


% 


1 
I Be: Eur, negativ, und gilt daher blos das zweite partieuläre Inte- 


gral, vwaitend für Werihe von st zwischen — 2 und — 4 die Grösse _ 


ae —= +r,.0oder % a N. 
2 a Beh DE | -2r +1 
da für alle unter 


e d’y | iR | 
9 
7 de (9) 
2, : R ; . 
etzen wir y— ee wo k sung DACH Eee inner SONSEMNG, so wird 





























nn. KR IR 0, a = 6% ah. Br - ee 

E Für e— 0 ist die Gl, Klara I ER 

| d’y | e 
—. —=aby, ICH 

da? er DE x 

also linear mit constanten Coefficienten, und ihr Integral nach 8. 522: 57 

y=Ce xYVab rer aVab_ | | K 

Der Fall u = —- 4 endlich, d. i. die Gleichung > ; 3 

| d’y aby de = 

de a | (41) Ss: 

gestattet ebenfalls die unmittelbare Integration. Mittelst der Substitution 54 

kk > 

y = xe* verwandelt sich nämlich diese Gl. in k? == ab, hieraus folgt Sr 

bee: k — + Vab, somit ist: Er; 

n Vab Yab ER: 

n Ye (oe em ) Be 

; das allgemeine Integral der Gl. (11). Be. 

530. Wir haben uns bisher mit der Integration der redueirten 

linearen Differenzialgleichungen beschäftiget. Betrachten wir nunmehr 

a die completen linearen Differenzialgleichungen ,- deren allgemeine 2 

Form: Se “2 

y) + a + P,y"—» + Ba zB DEN y De P,y a: f(@) (1). | E 

. ist. Wie schon in $. 520 bemerkt wurde, kann das Integral einer = 

| solchen Gleichung immer bestimmt werden, wenn das Integral der e 9 

entsprechenden reducirten Gleichung: ee 

vn + Bed + By + Bay + yo 


bekannt ist. In der That, es sei: 


> = Ch tr GH 0,4; +... Onyn 8) SR 
| das allgemeine Integral der Gl. (2), in welchem bekanntlich €, (,, Be 
...., 0, willkürliche Constanten, n an der Zahl, bedeuten, so würde 
RS es genügen, eine dieser Grössen, z. B. C,, nicht mehr constant, sondern 

| als eine — angemessen zu bestimmende — Funktion von x zu BE 

en betrachten, um den Ausdruck (3) in das Integral der completen 
| Gleichung (1) zu verwandeln. Denn gesetzt, es wäre y= (X) dass 
Integral der Gl. (1), so dürfte man nur (©, durch eine solche variable 
Funktion von x ersetzen, welche der Gleichung 5 x E | 


1 


= pl) 09 Gm — O9 — 2 — a 
n - h Een 

















“ Genüge leistet , da für diesen Werth von CO, das Integral (2) der 
_ redueirten Gleichung in jenes der completen übergeht. 


Denselben Zweck werden wir nun erreichen, wenn wir sämmtliche 


C, n an der Zahl, variabel machen, wodurch wir den Vortheil erlangen, 


noch (n — 1) Bedingungen aufstellen zu können, deren Wahl so 
getroffen werden kann, dass dadurch die Bestimmung dieser noch un- 
bekannten Funktionen von x möglichst einfach wird. 


Dem Gesagten zu Folge, wird das Integral der completen Gleichung 


genau dieselbe Form haben, wie jenes (3) der reducirten, nur mit 
dem Unterschiede, dass im ersten die € Funktionen von & bedeuten. 
‚Die oben erwähnten (» — 1) Bedingungen mögen nun darin bestehen, 


dass auch die Differenzialquotienten von y vom 1%" bis zum (n — 1 ten 


von derselben Form seien, sowohl aus dem Integral der reducirten 


als auch aus jenem der completen Gleichung. Dann bekommt aber nur 


der n*° Differenzialquotient %% einen gewissen die C© enthaltenden 


Zusatz ©, herbeigeführt durch die Variabilität der €, und durch Sub- 


_  stitution von % und seiner Differenzialquotienten in die Gl. (1) wird 


der 1° Theil dieser Gleichung sich auf © reduciren. Setzt man daher 


noch f(x), so ist offenbar der Gl. (1) Genüge geleistet. 


Der Mechanismus der Rechnung ist hiernach folgender. 


Durch Differenziation erhält man aus (3), die C als Funktionen 


von x betrachtend : 


dy, dy a 
— 8 Er ” 
use dx + 2 dx ze BE da r 
| dO, ; : dc, 
un Er lern 





In Folge: der vorausgesetzten Gleichheit der Form der Differenzial- 


quotienten der Integrale der completen und redueirten Gleichung muss 
der Ausdruck in der zweiten Zeile verschwinden ; man hat daher als 


le © Bedingungsgleichung : 


Y, 


+y hr SER 2, —=(, (a, ) 


a 


> 


vermöge welcher sich die vorhergehende Gleichung auf 


la I Iyı, 
v-ohl+a®+..+42 


I 


redueirt. Hieraus folgt durch abermalige Differenziation ; 





un 





MER r a Zi: 
Q, dx BE +6 2 dx or si 


dy, dc, 

| ehr dx + 

somit der Voraussetzung gemäss: | 

RR 35: dy, dC, , dy, dC, dyn dh 
ten 


Ir dO. dc, 
de..da 


| +. 


ferner wird: 


Ay, d’y, ey; 


3 
&K 


14.773 ar a HG EL, 


und vermöge der Voraussetzung: 
d’y, dc, , dy,dO,. Re d?y nd 
der dns Paare da dat Kg 
u. s. w. Die m — 1)" Differenziation „gibt : 


dn—1 nt n—1 Sg 
& Yy ar, A yn 
yR ” Fr C, nn +0 2 Fe r 12,0, "dan 2 


und die Bedingungsgleichung : 


N ri: % dc, 
der? dx dar? de 


» 


YORE 
He, 


dan? da 





endlich wird: 


a" SR ia 1" 
wahr. 0 u 
es de, , AT = d’—iyn ICh 


Kr dA da dar 35 Ar den ns 





Zuwachs ist, welcher — f(x . zu setzen ist, wodurch sich als. letzte 
Bedingungsgleichung:: rg 


d1y, dC, , di-iy, do, ad 
de"! de dr de a dt de 
ergibt. Die Gleichungen BOT Rn (a), n an 15 Zahl dienad 
sofort zur Bestimmung von C,, 0, O3, ... 04; sie sind in Bezug auf di 





Differenzialquotienten dieser Grössen: 


Grade, so dass also diese Diterenzalne en durch Elimination 
aus diesen Gleichungen bestimmt Werdege aan Findet man ar 
diesem Wege : \ BELA 





GA, Hlnon 


Re und hat man als allgemeines al der completen Gleichung CE); 
v—|4, +[p, (x) ya | Y, +[4, + Io, (x) ar ee 


+ |4. + |gn( (x) ae | Yn, 


wo A, Mn, A;,...4, willkürliche Constanten, n an der Zahl, bedeuten. 
Die hier vorgetragene Methode pflegt man die Methode der 
N eakiation willkürlicher Constanten zu nennen. 

‚Als Beispiel diene die Gl. 2!” Ordnung: 


er 
Wir integriren zuvörderst die redueirte Alkiehune. 


d2y 
a an 5 


de 


| dc 
2 3 1 » 2 
— a0, sin ax An a0, cosax + cosax — - + sinax ——, 


dx dx 


, Re z 
a Fr iR sin au — 0; 


— —.a?(, cos ax -— a’ 


WERE}: dern 
— 4 + a cos 20 — f(@). 


’ 


10, 


k ni 3 A Da 
Ei naeh, = — ax. f(@). 





der Phueirken Gleichung, so ergibt sich: 


y— 4A,cosax + A,sin ax 


COS AX 


Eege ok ax. flo). dx r a MD (eos ax .f(x) die 


als vollständiges Integral der gegebenen he 

531. Der Methode der Variation arbiträrer Constanten bedient 
man sich auch mit Vortheil zur Completirung eines noch unvoll- 
ständigen Integrals. Es seien: : + PLSCHR: SIT 


y9) SD yEV D ya En De ıy ch By Deo 


die vorgelegte Gleichung, und %,, Y9, Ya + + + Ym particuläre Integrale 
der reducirten Gleichung: H 


yıı) + Diyaı) + Pay) + RE + Pz19. + u 8 Br 
also: | 


re 0,9, + C,Y, -F Ca ya a = CmYm. 


ein allgemeineres Integral Helakiben welchem Feaoche noch m — m 


BATUCH ITS Integrale mit ebenso Burn willkürlichen ann ‚fehlen. 


Constanten von der Integration einer Cleehung der (m. 
abhängig gemacht. 


indem wir O,, 0, ...C" als Funktionen von & betrachten, und suc- | 
cessive in jedem Differenzialquotienten den von, der Veränderlichkeit 
der C herrührenden a ln der Nulle ‚gleich setzen, 
so erhalten wir: 


# 


SEE ar Hr + 095 4... + OmYmı 
9, 72. Ya 2 He 0,4 [x Yan .. Ste On 
ym-ı) LeRR 0, m) ei O,y,rd + a Cayamzd: ] BE + 


mit den Bedingungsgleichungen: 





dc do, RE 


LE — DEE Y,' (ma) ART ar Yn" ae —(, 


deren A ir der Anzahl (m — 1) dadurch gerechtfertiget ist, 
dass wir die Grössen (,, Q,, em an. der Zahlen neben der’ 
“einen Bedingung, dass der Ausdruck (2) der ER (1) Genüge leiste, 
< offenbar noch (m — 1) Bedingungen, aber auch nicht mehr, unterwerfen 
_ können. Durch Entwickelung der folgenden Differenzialquotienten bis 
zum n'® finden wir ferner : 3 
| ya = — (,y, m) a ey, +6, ni I 
A | dc 

En 4 (m—1) dc, (m—1) d0, (m--1) Mm 
j a Y, He + % Er ern Dim Eh 


L 


d?c, d? On 
“ Yı mi) de? tm 


U. SW. 


en: 


da? 


yon) art web (m) u A| ı ES 


wobei, wie man sieht, in yım) Differenzialquotienten der Grössen (€ von 
der Don DEN von der ten u.s. w., in y® von der (n —m + 1)" 

Ordnung erscheinen. 

— Substituiren wir nun diese sämmtlichen Differenzi ialquotienten (3) 
_ und (3*) in die Gl, (1), so verschwindet in dem Substitutionsresultate 
_ das Aggregat sämmtlicher Glieder, welche die €, O,, C,,... C als 
Faktoren enthalten, und zwar in Folge der Voraussetzung, dass %,, 
Yyy +: Ym partieuläre Integrale «der reducirten Gleichung sind, deren 
jedes die Kigenschaft besitzt, das Polynom linker Hand in Gl. (1) auf 

es bleibt somit eine Gleichung: 


= fie), 
Ge. 


REN VE 


Mit Hilfe der ER. —P) Br nealeighüngen (4), welche in Bezug 


Bat Bart i i d dG, 14 
a die Mikerenstaldkötienten au 2 ER Car vom ie" Grade sind, 
ANE oe 3 die dx. dx j 








522 Se 


lassen sich nun (m-— 1) dieser Differenzialquotienten durch einen der- 








2 
selben, etwa a ausdrücken, wodurch man dieselben in der Form: 
d | Br 
dC, “dc, .d6, - do, Alm dc, 
mr Om ira 


erhält, aus welchen Gleichungen sich ferner durch (n — m) malige 
Differenziation die höheren Differenzialquotienten von O,, O;, 2... Om 
ausgedrückt durch jene von O, ergeben. Substituiren wir endlich diese 
Werthe in die Gl. (5), so enthält diese Gl. nur mehr Differenzial- 
quotienten von C,, von der 1!" bis zur (n — m + 1)!" Ordnung, und 
verwandelt sich, wenn wir 


PR) 


ee (7) 
setzen, in eine Differenzialgleichung der (n — m)" Ordnung. 
Kann man diese Gleichung integriren, so erhält man dadurch 2 
in Funktion von x mit (n— m) willkürlichen Constanten. Die Glgn. (7) 
und (6), m an der Zahl, bieten sodann die Werthe der Grössen C\, 
QOy,....C„ dar, mittelst m einfacher Quadraturen, durch welche neuer-. 
dings m willkürliche Constanten eingeführt werden, welche die bereits 
vorhandene Anzahl auf » ergänzen, und nach Substitution der C in x 
den Ausdruck (2) das Integral zu einem vollständigen machen. | 
Man wird leicht bemerken, dass diese Methode nur eine allge- 
meinere Darstellung des schon im $. 521 vorgetragenen Verfahrens ist. 


II. Von den besonderen Auflösungen der 
Differenzialgleichungen. | Er 


532. Wir haben schon im $. 505 auf den möglichen Fall hinge- 
wiesen, dass einer gegebenen Differenzialgleichung: > 










as) A) 
nebst dem allgemeinen, mit einer willkürlichen Constante versehenen | 
Integral: Br. 

Fa, 9, 0)=0, 2.0 
noch eine andere endliche Gleichung: BR 

pa, y)= 0 (3) 


Genüge leiste, welche weder eine willkürliche Constante enthält, noch | 
aus dem allgemeinen Integrale (2) durch Specialisirung der willkürlichen 
Constante abgeleitet werden kann, und dass dergleichen Integrale 


Die Be rEche Betrachtung in $. 506 hat auch den Grund 
\ dieser, Erscheinung kennen gelehrt, und nachgewiesen, dass die be- 
sondere AUNSEUBES im Kalle eine solche er nichts url ist, 


E willkürlichen Constante C© hervorgeht. | 

Hieraus folgt unmittelbar, dass, wenn das allgemeine Integral 
‘einer Differenzialgleichung Hakafin ist, die besondere Auflösung der- 
en sich auf demselben Wege ergibt, welcher zur Auffindung der 
‚einhüllenden Curve führt [$. 380]. Differenzirt man nämlich die Gl. (2) 
nach C, so ist das Resultat der Elimination von Ü aus den beiden 
Bingen; : 


(4) 


Es sei z. B. die ee 
2,5, 2 


y’y? — myy + 9? — ma —= 0 (m) 
ge Um zunächst zu dem allgemeinen Integral zu gelangen, 
3 differenziren wir dieselbe, den in $. 514 angegebenen Weg betretend, 
und erhalten : 

: ‚dy dy 
2u® 4 aut mg as +2 —m—0, 


l 
yt N +1—0. Es ist 


UNE SEITE UNE 


ne Y. E womit sich die Gleichung in folgende: 


‚dy R ydy dy 
= 1 er N 5 Fe en en 
Ye tet ae, 1 + 


Brennen deren Integral 149°, Ist, wo C die willkürliche Con- 


stante. Durch Elimination von y’ aus dieser und der gegebenen Difie- 
 renzialgleichung erhält man sofort das allgemeine Integral derselben : 
&: f3; — me —myYVO— je oder, wenn man statt Ü eine neue willkürliche 


SER BES I. 
 Constante & = > einführt: 


(@ ER ©)? + y2= am. 





Differenziren wir nun diese Gleichung nach «, und eliminiren aus ihr 
und dem nach « genommenen Differenzialquotienten: — 2(x —ao)—=m 
die Grösse «, so erhalten wir: 


; 1 
y” — mx + 7 m?, 


als besondere Auflösung der gegebenen Differenzialgleichung, welche 
derselben gleichfalls Genüge leistet. 


533. Man kann jedoch die besondere Auflösung einer Differenzial- 
gleichung auch finden, ohne das allgemeine Integral derselben zu 
kennen. In der That kann das System der Curven, welche aus der 
Gl. (2) [im vor. $.] durch stetige Aenderung von C hervorgehen, eine 
einhüllende Curve nur in dem Falle darbieten, wenn diese Curven sich 


schneiden. Diese Durchschnittspunkte sind nun von zweierlei Art: 


solche, welche eben die einhüllende Linie bilden, und durch den Durch- 
schnitt je zweier aufeinanderfolgenden Curven entstehen, welche zu 
unendlich wenig verschiedenen Werthen von C gehören; und solche, 
in welchen sich zwei oder mehrere der Curven schneiden, welche zu 


Werthen von C gehören, die um eine endliche Grösse von einander 


verschieden sind. In jedem Durchschnittspunkte der ersten Art haben 
beide sich schneidende eingehüllte Curven und die einhüllende Ourve 
eine gemeinschaftliche Tangente, während in den Durchschnittspunkten 
der zweiten Gattung die Neigung der sich schneidenden Curven gegen 
die Abscissenaxe verschieden sein wird. Hieraus folgt, dass die Gl. (1) 
nach Wesschaffung der Wurzelerössen, nach %° vom zweiten oder einem 
höheren Grade sein und somit für %° verschiedene Werthe darbieten 


muss, wenn man an die Stelle von & und % ganz beliebige Werthe treten 


lässt, welehe überhaupt %° nicht imaginär machen. Setzt man hingegen 


für & und % Werthe, welche Punkten der einhüllenden Curve angehören, 


also der besonderen Auflösung (3) Genüge leisten, so müssen mindestens 
zwei der aus (1) folgenden Werthe von %° einander gleich werden. 


Damit aber die Gl. (1) nach % gleiche Wurzeln darbiete, muss 
IS: 100, I. Bd.| ihre 1° abgeleitete Funktion nach y, d. i. der 1° 


nach 9° genommene Differenzialquotient gleich Null werden. Setzt man 
daher : | 


-—,—=d, | (5) 


so drückt diese Gleichung die Bedingung aus, welcher die besondere 
Auflösung Genüge leisten muss. . Diese selbst ergibt sich sofort durch 
‚Elimination von 9’ aus (1) und (5). | | 








im vor. 


er 


Go = 


Ser A m 

= = 2 Sr: = er I — 

: dy y —- m—0d,diy ag’ 
und durch Substitution dieses Werthes von y’ in die Gl. (m): 

2 ya — mx + 1 m?, wie zuvor. 


Be IN 


Dieses Verfahren kann nicht mehr unmittelbar angewendet werden, 

_ wenn die Gl. (1) nach y aufgelöst, also in der Form „= ı(#, nr 
E gegeben ist. Differenzirt man aber (1) einmal nach x, dann nach 9, 
Re: indem man y' "als eine durch diese Gleichung implicit bestimmte Funktion 


a 
ei 


’S von und betrachtet, so erhält man: % 


Lac 
de day de’ dy u > 


af dy _ af dy 
de.de .dydy' 
son daher, wie dies für die besondere Auflösung erfordert wird, 
d | 
= zit) werden, so müssen gleichzeitig die Gleichungen: 
3 
ER 


tatt haben. Gibt es. eine Relation zwischen x und y, welche diesen 


die echte besondere Auflösung. 
In unserem obigen Beispiele gibt Gl. (m) nach 3 aufgelöst: 


m + Vm! + imz — 4y? 
2 n 








m 
— yYm? + Amx — Ay? 
+ (m? =“ Ama) — mV m? + 4m — 4y? 
N ar AME — 4y? 











I 

















IV. Von den gleichzeitigen (simultanen) 5. 
Differenzialgleichungen. Eh 24 


534. Es seien &, %, 2, .... Funktionen einer unabhängigen Ver- Be, 
änderlichen {, n an der Zahl, zwischen welchen und ihren nach t 
genommenen Differenzialquotienten : 








da Ang dy d"y a 
4 EINE En Et h 
a ee 
dz f d’z 
I Te 


n Gleichungen gegeben sind, so wird ein solches System von Gleichungen 
ein System gleichzeitiger oder simultaner Differenzialgleichungen genannt, 


‘und die Aufgabe der Integration derselben besteht darin, aus ihnen 


Gleichungen, n an der Zahl, zwischen &, y,2.... und £ zu entwickeln, 
welche, die gegebenen Differenzialgleichungen vollständig ersetzend, die 
abhängig Veränderlichen &, y, 2, .... in Funktion von i bestimmen. 

Die Integration solcher Gleichungen kann immer zurückgeführt Be 
werden auf die Integration einer Differenzialgleichung mit nur zwei Fe 
veränderlichen Grössen. Betrachten wir, um dies nachzuweisen, zunächst | 
nur zwei Gleichungen zwischen zwei abhängig Veränderlichen ©, y, 
und ihren Differenzialquotienten nach 


IT, TE ai, yyysee.. Yen \ a) 8 
nn eh ET EEE Am ee oJ | 4 = 
Differenziren wir die erste dieser Gleichungen » mal, die zweite n mal, 
so erhalten wir mit Einschluss der gegebenen Gleichungen, n+v» +2 
Gleichungen, aus welchen wir die Grössen: y, WW, -:..-.-. ylmsr), 
(n+»-+1) an der Zahl eliminiren können; das Resultat ist oflenbar Ka 
eine Differenzialgleichung zwischen x und t, deren Ördnungszahl die E 
grössere der beiden Zahlen m + », u -+n nicht übersteigt. Auf ähnliche 
Art wird man eine Gleichung zwischen £ und „ bilden können und 
man sieht leicht, dass sich das Verfahren auch auf den Fall ausdehnen 
lässt, wo die Anzahl der Veränderlichen und der Gleichungen eine 
grössere ist. Br 
Sind übrigens die gegebenen Gleichungen von 1!* > SUnney so = 
kann man dieselben von der Form \ 


ih RR melye os Wh (2), 
voraussetzen, "Wo 4 fg Tas = . n FunktionenZyon 2, 2,9, 2a. ran 
bedeuten. Es ist dann einfacher, statt alle diese » Gleichungen gleich- 










eitig 2 zu A dies nur mit einer derselben‘ zu thun, indem 
man zugleich nach ‚jeder Differenziation für die durch diese Operation 
im zweiten Theile der Gleichung auftretenden Differenzialquotienten 
ihre durch die gegebenen Gleichungen selbst dargebotenen Werthe eo 





‚substituirt. | Ss 
- Durch Differenziation der len Gleichung eye erhält manı 2% “ 2 
nämlich: : 
en re A, de  df,dy , df, de | 
: a eur Taler Par = 


4, i. mit Rücksicht auf die vorhergehenden Gleichungen: i 





Ur Te m. 
; rahtantaht = En 
TER : | £ er 
wo nun @, wieder eine Funktion von L, ©, 9%, 2, .....w ist, N a 


Wendet man nun dieses - Verfahren wieder auf die Gleichung 
0 rön, und setzt dasselbe bis zum nien Differenzialquotienten 








fort, so hat man die Gleichungen : 2 a 
.=h, x —=9; a” We NEE, x) — pn, en 

3 - n an der Zahl, aus welchen man durch Elimination der (n — 1) Grössen: 
8 Y, 2, 2...% die Endgleichung zwischen x und £ gewinnt, welche im RE 
Allgemeinen von der nt® Ordnung sein wird. Nicht selten ergibt sich Be 


_ jedoch schon früher, bevor man noch bis zur n'°" Differenziation vor- Er 
 geschritten ist, Gelegenheit, eine Gleichung zwischen x und £ zu bilden, # 
- deren Ordnungsexponent dann kleiner als n sein wird. 
; "Man kann übrigens jederzeit ein System gleichzeitiger Differenzial- 
er. ‚gleichungen höherer Ordnung auf ein anderes 1° Ordnung, jedoch mit 
3 _ einer grösseren Anzahl von Veränderlichen, zurückführen. ; 
Sind z. B. die Glen. (1) mit den Veränderlichen x, y, t, gegeben, = 
und ist m > u, n> », so setze man: 


m or { B 
hr =au=ä,, Denen ® a zer re: 
, = De IPTHER: Tor Ze EN NEAR = 
Berry en van Ye ur Nm | 
BEWO EN, 5, mr, MY >. mi als'neue von.t' abhängige Veränder- 27 


liche zu betrachten sind; man hat es nun mit. folgendem System von 
Gleichungen 1°" Ordnung zu thun: 





Play Eur San - + Emm Im HM Doreen Mn Yan) 0, 

Fila En ee) a \ 

er: er: 8, a &, = —=0,...; En et =—% Re = 
2 & en), nen, Em Nam: RN 

Als Beispiel mögen die Gleichungen: 








= 


de  ay+2) day _ Plot) de _yatn 
t 

















di t RER, { Red 
- dienen. Aus der ersten dieser Gleichungen, in der Form: 4 
1° — 0lYy + 2) (m) _ 
geschrieben, folgt durch Differenziation: a + tx’ =a(y +2’), somit, ig 
wenn man in dieser Gleichung für «, y', z’, die Werthe setzt: er 
Bert) tay—ı)teelß— ti. (m) 


Diese Gleichung abermals differenzirt, gibt nach Substitution der Werthe 
= für &, y\, 2’: | % 2 = 
5 7” — a0 (2By — 3 — 3y) + ay(aß + ay + Py — 3y + 2) 6 a: 
SE tet tt. 
Aus der Verbindung der Gleichungen (m) und (n) zieht man für 
y und z die Werthe: | Fe 
yet NEN 
a et 

welche, in die Gl. (p) substituirt, folgende Gleichung zwischen « und £ 
liefern: Br | 
23x” + 312%” — (aß + ay + By — 1) te — 2aßyr — 0. i 
Diese Gleichung lässt sich nach $. 523 integriren; ihr Integral ist: \ 
u — Ott Q,0, 


wo r,, 7,, Y, die Wurzeln der cubischen Gleichung: Bi 

r? — r(aß. + ay + y) — 2aßy —= 0 N 
bedeuten. Die Werthe von y und z ergeben sich sofort mittelst der 
Glen. (9). = 


Wären die gegebenen Gleichungen : | 
de ytz y ate de a+y Be : 

DES N Bo RR EN EL i 
welche aus den vorigen für «= ß = y 1 hervorgehen, so erhielte. ER 
man durch Differenziation der ersten Gleichung, nach Substitution der 














= Werthe von und 2 unmittelbar eine Gleichung zwischen x und #, x 
nämlich: an. 
I? —— — 26 —=0, 
dt? 


deren Integral nach 8.523: 

2 (NPArNOE : 
ist. Durch Subtraktion der beiden ersten Gleichungen ergibt sich 
Er nun: @t— yt=y-— x, oder, wenn man für x und « den eben 
Br gefundenen Werth substituirt:: 


a 
woraus durch Integration |[S. 509] 
Perth 0 
folgt. Addirt man endlich die beiden ersten Gleichungen und substitnirt 
in der Summe für x, &, », y' die bereits gewonnenen Werthe, so 
erhält man: 


iS 


— oe (ern), 


535. Unter linearen gleichzeitigen Differenzialgleichungen 1% 
Ordnung versteht man solche, welche die abhängig Veränderlichen, 
und deren Differenzialquotienten 1'% Ordnung weder in höheren Potenzen 
noch in einander multiplieirt enthalten. Betrachten wir zunächst zwei 
solche Gleichungen zwischen den Veränderlichen &, y und t£, welche 
man von der Form: 

«+P+W=T y+Pxe+Q9=[T, (1) 
voraussetzen kann, wo P, @, T, P,, ete. Funktionen von £ bedeuten ; 
die zweite derselben, mit A, einer noch unbestimmten Funktion von t, 
multiplieirt und zur ersten addirt, gibt: 

"+ ya+(P+PM2a+@+QMy=T+TA 
Man setze nun © + Ay = u, wo u eine neue Veränderliche bedeutet, 
so wird «+ Ay = w — 4y, und die letzte Gleichung geht durch 
Substitution dieses Werthes über in: | 
“+(P+PA)u—yW+AP+ PN —- RQR+QAN =T+TA. 


Bestimmt man nun die Funktion A so, dass sie der Gleichung: 


Y+MP+PBN—-Q+QN=0 (2) 
Genüge leiste, so wird 
„+ (P+PNu=T+TI 5 


Kann man die Gl. (2), welche nur A und £ enthält, integriren, so sub- 
stituirt man den aus ihr folgenden Werth von A, in Funktion von ft, 
in (3), welche sodann nur « und t enthält, und, weil linear, immer 
integrirt werden kann. 

Hat man drei lineare Differenzialgleichungen zwischen &, %, 2, 
und der unabhängig Veränderlichen f, so bringe man dieselben auf 
die Form: 

x+Pk +0 -+R=[T, 
Y+Pe+Q4y+R2=T, (4) 
2 + Ba + 0Qy+ Rz=T,. 


Henn, Höh. Mathematik, II. 3. Aufl. 34 
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und man erhält durch Addition derselben, nachdem die 2'° mit A, die 
3'° mit zu multiplieirt worden, unter 4 und 0 noch unbestimmte 
Funktionen von £ verstanden: | 


+ Ay ei (BR BA Dre 
RE RR ne 
Setzt man nun: 
2 + Ay -+ uz = u, folglich © + Ay + uz = wW — Ay — we, 


so verwandelt sich diese Gleichung in folgende: 


wW“+(P+PA+ Pu) u 
—yW AP PA + Ba) ZH] 
— z[W + u(P+ PA+ Pu) — (R-+-RA+ Rzu)] 
er 


welche, wenn man die Funktionen A und u. aus den Gleichungen: 


YHMP+PA+BW-(0 +02 +9) — A 5) 
"+ a(P+ PA+ Bu)—(R+ RA+Ruu)=0 
bestimmt, in: 
“+ (P+PA+PRı)u=T+T%+ T;u (6) 
übergeht. Kann man die Glen. (5) integriren, so wird man die daraus 


folgenden Werthe von 4 und u in (6) substituiren, welche letztere 


} 


Gleichung sodann nur « und £ enthält, und linear ist. 


536. Betrachten wir nun den Fall, wenn » lineare Differenzial- 
gleichungen mit constanten ÜCoefficienten gegeben sind. Man kann 
dieselben immer von der Form: 


«+ az +by+ | 
y GEH IN 2A a UT, 
2! +a2 +by+ 024... + 9% "| (1) 


| 
= 


vw ta +by + a2 +... I Dur, | 
voraussetzen, so dass jede derselben nur einen Differenzialquotienten 
enthält. Multipliciren wir die zweite mit A,, die dritte mit A,,.... die 
letzte mit A,, unter A,, A,,... A, noch unbestimmte Zahlen in: 
addiren wir sodann diese Gleichungen, und setzen: 


z+Ay+ het... +Aw=E, 
To A ET 


a, + Ast, + Aa, +... + han 6, (2) 
SR BER a nd, 
au feerde Ma Aa 


I, N A N En ar See an —— 1. 


| 
i (3) 


so kommt: 
dS 
dt 
hieraus folgt durch Integration |$. 509]: 


Eee" (+ | Te ai) i 
oder, für & und 7 die Werthe gesetzt: 
z+4y +42 +...+hw= 


— 68 lo+jen, + TA, +...+ Tuhı) ei a, (4) 


und es handelt sich jetzt nur noch um die Bestimmung der Grössen 
0, Ay,... An. Mittelst der Glen. (3), n — 1 an der Zahl, kann man 
nun die Grössen A,, A,,...4, in Funktion von 6: 


1, =9(0), ,=9(9),.--h=Pı (9) | (5) 
ausdrücken, welche Werthe, in die Gl. (2) substituirt, zur Bestimmung 
von 9 eine Gleichung des n!°" Grades: 

AG" + Boni + 0972 4 ,..+-N—=0 (6) 
liefern, welche somit für 9 im Allgemeinen n Werthe darbieten wird, 
zu deren jedem, vermöge der Glen. (5), ein bestimmtes System von 
Werthen der Grössen A,, A,,... A, gehört. Durch Substitution jedes 
dieser Systeme in die Gl. (4) erhält man » solche Gleichungen, welche, 
da in jeder derselben die Constante Ü eine andere ist, die vollständigen 
Integrale der Gleichungen (1) darstellen. 

Im Falle die Gl. (6) zwei oder mehrere gleiche Wurzeln besässe, 
würden eben so viele der aus Gl. (4) hervorgehenden Integrale von 
einander nicht verschieden sein, und, bei u gleichen Wurzeln, u — 1 
Gleichungen mit ebenso vielen willkürlichen Constanten fehlen. Um zu 
diesen zu gelangen, denken wir uns die Werthe (5) von A,, A,,.. 
in die Gl. (4) substituirt, und diese nach ( aufgelöst, so können wir 
sie ins der Körm: O = El, my, 2...) oder kürzer: 

CAR) 
darstellen. Es seien nun # und 9’—=6W-+ & zwei Wurzeln der Gl. (6), 
so sind die von diesen herrührenden Integralgleichungen : 
348 
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Ce —=F(f) nd "= F(")— F(W + 6); 


aus der zweiten folgt mit Anwendung des Taylor’schen Lehrsatzes: 


C"=rF(#)-+:F()+ ni ED 
di. weil (0) —I@: 
an ip 
Lassen wir nun & unendlich klein werden, so werden die beiden Wurzeln 
6’ und 0” einander gleich, und die letzte Gleichung verwandelt sich, 
„ , 


7 


wenn wir die unbestimmt werdende Grösse ———— mit C bezeichnen, 
& 


€ 


in C= F’(0). Hieraus folgt also, dass die Anwesenheit zweier gleicher 
Wurzeln 6° die beiden, mit zwei willkürlichen Constanten ©, 0 ver- 
sehenen Integralgleichungen : 
; 2 0 dF (6) 
OR 0 Eh =), 
nach sich zieht. 

Im Falle dreier gleicher Wurzeln —= $ fände man auf demselben 
Wege für die entsprechenden Integralgleichungen: 

OP 0 0 een 
Dres eaw: 

Wir haben hiebei die Gl. (4) als nach © aufgelöst vorausgesetzt ; 
dies ist jedoch nicht wesentlich, man gelangt offenbar zu demselben 
Resultate, wenn man dieselbe sofort nach ® differenzirt, dabei C 
als Funktion von 69 betrachtend, wo dann die Differenzialquotienten 
OHE NG 
Fr DR 

Beisp. 1) Die gegebenen Gleichungen seien: 

6 — y+ Mae—=bt — ek, 
207 + 5y’ + 240 + 32y —= 2 + Bel; 
oder durch successive Elimination auf die Form der Gleichungen (1) 
sebracht: 


als neue willkürliche Constanten anzusehen sind. 


© +72 + y=t Y + 2x + 6y = ei; 
multiplieirt man die zweite Gleichung mit A, und addirt sie zur ersten, 
so kommt: 
"+ hy +) ++ 6,)y—tt he; 
man setze nun: 


Ta et! He, 


welchen Gleichungen die Auflösungen: d9—=8, A, —=}4, und 9 =5, 


A, 


gegebenen Gleichungen : 


1 ; 1 
EA Age |[c+| ("+ 3 ) - “|, 


— — 1 entsprechen, so sind, vermöge Gl. (4), die Integrale der 


ee y—e° ke + | (E — e!) e! a| ä 


d. i. wenn man die Integration ausführt: 








nl are ee 
x —yalerft — et ee — 253 
oder: 
dei Qt n e! + r t - 


5) 


wort, 20, 0, >= 40) gesetzbist. 
2) Für die Gleichungen : 


‚ es 
x + 22 — 3y—= 1, Yu ! 


hat man: 


2) 
2 + 1 =, -—-3+ 54, =M,, 
| 49 — 8 
woraus O—=} als zweifache Wurzel, A, = Sun me ze foleu Nie 


Gleichung (4) wird hiemit: 
46 — 8 ie: 10293 Bl 
V a wer yUzuU- b1 R + (2 -F u Fu : (1 n) ed" | 5 


oder nach Entwickelung des Integrals: 


In 2 Ü 
32 + (49 — 8)y= et (: — ,) 2 (: N 5) 2!:(m) 


Hieraus ergibt sich für d = ? als erste Integralgleichung : 








4 
«+ 2y— (lei + ee 


Um die zweite zu finden, hat man (m) nach 9 zu differenziren, wodurch 
man erhält: 


el ee = 207 hr 2 bo A 
4%. — BE ( Ct ze %. 2 ta): 
IC 

und hieraus, 6 — 3, und = == CO rsetzend: 
7 8 48 
y—3e3'(0 — Oi —, 
4y — 3e (C Ct) irn 


V. Totale Differenzialgleichungen mit mehreren 
veränderlichen Grössen. 


537. Betrachten wir die Differenzialgleichung 1'% Ordnung: 

Pd + Qdy + Rde = 0, (1) 
in welcher & und % zwei unabhängige Variable, 2 eine Funktion der- 
selben bedeuten, unter P, @, R aber Funktionen dieser drei Veränder- 
lichen zu verstehen sind. Diese Gleichung integriren, heisst, einen 
Werth von z in Funktion von & und 4, oder allgemeiner gesprochen, 
eine Relation zwischen diesen drei Grössen zu finden, welche der 
Gl. (1) Genüge leistet. Wir werden sogleich sehen, dass die Existenz 
einer solchen Relation an die Erfüllung einer gewissen Bedingung 
gebunden ist, und wollen vorerst einen speciellen Fall betrachten. 

Es kann nämlich der Fall eintreten, dass die linke Seite der 
Gl. (1) das vollständige Differenzial einer Funktion U=f(z, y, z) ist, 
in welchem Falle man offenbar f(x, y, 2) = € als Integral derselben 
hat. Die Gl. (1) muss dann identisch sein mit der Gleichung: 


dU dU dU 
dU dU dU - 
es muss daher Le ee NZ und vermöge eines be- 


kannten Satzes der Differenzialrechnung [$. 330]: 
dP dQ dP _ dR dQ da 


mem m (2) 
sein. Diese Gleichungen drücken sofort die Bedingungen aus, welche 
erfüllt sein müssen, wenn die linke Seite von (1) das vollständige 
Differenzial einer Funktion U= f(x, y, 2) sein soll. 

Ist dies der Fall, so findet man die Funktion U selbst leicht auf 
folgendem Wege. Da nämlich P der partielle Differenzialquotient nach 
x der Funktion U ist, so hat man: 


U= |Pdr + V, 
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wo VY noch eine Funktion von % und 2 sein kann. Um sie zu bestimmen, 
differenziren wir diese Gleichung nach %, und erhalten: 


I l 


dy  dy dy’ 
dU 
01. dar el) 
dy 
dV d 4 al 
——=() — Pd: le } er cm ie 7 
dy ) “| dx, I jr (4 m Ir.) +Z, 


wo Z eine Funktion von 2. Man hat nun: 


oa + ji (7 _ re) +Z. 


Um Z zu bestimmen, differenziren wir diese Gleichung nach 2, und 


d 
erhalten, da — = R 
dz 


woraus! 


folgt. Das gesuchte Integral ist daher: 


U Pdx + | (4 -— re) + 


& 


Man überzeugt sich leicht, dass die durch dieses Verfahren vorgeschriebene 
Rechnungsoperation auch auf folgende Weise dargestellt werden kann. 
Man setze: 


| par ee 


bei welcher Integration selbstverständlich y und 2 als constant be- 
trachtet werden, differenzire nun U’ nach allen drei Veränderlichen 
und ziehe das Differenzial von der linken Seite der Gl. (1) ab; der 
Rest wird nur y und z enthalten, und die Form: 


QVdy + R’dz (m) 
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haben. Nun suche man: 


|@ay zen. 1% 


dabei z als constant betrachtend, differenzire sodann U” nach % und z 
und ziehe das Resultat von (m) ab; der Rest, von der Form R’dz, 
wird nur noch z enthalten; sucht man endlich: 


| ra En 0 
so ist: 
U— U’ u. ii -.- 197 = OÖ 
das Integral der Gl. (1). 


Es ist klar, dass dieses Verfahren auch auf Gleichungen mit mehr 
als drei Veränderlichen ausgedehnt werden kann. 


Beisp. Die a Gleichung sei: 


Yz ) I 1 ) ( YL Sn) 
57 ED RAGT da ; bı 2 FRE 9Q D dz a Eat 
(en Rn ji: N 


für welche, wie man sich leicht überzeugt, die Bedingungsgleichungen 
(2) erfüllt sind. Man hat nun: 


2 “Y Y£ 1 RL % 
U -| Pax -| ( n eh — ) VER R un —; 
xy’ 2 2 2 z 


en YE 1 RL 2Y x 
LU -( De ) I d e Le el ) «. 
( xy? 2? 2 = 2’y? + 2? Y ey’ g? £? R 


welcher Ausdruck von der gegebenen Gleichung abgezogen, den Rest: 























; ; dy , Ydz 
Qdy + Rd = = + r (m) 


gibt. Hiemit erhält man: 


Da | da = ö > — 4 ’ 
E47 F7 


dU"’ — — ay + ydz 


2 
2 2 





und 


Dieser Ausdruck, von (m) abgezogen, gibt Null; es ist daher U” —0 
und das gesuchte Integral: 
ay 24% 


arc tg Br 0 


538. Die Gleichung: 

Pdx + Qdy + kdz = 0 (1) 
kann aber auch durch Elimination einer Constante aus der primitiven 
Gleichung F(x, y, 2) = 0 und deren unmittelbarem Differenzial, oder 
auch dadurch entstanden sein, dass man in dem Differenzial einen 
allen Gliedern gemeinschaftlichen Faktor unterdrückt hat, und wird 
in diesen Fällen den Bedingungsgleichungen (2) im vor. 8. im Allge- 
meinen nicht Genüge leisten. Soll nun überhaupt die Kxistenz der 
Gl. (1) mit der Voraussetzung, dass 2 eine Funktion der beiden von 
einander unabhängigen Veränderlichen x und % sei, verträglich sein, so 
muss nothwendig der aus (1) gezogene Werth: 





RB dir r 


der allgemeinen Bedingung für den Ausdruck des Differenzials einer 
Funktion von zwei unabhängigen Veränderlichen [$. 330] Genüge leisten, 


d ee d (°) 
dy\R)  de\R) 


Führt man die Differenziation aus, und beachtet hiebei, dass die 


d. h. es muss sein: 


Grössen P, &, R auch noch z enthalten, so kommt: 


2 & ed a) Br E iR =) = 
dy dz dy dy dz dy 


IC IQ) de IR dz 
ee a ne) 


de ' de de, de ' de ds 
dz 1% dz Q 
da —- = — —. ——— —- ist: 
oder, da In Ba 7 ist 
dk do Ike do) dp 
ee ee 
‚dy dz re dz da age dı dy > (2) 


und nur, wenn diese Bedingungsgleichung erfüllt ist, kann man in (1) 
x und y als zwei unabhängig Veränderliche, und z als Funktion der- 
selben ansehen. In diesem Falle ist, geometrisch betrachtet, das Integral 
die Gleichung einer Fläche, von welcher die Gl. (1) irgend eine 
Eigenschaft ausdrückt. Man wird leicht bemerken, dass obige Be- 
dingungsgleichung (2) die Bedingungsgleichungen (2) des vorhergehen- 
den S. als speciellen Fall in sich begreift. 

Ist hingegen die Gl. (2) nicht erfüllt, so kann die Gl. (1) nur 
durch die Annahme, dass zwei der Veränderlichen, etwa x und y durch 
irgend eine Relation p(x, y) = 0 mit einander verbunden sind, eine 
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analytische Bedeutung erhalten, wodurch sich aber die Integration der- 
selben auf jene einer Gleichung mit zwei Veränderlichen reducirt. Das 
Integral wird in diesem Falle durch ein System zweier Gleichungen, 
welche eine willkürliche Funktion enthalten, dargestellt, und bedeutet 
in geometrischer Beziehung ein System von Curven im Raume, durch 
welche sich jedoch keine stetige Fläche legen lässt, weil ja sonst ein 
Integral f(x, 9, 2) = C der Gl. (1) existiren müsste, was der Voraus- 
setzung widerspricht. 

Gesetzt nun, die Bedingungsgleichung (2) sei erfüllt, so lässt sich 
das Integral der Gl. (1) in folgender Weise entwickeln. Betrachten 
wir zuvörderst eine der drei Veränderlichen, etwa 2 als constant, so 
reducirt sich die Gl. (1) auf: 

Pdx + Y9dy =0, 


welche dem im Abstande = z parallel zur Ebene der xy geführten 
Schnitte der Fläche angehört. Das Integral dieser Gleichung mit zwei 
Veränderlichen sei: 


Die 9,.2)E*2, 
wo Z die Integrationsconstante bezeichnet, welche, da bei der Integration 


3 als constant betrachtet wurde, noch z enthalten kann. Durch Diffe- 
renziation dieser Gleichung nach allen drei Veränderlichen erhält man: 


dep di p 


dy 





! 
de + dy + TE de = dZ, 


dx 


und da die rechte Seite dieser Gleichung nur 2 enthält, so muss dies 
auch auf der linken Seite der Fall sein. Wenn man daher aus dieser 
und der vorhergehenden Gleichung eine der beiden Veränderlichen & 
oder % eliminirt, so muss die andere von selbst hinausfallen, wodurch 
eine Gleichung zwischen 2 und Z zum Vorschein kommt, deren Inte- 
gration den Werth von Z in Funktion von 2 darbietet. Durch Sub- 
stitution dieses Werthes in die Gleichung p(&, %, 2) —=Z ergibt sich 
endlich das Integral der Gl. (1). 


Beisp. 1) Die gegebene Gleichung sei: 
ydax — ady + ylayz? — ax — 2ye) de —= 0, 


welche der Bedingungsgleichung (2) Genüge leistet. Nehmen wir 2 
constant, also dz = 0, so bleibt die Gleichung: ydz — xdy = 0 zu 
integriren, deren Integral 


& 
Y 


ist, wo nun die Integrationsconstante Z noch als Funktion von 2 zu 
betrachten ist. Durch Differenziation dieser Gleichung erhält man: 


de — xd. 
yda—ady _ 47 


y 
oder, mit Rücksicht auf die gegebene Gleichung: 


’ 


— («ei — da — 22) de ==dZ, 
Y 
x 


somit, da — —=Z: 
Y 


dZz 
— — aZ + ae? — 22 —=0; 
dz 
als Integral dieser linearen Differenzialgleichung findet man [S. 509] 
Z = Ce“: + z?, somit ist das Integral der vorgelegten Gleichung: 
> (le + 2? 
FM 2 
Y 
2) Die gegebene Gleichung sei: 
z(y? + 2?) de + z(&” + 2?) dy — 20y(0 + y) de = 0; 
die Bedingungsgleichung (2) ist erfüllt. Nehmen wir 2 als constant, 
so haben wir die Gleichung: 
Nr 2 THE 2d% zdy 
2(y? + 2’) de + 2(a® + 2°)dy=0, oder er Pr En er, DR 
deren Integral: 


% 
arctg— — arctg ne, 
2 £ 


ist. Durch Addition der beiden Bögen bringen wir diese Gl. auf die 
Form: 











2 { t 
E EYE ug, oder ERBE BEA 


arctg — 2 
SE xy 2? — a £ 


I 


und können nun, wegen der Unbestimmtheit der Funktion Z, statt 


tg Z 
_- wieder Z schreiben, wodurch dieses Integral die Form: 


B Au Hufen 
nee 

annimmt. Durch Differenziation dieser Gleichung ergibt sich: 

(2? — zy) (de + dy) — («+ y) (22de — yda — xdy) az 

(2? — ay)? 





oder: 





EB 0 KR Aa a AL, 
(av)? ar 


d. ı. mit Rücksicht auf die gegebene Gleichung: 


22y(® +9) 
& 





de — 22(& + y) de = (2? — xy)’ dZ, 


22 


oder: 
— 2(2 + y)de—=2(2e? — ay) dZ. 
Aber (x + 9) = Z(2? — xy), somit — 2Zdz = 2dZ, woraus 


VI. Von den partiellen Differenzialgleichungen. 


559. Ist z eine Funktion mehrerer von einander unabhängigen 
veränderlichen Grössen, x, 9, t,.. , so kann die Funktion 2 in Bezug 
auf jede dieser Grössen differenzirt werden, wodurch man zu den par- 


GE; | 
.... gelangt. Das Gesetz der 


tiellen NE UP Er ERELER 

Abhängigkeit der Funktion 2 von den Grössen x, y, t,.... kann nun 
durch eine Gleichung zwischen 2, &, %, t,... und den partiellen Diffe- 
renzialquotienten Ss - .... gegeben sein; eine solche Gleichung 


wird eine partielle Differenzialgleichung genannt. Dieselbe integriren 
heisst, eine endliche Gleichung zwischen den Veränderlichen 2, x, 9, t,... 
finden, welche das Gesetz der Abhängigkeit eben so allgemein  aus- 
drückt, wie die gegebene Differenzialgleichung. Da diese eine gewisse 
Anzahl der Differenzialquotienten völlig unbestimmt lässt, so muss auch 
ihr Integral das Gepräge der Unbestimmtheit an sich tragen. 


Soll von partiellen Differenzialien einer Grösse z überhaupt die 
. Rede sein, so muss diese eine Funktion von mindestens zwei unab- 
hängig Veränderlichen sein; eine partielle Differenzialgleichung wird 
daher wenigstens drei Veränderliche enthalten müssen. Sie ist von 
der ersten Ordnung, wenn sie nur partielle Differenzialquotienten 1 
Ordnung enthält. 


Es sei 





12 lz 
Hay. „er se) 2 


de’ dy 
eine partielle Differenzialgleichung der ersten Ordnung zwischen den 
drei Veränderlichen x, 9, 2. Sieht man letztere als rechtwinkelige 
Coordinaten eines Punktes im Raume an, so drückt die Gleichung (1) 
eine Eigenschaft irgend einer krummen Fläche aus, deren endliche 
Gleichung eben das Integral ‚der Gl. (1) ist, und welche auch mittelst 
der Differenzialgleichung (1) construirt werden kann. Diese Gleichung 
dz de 
r; da’ dy' 


sobald die Werthe der vier anderen bekannt sind. Denkt man sich 


liefert nämlich den Werth irgend einer der fünf Grössen «, %, 


nun in der Ebene der 22 irgend eine willkürliche Curve z2= g(«) 
verzeichnet, welche als die Durchschnittslinie der durch Gl. (1) 
ausgedrückten Fläche mit der Ebene der x&2 genommen wird, so sind 


i f dg 
für jeden Punkt dieser Curve die Werthe von &, y, 2, ER bekannt, und 
dx 


N 


dg s S 
der zugehörige Werth von FR ergibt sich sofort aus der Gl. (1); hiedurch 


WU 


ist nun die Lage der Berührungsebene der Fläche, deren Gleichung 
bekanntlich : 

A dz 2 

ee 0 
ist, für jeden Punkt der besagten Curve bestimmt, folglich auch die 
Lage der Geraden, in’ welchen diese tangirenden Ebenen eine in dem 
Abstande 4y parallel zur x2- Ebene gelegte Ebene schneiden, und 
somit auch die einhüllende Curve, welche von der stetigen Folge 
dieser Geraden gebildet wird. Lässt man nun ./y unendlich klein 
werden, so kommt diese einhüllende Curve auf die krumme Fläche zu 





dy 


liegen, und ist als ein zweiter, dem Schnitte z2=g(x&) unendlich nahe 
liegender Parallelschnitt zu betrachten, dessen man sich nun wieder 
bedienen kann, um einen dritten Parallelschnitt zu erhalten, u. s. w. 
Die Fläche ist auf diese Art durch die stetige Folge dieser Schnitte 
vollkommen bestimmt, sobald ein erster Schnitt, 2=g@(x) angenommen 
ist, welcher jedoch gänzlich willkürlich bleibt. Die Gl. (1) gehört 
daher einer unendlichen Menge von verschiedenen Flächen an, welche 
sämmtlich eine gemeinsame durch diese Gleichung ausgesprochene 
Eigenschaft besitzen, die sich, wie aus Obigem erhellt, auf die Lage 
der Berührungsebenen oder Normalen bezieht; die specielle Gestalt 
jeder einzelnen Fläche hängt von jener der willkürlichen Curve ab, 
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durch welche man die Fläche gehen lässt. Hieraus folst, dass das 
Integral der Gl. (1), wenn es dieselbe Allgemeinheit besitzen soll, wie 
die Gl. (1), eine willkürliche Funktion enthalten muss. Von der Richtig- 
keit dieses Schlusses überzeugt man sich leicht durch die Bemerkung, 
dass aus einer endlichen Gleickung, welche eine willkürliche Funktion 
der Veränderlichen &, y, z enthält, jederzeit eine partielle Differenzial- 
gleichung abgeleitet werden kann, aus welcher diese Funktion ver- 
schwunden ist. Beispiele hiezu findet man in 8. 335. 

Eine partielle Differenzialeleichung kann jedoch auch durch 
Elimination von Constanten aus der primitiven Gleichung und ihren 
partiellen Differenzialquotienten hervorgehen. In der That, ist 

Pia; y za by—0 (2) 
eine endliche Gleichung, in welcher a, b zwei constante Grössen be- 
deuten, so erhält man durch partielle Differenziation derselben nach x 
und %: 

dF dEde dF dFdz 
—- =) + 72 


e de ' de de dy 


U: (3) 


day 





und man gelangt durch Elimination von a und b aus den drei Glei- 
chungen (2) und (3) zur partiellen Differenzialgleichung: 
F (2 Y,2, 23 el =—(), (4) 
da’ dy ‘ 
aus welcher die willkürlichen Constanten verschwunden sind. Hieraus 
schliesst man zunächst, dass umgekehrt, wenn die Gl. (4) gegeben ist, 
das Integral derselben zwei willkürliche Constanten enthalten _ müsse. 
Ein solches Integral ist jedoch, weil einer willkürlichen Funktion er- 
mangelnd, nicht die allgemeinste Auflösung der vorgelegten Differenzial- 
sleichung, kann aber leicht in letztere umgewandelt werden. 


Differenziren wir nämlich die Gl. (2), indem wir a als veränderlich 
und b als Funktion von «a betrachten, so erhalten wir: 


aEndokde ı (= dF' ) e@ . da a) Bahn 











dx de dx da db da dx 27 de dx 
dF dF dg ( dF =) ( da da -) 2 
dy dz dy da db da) \dy ' de dy B3 


Diese Gleichungen werden offenbar mit den obigen (3) identisch, 
wenn wir 
dfı, dEdb, ö E 
da ' dd da (5) 


setzen, unter welcher Voraussetzung dann die beiden letzten Gleichungen, 


543 


durch Elimination von «a und 5 mit (2) verbunden, zu derselben 
partiellen Differenzialgleichung führen müssen. 

Hat man daher eine endliche Gleichung F'(&, y, 2, a, b) —= 0 mit 
zwei willkürlichen Constanten a. b gefunden, welche einer vorgelesten 
partiellen Differenzialgleichung (4) Genüge leistet, so wird man bD=% (a) 
setzen, unter g eine willkürliche Funktion verstanden; das System der 


beiden Gleichungen: 
ARE. rt 


Era aaa —) Er Ah Pika)—.0, 
oder einfacher : 
IF 
Bey 2 aaa) =), 5 —0 


stellt sodann das allgemeine mit einer willkürlichen Funktion versehene 
Integral der gegebenen Differenzialgleichung dar. 


540. Die Integration partieller Differenzialeleichungen 1! Ordnung 
lässt sich immer auf die Integration gewöhnlicher Differenzialgleichungen 
zurückführen. 

Die allgemeinste Form einer partiellen Differenzialgleichung 11° 
Ordnung zwischen drei Veränderlichen ist: 

Pe +0 —R (1) 
dx dy 


wo P, Q, R beliebige Funktionen von x, y, 2 bedeuten. Schaffen wir 
aus derselben mittelst der Gleichung: 








de dg 
ba — I ed 
; dx BR dy = 
lz 
einen der beiden Differenzialquotienten, etwa - ‚ weg, so erhält sie 
day 
die Gestalt: 
dz 
(Pdy — Qd«) Fri + (Qdz — Rdy) = 0. (2) 


led 


1 Tu { 
In Folge der Unbestimmtheit der Grösse ne kann diese Gleichung nur 
da 


bestehen, wenn gleichzeitig Pdy — Qdz =0, Qdz — Rdy = O0 ist, 
aus welchen Gleichungen noch überdies durch Elimination von dy: 
Pdz — Rd& —= 0 folgt. Diese Gleichungen : 

Pdy — Ada — 0. | 

Pdz — Rd = 0, (33) 

Qdz — Rdy = | 
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von welchen jede eine Folge der beiden anderen ist, bestehen daher 
immer gleichzeitig mit Gl. (1): sie enthalten keine partiellen Differenzial- 
quotienten, unterliegen also den bisher gelehrten Integrationsmethoden. 
Gesetzt nun, man hätte auf irgend einem Wege die Integrale 
zweier dieser Gleichungen oder irgend zweier Combinationen derselben 
gefunden, und seien diese 
Mr OWEN 0 (4) 
wo M und N Funktionen von &, 9, z, © und C’ aber willkürliche 
Constanten bedeuten, so könnte man aus denselben % und z als 
Funktionen der Veränderlichen x und der beiden willkürlichen Con- 
stanten 0, .C bestimmen‘, eiwa (a, 0. ON nel 
welche Funktionen der Gl. (2) und daher auch der vorgelegten Gl. (1) 
Genüge leisten. Hiemit haben wir nun allerdings eine Auflösung der 
Gl. (2) oder (1) kennen gelernt, allein es ist dies nur eine einzelne 
der unendlich vielen Auflösungen dieser Gleichungen, weil es in Folge 


dz 
der Unbestimmtheit der Grösse —-, für welche jede beliebige Funktion 


von x, %, 2 gewählt werden kann, möglich ist, die Gl. (2) zu erfüllen, 
auch ohne die Glen. (3) anzunehmen. Man kann sich jedoch dieser 
Auflösung bedienen, um auf folgende Art zum allgemeinen Integral zu 
gelangen. 

ES sei 


Fo, wel) (5) 
die allgemeine Integralgleichung von (1), so muss dieselbe, eben so 
wie die aus ihr hervorgehende Differenzialgleichung : 


dF BIER 
— di — d — de —( 6 
ee en R (6) 


nothwendig durch alle Relationen zwischen x, y. 2 erfüllt werden, welche 
der Gl. (2) Genüge leisten, also auch durch die aus den Gleichungen 
(4) oder (3) entspringenden Relationen: y=f(x, C, 0’), z=f,(«. 0, 0). 
Durch die Substitution dieser Werthe erhält nun (6) offenbar die Form 
Vde—=0, welche Gleichung für jeden Werth der unabhängig Veränder- 
lichen x bestehen muss. Allein zu demselben Ergebnisse muss auch die 
Ditferenziation der Gl. (5) führen, wenn man in derselben vor dem 
Differenziren 9 und 2 durch x ausdrückt, woraus folgt, dass durch die 
erwähnten Substitutionen auch die Veränderliche x aus der Funktion 
F(&, y, 2) verschwunden sein muss, und diese letztere somit nur mehr 
als eine Funktion der Constanten © und C’ erscheint, welche wir durch 
ı(C, 0”) bezeichnen wollen. Es kann aber durch Substitution der aus 
















Br "nicht in v(C, 08 übergehen, ohne dass F(x,y,2)=w(M, N) ist. 

Das Integral der Gl. (1) hat daher die Form: w(M, N)— 0, wo die 
Beschaffenheit der Funktion ı völlig unbestimmt bleibt. Lässt man 
daher ı) eine willkürliche Funktion bedeuten, so ist 


v(H,N)=0 | 
das allgemeine Integral der partiellen Differenzialgleichung (1), welchem 
man auch die Form: 









: | M=y(N) 
geben kann, wo @ wieder das Zeichen einer willkürlichen Funktion ist. 
- Folgende Beispiele mögen zur Erläuterung dienen. 








Beisp. 1) Die en partielle Differenzialgleichung sei: 


er + re = 7: HE 





Hiomit werden die zwei letzten der Glen. (3) im vor. $.: E 
aXde — Zde =0, bYdz — Zdy —=0, = 


_ durch deren Integration man: ; en 


Ä dz dy de ; 
Ele. 


_ erhält. Das allgemeine Integral von (m) ist daher: 








a ale ne = 

x Z Y Z = 
Läst mn. X=Y—Z—=1 sein, so wird (m) die Differenzial- 
SE der eylindrischen Flächen, und das Integral: 


2 — a2 = Yp(y — b2). 
| an; Neger are BZ RN, 
so ist (m) die Differenzialgleichung der conischen Flächen, und ds 














Pi NEUN gas Z, Er 
ar DE ESEL vn 
oder: RS 
2—a  „[y— ee: 

ER Ja Aa A ee 

Er: endliche Oehung der conischen Flächen |[vergl. 8. 410]. 2 TR 


Herr, Höh. Mathematik, II. 3. Aull. 39 


Me Er 


ve Heben 


sind die Aikselaichunzen (3) | | 
ä ydy — ade —= 0, yde — 2zde —= 0; xde — 2dy—0; 


‚aus der ersten folgt sofort y — 2?—=0; die beiden 1eszt ten geben 


addirt: Er 
2(de + dy) — er +9) ne 0, 


| für deren Integral man auf dem in 8. 538 betretenen Wege 


Fe 


findet; das N) Integral der vorgelegten Gleichung ist nz =. 


| Pr — a). 
3) Für die a 


de dz 
Gates de 
werden die ER RRI chungen (3): 
(«+ y)dy — (y— ®) ee 
(x + y) de — zde — 0, 
(y— ®) de — ey — 0; 


die erste dieser Gleichungen ist eine homogene Ditferenzialgleichung 
zwischen den beiden Veränderlichen x, y, und gibt, nach 8. 510 nen 


I Va? + y? + are 18? — 0; 


multiplieirt man ferner dis zweite Gleichung mit %, die dritte mitm, 
so erhält man durch Subtraktion derselben: Be 

(+ e2) de + z2dy — yeda —= 0, 
welche Gleichung integrabel ist, ı de 1 
Verfahren das Integral 


aretg 2. 


2e u — (' 


darbietet. Das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung ist daher: 


r 


—arct 


> 
2—e "plan Veh Fr) 


541. Befinden sich unter den Glen. (3) nicht zwei solche, ‚welch. 
nur je zwei Veränderliche und deren Differenzialien enthalten, und 











bindung et zwei 80 Deahaftene: Gleichungen , oder auch. 
} integrable totale Differenzialgleichungen mit drei Veränderlichen abzu- 
# leiten , so muss man eine dieser Gleichungen differenziren, wodurch 
- man immer zu einer Differenzialgleichung von nur zwei Veränderlichen, 
jedoch von 2t° Ordnung gelangen kann. Betrachtet man nämlich irgend 
| zwei der Glan (8, 2.:D%! 

| Pdz — Rde—0, Qdz — Rdy—=0, 










- der drei Veränderlichen als unabhängig angesehen werden. Sei diese 2, 
so enthalten diese Gleichungen, die man auch in der Form | FE 
E; ® da Au | 
| P— R— —=0(, — R— 
F | Rz, e- ae 


schreiben kann, nebst den Veränderlichen x, 4, 2 noch die Differen- 













man eine neue Gleichung, welche ausser den eben genannten noch 
wo . 3 [ 


d’x 
de? 





den Differenzialquotienten enthält, und die Elimination von y und 


—- aus diesen drei Gleichungen bietet sofort eine Gleichung 2!° Ordnung 


N 













in x und z dar. Diese Gleichung hat nothwendig zwei erste Integrale 
von der Form: 


SE ; { ; de ? 
= m welchen man nur noch den Werth des Differenzialquotienten Eee i 
ER | dz 


einzusetzen hat, um wieder die Glgn. (4) des vor. $. zu haben. 
Es sei z. B, die partielle. Differenzialgleichung : 





.y% de : dz = x 
22 a: — 5 ne 
Elan + (e*z Ve oe 


gegeben, welcher die Hilfsgleichungen : 





ir yz?dy — (a? — y) de —=0, = 

Er! ; N 

; yedz — de —=0, (az — y)de — zdy — O0 a 
entsprechen; benützen wir die zwei letzten, als die einfacheren, so 2% 
haben wir: , 
RN Wr 
da dy Een 


= BL — y ud—y rs 


d£ de’ 








F f 


somit: 
d? 
es ut —N (m) 
Das allgemeine Integral dieser Differenzialgleichung 21° Ordnung ist: Y 
u — Acer  Derat, BR; 
wo A und B willkürliche Constanten sind. Eliminirt man aus dieser 
Integralgleichung und ihrem ersten Differenzial: a 
9 — Age? — Dae7"2 Br y 
dz 
successive A und B, so erhält man: Tu 
dx dx | IR. 
— = 2Aaec% — — — 2Baec“%, er 
18T 7, I E ae 
oder: E 
a —u2 — ( a az ? = 
(« Ar EA ER tn RR C Bi: 
ER, s 
als 11° Integrale der Gl. (m). Setzt man endlich in diesen — =yn, : 
so hat man: E 
(ax + ye) e” —=(, (au: — y2) e= — (", 
somit: 
(aa + ya) —p \(ax — 42) ea= i 
als allgemeines Integral der vorgelegten Gleichung. r 
542. Das zur Integration einer partiellen Differenzialgleichung 
jten Grades mit drei Veränderlichen vorgetragene Verfahren bleibt 
auch in jenen Fällen anwendbar, wenn die Anzahl der Veränderlichen 
grösser ist. Es sei z. B. die Gleichung: 
du dus du 
P— — - R—- —=T 1% 
reg +E, a 
gegeben, wo « als Funktion von &, y, z betrachtet wird und P,Q, R,T ? 
im Allgemeinen Funktionen von &, %, 2, u vorstellen, so kann man aus r) 
derselben mittelst der Gleichung: we 
du du BER, Se 
a Le de R. 
du dr de + 27 dy + Fr de En 
einen der Differenzialquotienten z. B. Fr wegschaffen, wodurch man e. 
dz Ns 


zur Gleichung: 





























(Pie — Rd) z, + (Ode — Ray), + (Rau — 1a.) = 0 





“ gelangt, Se in Folge der Unbestimmtheit von - und ir in folgende 


3 drei Gleichungen zerfällt: 
‚Pde — Rdx =0, Qde — Rdy—=0, RBdu — Tdz = 0, (2) 


Pdy — Qdze =0, Qdu — Tdy—=0, Pdu— Tie—0 (3) 
folgen. Man kann diese sechs Gleichungen auch in der abgekürzten 
Form: 


>=, == (4) 





schreiben. Es seien nun: Be 
RE, Eee, Rn 
die Integrale dreier dieser Gleichungen oder irgend welcher Verbindungen | EN 
_ derselben, so gelangt man durch dieselben Schlüsse wie im vor. $. zu 
dem Resultate, dass 


DL MN oder LI —o(M.N) 


Has allgemeine Integral der vorgelegten partiellen Differenzialgleichung 
ist, wo ı) oder @ willkürliche Funktionen bedeuten. 


548. Enthält eine Gleichung nur drei veränderliche Grössen, aber 
höhere Potenzen der partiellen Differenzialquotienten der ersten Ordnung, 
so kann sie auf eine Gleichung mit vier Veränderlichen reducirt werden, 
in welcher die partiellen Differenzialquotienten nur in der ersten Potenz 
erscheinen. Es sei 





| (©, 9 2,9», q)=0 (1) 
‚die gegebene partielle Differenzialgleichung. Differenzirt man dieselbe 
partiell in Bezug auf x, y und z, indem man die Differenzialquotienten 
ee. — “ als Funktionen dieser Variablen betrachtet, so erhält % 
_ man die drei Gleichungen: 30 
ER df dp , dfd 3 
| 
de "dp de ' dg de 





a u, a 
ap day andy 7 A 
” df dp | df dq 


dz ae 








ee NS 
RENTE a PAR A in FEN. © Lö Aa, v h ä 
. ee ne Be u a vi NN y u N: A Ber PR 


es 
‚gesellt, welche die Bedingung ausdrückt, dass 2 eine Funktion der 
beiden unabhängig Veränderlichen & und y sein soll, und aus der 


Eintwickelung der bekannten Beilinzungsgleichung ne = — : Ep ‚her- 


dıy 
vorgeht, wenn man nur im Auge behält, In p und g als Funktionen 


‚aller drei Veränderlichen x, y, 2 betrachtet werden. 3 
Man kann nun mit Hilfe zweier der Glgn. (2) und der Gl. (1) Be 
BR es oder g, ei 2 wegschaffen, wodurch 
dy de’ Ars vs = 
man zu einer partiellen Differenzialgleichung der. re@ Ordnung zwischen 
den vier Veränderlichen &, %, 2, q oder beziehungsweise &, 9, 2, ge- - 


Belieben entweder pP, 


langt, welche die _Difterenzialquotienten nur mehr in erster Potenz. 
enthält. Integrirt man diese Gleichung nach dem im vorigen S. gelehrten 


Verfahren, so erhält man eine endliche Gleichung zwischen x, 9, 2 
und 9, mittelst welcher man p, und mit Zuhilfenahme der Gl. (1) auch | 
q durch x, %, 2 ausdrücken kavn, und es ist nach Substitution der 30. 


erhaltenen Werthe dieser Grössen in die Gleichung 


dz —= pdx + gdy 9% 
die Auflösung der ATS nur noch von der Integration dieser letzteren 
totalen Difterenzialgleichung abhängig gemacht. da 


Setzen wir, um diesen Gedanken weiter auszuführen, die aus der 


: dq d Ta 
jten und 3! der Glgn. (2) folgenden Werthe ns und 5 in die 


Gl. (3), so erhalten wir: 


af a a e 
= KAP rs ee 
dpde  dg dy dp dg er dx 





schaffen ist. Da diese Operation immer ausführbar ist, so können wir 
q als Funktion von x, 9, 2, P betrachten. ; 

Die Integration der Gl. (4) hängt nun, dem in $. 542 Gesagten“ Re 
zufolge, von der Integration dreier der sechs De (2) und (3), |S- SanE = z 
ab; wählen wir hiefür die folgenden: e 


Pdy — Qdz =0, Pde — Rdı =0, Pau - ge 2) == as 


und setzen, wie es der vorliegende Fall erfordert : 












ar —, T[T=—| — ie 
F % a ( +27); 





















welche, wenn «die Integration ausfährbar ist, im Allgemeinen drei , 
_ Integralgleichungen: a a, 


Da De (6) 


 darbieten, in welchen Z, M, N Funktionen von x, y, 2 und p; a, b, c 
aber willkürliche Constanten bedeuten. Man hat dann, wenn g eine 
_ willkürliche Funktion bezeichnet: 


Be 


2. | L=y(M, N) | Dr 


als allgemeines Integral der Gl. (4). Die Gleichungen (7) und (1) 
geben nun, sobald über die Form der willkürlichen Funktion « ver- 





R fügt ist, die Werthe von » und q in Funktion von x, y, 2, nach deren 
- Substitution in die Gleichung: dz —= pdx -- ydy, diese weiter behandelt 
werden kann. / 
Kürzer gelangt man noch auf folgendem Wege zum Ziele, wodurch 

R zugleich die Unzukömmlichkeit vermieden wird, eine willkürliche Funktion 
zweier Grössen in die Rechnung einzuführen, wie dies durch Gl. (7) 
geschieht, während doch das Integral einer Differenzialgleichung der 
| ersten Ordnung mit drei Veränderlichen eine willkürliche Funktion von 
nur einer Grösse erfordert [$. 540]. 
_ Hat man nämlich aus den Glgn. (5) irgend eines der partieulären 
fosrale (6 (6), etwa L=a gefunden, so substituire man den daraus 
i folgenden Werth von p, welchen man in der Form: p=ıl (x, y, 2, a) 
‚erhält, sammt dem damit in Verbindung stehenden, aus der Gl. (1) 
folgenden Werth von y in die Gleichung dz —= pdx + gqdy; jst dann 
Bat YR,a, b)—=0 das allgemeine Integral dieser totalen Differenzial- 
5  gleichung, wo b die durch die Integration derselben eingeführte will- 

 kürliche Constante bedeutet, und setzt man b=p(a), unter p eine 





\ { willkürliche nn verstanden, so hat man, de 
‚8. 539 Gesagten zuoE die beiden Gleichungen: ? 


dF 
er Fa Pla) 
| welche, mit einander verbunden, das allgemeine Integral der vorgelegten 
 Differenzialgleichung darstellen. 


Betrachten wir, um diese Theorie durch ein Beispiel zu erläutern, Be 

die partielle Differenzialgleichung: u 

HP) r—0d, (m). 

welche bekanntlich |[$. 412, I] der einhüllenden Fläche einer Folge 
von Kugeln von gleichem Halbmesser » augehört, deren Mittelpunkte. 
auf irgend einer in der Ebene der «, y verzeichneten Curve liegen. In 
diesem Falle ist: | 


—0o, art Er 0) 
mit welchen Werthen die Glgn. (5) folgende Gestalt annehmen: 
pay dere Er 
pdz wat RR eh, > 
edp a +9 +0) —0. 


Die kahl letzten verwandeln sich, mit Rücksicht auf die vorgelegte £ 
Differenzialgleichung in folgende: 


pzrde — (r? — 2’)de—0, 2ddp + r?da — 0, 
aus welchen man durch Elimination von dx die Gleichung 


Be 
rG Y x £ 


zieht, deren Integral: 


ayr? — 2? 


z 


»P= 





de = pdx + qdy: 


adz +V1—c u 


woraus durch Integration: 





. K: Pa aatyVi—a.y+V?— 2b 
E. folgt, wenn mit db die willkürliche Constante bezeichnet wird. Setzt 
_ man nun dD=@(a), so hat man in dem Systeme der Gleichungen : 


E ac +yVi— a +Vr?—- 2—gla, 2 — er; — op (a) 
—_.g2 
das allgemeine Integral der vorgelegten Differenzialgleichung. Sobald 
man über die Form der willkürlichen Funktion verfügt hat, kann 
die Grösse a aus beiden Gleichungen eliminirt werden, wodurch man 
zur Gleichung der eingehüllten Fläche gelangt. Setzt man z. B.: 
p(a)= ca LIVI 02, wo « und % zwei neue willkürliche Constanten 
bedeuten, so findet man auf diesem Wege nach leichter Rechnung: 
BE => +y—- + —r, 
E: die Gleichung einer Kugel, deren Mittelpunkt in der Ebene der xy 
E _ liegt. Eine andere Annahme über die Form der Funktion p führt 
natürlich auch zu einer anderen eingehüllten Fläche, wie es in der 
h Natur der Sache liegt, da eine und dieselbe einhüllende Fläche durch 
E- unendlich viele Arten eingehüllter Flächen erzeugt werden kann. 


Integration der linearen partiellen Differenzial- 
Be gleichungen mit constanten Coefficienten. 


Er 5 = 


x 544, Partielle Differenzialgleichungen heissen lineare oder vom 
Fe: ersten Grade, wenn sie die Differenzialquotienten der verschiedenen 
R Ordnungen weder untereinander, noch in die Funktionsgrösse multiplieirt 
E:> enthalten. Sie besitzen, vorausgesetzt, dass in denselben kein von der 
Be  Funktionsgrösse oder den Differenzialquotienten freies Glied erscheint, 
E: die Eigenschaft, dass die Summe einer beliebigen Anzahl particeulärer 
Integrale ihnen Genüge leistet, wovon man sich leicht in ähnlicher 
Weise, wie. bei den gewöhnlichen linearen Differenzialgleichungen [$. 520] 
_ überzeugt. Wir beschränken uns im Folgenden auf die Integration von 
Br - Gleichungen mit constanten Coefficienten, welche besondere Aufmerk- 
 samkeit verdienen, weil viele der wichtigsten Probleme der Mechanik 
und mathematischen Physik auf solche Gleichungen führen. 

Einer jeden linearen partiellen Differenzialgleichung mit constanten 
Coefficienten, von der nt" Ordnung, und zwischen einer beliebigen Anzahl 
von veränderlichen Grössen: 2, &,Y,t,..., kann, wenn 2 die abhängig 


Veränderliche bedeutet, durch den Werth z—= Ce“ *PY +7!t.- Genüge 
geleistet werden, wo Ü eine willkürliche Constante, a, ß, y,... aber 
















och are Grössen Sn ubetair) man nämlich 
Werth in die Differenzialgleichung, so verschwindet sowohl die Hixponen- 
tielle als auch die Constante CO, und es bleibt eine algebraisch« 
Gleichung vom n'% Grade zwischen a, P, %.:.,f(a 9%...) —( 
übrig, welche uns » Werthe einer dieser Grössen, in Funktion der 
übrigen, welche unbestimmt bleiben, darbietet. Betrachten wir, um dies 
näher zu erörtern, eine Gleichung zwischen drei Veränderlichen x, Y& 
und bezeichnen wir mit f, = g,(«) einen von den aus der Gl. f(«, P)= ) 
folgenden Werthen von ß, so genügt der Werth 2= Ce" *INı(® der vor- 
gelesten Gleichung; aber in Folge ihrer linearen Form genügt ihr auch > 
die Summe: | | Re 
2 — N (etz +9Pp1(e) 


der unendlich vielen Werthe, welche aus obigem Ausdrucke durch 
beliebige Veränderungen von @ und Ü hervorgehen. Solcher partieulärer 
Integrale erhält-man aber » an der Zahl, entsprechend den » Werthen = 
= (eo) BR —=P (a)... Pn—Pn(a), welche aus der Gleichung © 
u) sich Dohee die Summe dieser particulären Integrale 
stellt sodann das allgemeine Integral der vorgelegten Gleichung dar 

In jedem dieser partieulären Integrale können die Werthe der Grössen Sry 
GC und « auf ganz beliebige Weise von einem Gliede zum andern sich k 
verändern, und die Anzahl der Glieder bleibt ganz willkürlich, Lässt 
man diese unendlich gross sein und ertheilt dem © endliche Werthe, 
so hat man das partieuläre Integral in Form einer unendlichen Reihe; r 
lässt man aber © unendlich kleine Werthe durchlaufen, von der Form 
7'(@) de, wo F' eine willkürliche Funktion bedeutet, so bietet sich 


dasselbe in der Form eines Integrals : 


- dar, welches eine willkürliche Funktion F'(«) einschliesst. 
Machen wir, zur Erläuterung des Gesagten, eine "Anwendung au 
die a Zt Fk PER 


IE d’z 
Alb ee ar „ta=0, 


E 


de dy 


aa? + bP? te ta Fbß ta —0, 
aus welcher für $% zwei Werthe: Bf, —=9,(«), Py,—=9; (@) Iolgen. Dei 
vorgelegten Gleichung genügen somit die Werthe: ae 
en FUpıle) Pe de ux +uple), 














en x N (le Erg es Sie +4p2(0) x 


5 und man hat somit als Se Integral: 
FEN, + ypı(C) et NO F Ve) 
Die im zweiten Theile vorkommenden Summenausdrücke lassen 


sich leicht durch willkürliche Funktionen ausdrücken, wenn die Werthe 
von ß in Bezug auf «linear, d. i. von der Form ?—=a«a-+ b sind. 








Es sei z. B. die Gleichung: 





za) 


gegeben, so liefert die Substitution 2 — e“” +?” die Hilfsgleichung 
ebW +ar) 



















a? = a?P?, aus welcher «—= + aß folgt. Hiemit wird 2 —= 
und man hat somit als allgemeines Integral: 


DR N Tr 


I 


Werthe durchlaufen lassen; unter dieser Voraussetzung stellt aber B: 





_ die Summe Sluf jede beliebige Funktion von v vor; dasselbe gilt also 
auch von obigen Summen, welche demnach ganz willkürliche Funktionen 
von eW+ar) und eW-«») oder einfacher von (y-+ ax) und (y — ax) 
. darstellen; das allgemeine Integral bekommt hiemit die Gestalt: 


| z=g(y +ax) + w(y — ar), 

“und enthält zwei willkürliche Funktionon, wie es die Ordnungszahl der 
vorgelegten Gleichung erfordert. | 

Die Form der willkürlichen Funktionen bestimmt sich mit Hilfe 
€ der Bedingungen, welche in jedem einzelnen Falle aus der Natur der 
Aufsabe hervorgehen. Gesetzt z. B., die Funktion z und ihr Differen- 















 zialquotient TE sollen für = 0 zwei gegebenen Funktionen von Y 
i gleich werden, etwa: 

l dz 
Re Y), — (Br 


so hat man die Bedingungsgleichungen | 
= E | ’ ’ 1 
€ ne) men on VW h 


: Tntegrirt man die elle, Gleichung, und setzt Nr („)dy—= F(y),. so 
* geht dieselbe über in: 









ie Bl lit ar de BRENNS* 
le ER Le a 9 in RE ae Fe a Bu N u ra 20 £ 





=) +0, 


wo C eine willkürliche Constante. Diese Gleichung mit der ersten 
Bedingungsgleichung verbunden, gibt: 


NW) +LFW)-+ EC, 


1 
ya EN, 
und man hat daher als allgemeines, den gegebenen Bedingungen Genüge 
leistendes Integral: 


„_fW + ae) + fW — as) 
2 


F(y-+ ax) = F(y —.axr) - 


ar 2a 








Die in den folgenden SS. behandelten Beispiele mögen dazu dienen, 
um einige der vorzüglichsten Hilfsmittel kennen zu lehren, mittelst deren 
man die Integrale linearer partieller Differenzialgleichungen darstellen 
kann, so dass sie vorgeschriebenen Bedingungen Genüge leisten. 


545. Betrachten wir die Gleichung: 

dz ke, 

ae: 1 

dx dy?? (1) 
welche das Gesetz der Bewegung der Wärme in einem prismatischen 
Stabe ausdrückt, und integriren wir dieselbe, unter der Voraussetzung, 
dass 2——H (Y) werde für 2==0, wo F' eine gegebene Funktion bedeutet. 
Setzen wir 2 — e"*PV? so wird «= a’? und es ist somit: 

oe eur + py | 
ein der Gl. (1) Genüge leistender Werth. Nichts hindert, für die ganz 
willkürliche Grösse # imaginäre Werthe von der Form VE zu 
wählen, wodurch obiger Ausdruck die Gestalt: 


2 ce he (cosAy + V— 1sin Ay) 
annimmt, und sofort zwei particuläre Integrale: 


ei he NL 


— COBY Ban = sin Ay 


darbietet, da jeder dieser Ausdrücke für sich der Gl. (1) genügt. 
Letzteres wird auch noch Statt finden, wenn wir beide Ausdrücke mit 
constanten Faktoren, beziehungsweise mit Acos/a und AsinAa multi-- 
pliciren, endlich wird auch noch die Summe beider Ausdrücke: 


2 —= Ace r* cosh (y — 0) 




























- der Gl. (1) genügen. Lassen wir nun die beiden willkürlichen Con- 
 stanten A und « successive um die unendlich kleinen Inkremente dA, 
da wachsen und setzen A= gp(«) dAde, unter p eine willkürliche 
Funktion verstanden, so gehen aus dem letzten Ausdrucke eine Reihe 
von unendlich vielen particulären Integralen von der Form: 
pla)e "+ cosi(y — a) di. da 


3 hervor, deren Summe bekanntlich durch das Doppelintegral: 


£ — || p(«) a cosA(y — a) dA da (2) 


gegeben ist, und welche Summe nothwendig wieder der Gl. (1) Genüge 
leistet, wobei die Grenzen beider Integrale noch willkürlich sind. Wir 
haben nun nur noch die Bedingung zu erfüllen, dass für 2—=0 der 
in (2) dargestellte Werth von z in F(y) übergehe. Zu diesem Ende 
_ nehmen wir beide Integrale zwischen den Grenzen — » und + o; 
für <= 0 verwandelt sich dann das Doppelintegral in: 

N r p(a) cosA(y — a) dide, 

welches, vermöge der Fourier’schen Formel [$. 480, Gl. (7)], für 
alle Werthe von y gleich ist 27. p(y). Der Werth dieses Ausdruckes 
muss aber, der Bedingung zufolge, — F(y) sein; man hat daher 


F F' 
er DI) — 2} also auch P(«) — Aler womit wir für das gesuchte 
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Integral den Ausdruck : 


+ fp+@ i 
= 5-| „|. Flo) e-@rr oosı(y — a) dAda 


erhalten. 


Schreibt man das vorstehende Doppelintegral in der Form: 
1 +% +® 


2 — F(e) dc | 


ZN e @ho cosA(y — a) dA, 


so lässt sich die auf A bezügliche Integration mittelst der Formel (3) 
in 8. 454 leicht ausführen, wodurch 


1 +0 I (y— 0)? 
I aa do: 








2 = = 
{ a Yne’ 2 
sich ergibt. Eine noch einfachere Form erhält dieser Ausdruck mittelst 
der Substitution: 
y—a 
Ser &, 
Day x 





e—=y-+t YuEVr, de — 2a V x.dE, 
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_ wodurch derselbe in folgenden 3 


EFF (Y “ 2a& V x) dE 


1 


+0 


|. | 


übergeht. Dieser Een erfüllt alle Anforderungen; er leistet der 
Gl. (1) Genüge und nimmt für = 0 den Werth F(y) an. sr = 





546, Die vorgelegte Differenzialgleichung sei wieder: 2 | 

dz „Az 5 | 

de a 

das Integral aber den Bedingungen unterworfen, dass 
1yke Ei tünka 0: 

und 2) 2=0 für y—=0 und y=I. ER 






ee 


Bun a 
ar 
v RE 

D 


Bra 


| 





a Wir können in diesem Falle unmittelbar von dem im vorigen 8. ge: 
2: 

Sg fundenen particulären Be Ä 

a — er @Pa sin ar 

> ER 
3 ausgehen, indem es bereits der Forderung entspricht, für y=0 zu 





verschwinden. Damit es auch für „==! auf Null sich redueire, genügt es, 
NIT x N w | I 
B° Nahe zu setzen, unter n eine beliebige ganze Zahl verstanden, wodurch: 
* = fer = 
Su x « x i 


NIE Rau 
en nk sin ——— g 


; . ; 2 5 se 
> E AR an? 2 
N wird, wenn wir der Kürze halber (>) —k setzen. Dieser Ausdruck 


, 


liefert durch Aenderung von n eine unendliche Anzahl partieulärer 
Integrale, deren Summe jedoch hier nicht, wie im vorhergehenden &. - 
durch ein bestimmtes Integral dargestellt werden kann, da die Gras 5 
n nicht stetig sich ändert, sondern nur der. ganzen Werthie 120 - 
fähig ist. Wir stellen daher das allgemeine ‚Integral in der For 
einer unendlichen Reihe dar: > | Ba. 


e 371Y | 
N gie 3 a 
Be De sin UL D,e=?*s5in— + D,e kein —— er 





wo D, D,, -... willkürliche Constanten bedeuten , welche nun noch 


sich aber die Gl. (2) in: 


Pur), sin Yvı 2% re 








% pr" 


setzen, wie ein Blick auf die Formel (11), 8. 478, auf der Stelle zeigt. 
1 Die Glen. Le) und (3) enthalten die vollständige Auflösung der Gl. (1) 
























E23. 547. Nehmen wir wieder die schon in $. 544 betrachtete Gleichung: 

Er 2 2 

Be. Ya! a) 2 
dt une | use 
auf, welche das Gesetz der schwingenden Bewegung der Saiten, oder &, 
der Luft in eylindrischen Röhren, ausdrückt, und bestimmen die Funktion 3 
y derart, dass | 






? fürt=0: 1)y=9(r) und 2) u u (®) | x 


sei, wo p und ı) zwei gegebene Funktionen von x bedeuten. 


Auf dem in S. 545 betretenen Wege findet man, mittelst der Bi 


Substitution: y = e“'*8= sehr leicht, dass die Werthe: | a 
BT y, = .coska coslat, Y, — sinAa cos dat, ; 7 


Y, — sin Az sin dat, Y, = cos4x sin at, 

; der Gl. (1) Genüge leisten; es genügt daher auch der Werth 
& Ge —=Yı. A cosdae + y,.A sinda, d. 

y — A cosdat cosA(z — «), 


_ wo A, A und «- willkürliche Constanten sind. Setzt man nun A — 
 F(e)di da, unter I eine willkürliche Funktion verstanden, und integrirt 
nach A und « von — » bis + ®, so hat man: 








re. + pt 
Ra | =) es F' (a) eoskat cosA (x — a) dida. 


Setzen wir in dieser Gleichung {= 0, so geht die linke Seite %, ver- 





öge der oben vorgeschriebenen Bedingung 1) über in p(»), während 
as Integral rechter Hand, kraft des Fourier’schen Theorems [Gl. Ca), 
. 480] in 277 (x) sich verwandelt; hiedurch bestimmt sich die will- 


Fr 

Re 
Er 
A 


> # 
nt 
Er 


En 





ar; 


br kürliche Funktion Fo EBK: und es wird: | + ® 
= > ö 7 1 +@0 p+% = 
en er en SE Ei 18 p(a) eosdat cosk(x — a) di.da. (2) : 

= 

® 


Ehieser Ausdruck genügt nun wohl der Gl. (1) und der Bedingung 1), 


” 
I 


ee. 
Di 
ach 
ar A 


FÜ 








Da BE ch ae (ki IE ER Er TE use ar ER Be ARE 
38 =". RM ER 3 
s » ; E SL 
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23 | AN d 
aber nicht der Bedingung 2), indem er für 1 den Werth O statt W(«) 
darbietet. Es unterliegt aber keiner Schwierigkeit, für % zweiten 


Ausdruck aufzustellen, welcher für {== 0 verschwindet, una © — —u(«) 


gibt; dieser Ausdruck, zu jenem (2) addirt, liefert dann Er das 
vollständige, beiden Bedingungen genügende Integral der Gl. (1). Zu 
diesem Zwecke bilden wir aus obigen Werthen von %, und %, das 
particuläre Integral: 











A sinda A cosAa 
YZYz : — + Y, 1 ’ 
024 
nA le dar 


A 


aus welchem auf gleiche Weise wie oben, das allgemeinere: 
+@ P+n = t 
—E | eo z cosA (x — a) dA da 


sich er Hieraus FEN 





Y_ = AR ) cosdat cosA(x — a) d\ da, 


welche Gleichung für = 0 mit Rücksicht auf die Berineung 2) und 
das Fourier’sche Theorem in folgende: 
ıIe) — a ‚20 F«) 


ee 22 


DAT 





sich verwandelt, woraus F' sich ergibt. Der gesuchte Aus- 


m. 


druck von y ist daher: 
, kat 
—, Je () eosA(a — a) dh de, 


und man hat als vollständiges Integral der Gl. (1), welches gleichzeitig 
die Bedingungen 1) und n erfüllt, den Ausdruck: | 





U — 
DAIT 


Y= al ) cosAat cosA (x — a) dA du 








1 + n+w . \ 
N A SR a. dh de. 


art)“ A 





(3) 


Wir haben das Integral der Gl. (1), unter Voraussetzung derselben 


Bedingungen, bereits in $. 544 unter einer anderen Form erhalten, 
welche sich jedoch aus dem Ausdrucke (3) ohne Mühe entwickeln lässt. 
Der erste Theil dieses Ausdruckes lässt sich nämlich mit Benützung 
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” 7 n . ze, Sul 
der bekannten Formel: cosp cosg—=4cos(p —q) + %cos(p +4) 
auch in folgender Form schreiben : 





1 +90 P+@ 
| Wi [cosA(x + at — a) + cos (x — at — a)| p(e) dA da, 
Tv) — Le 
und ist, vermöge des Fourier’schen Satzes: 
RE 
| 2 [Ip(® + at) + p(x — at). 


Der zweite Theil erhält mit Hilfe der Formel: sinp cosqg =} sin(p + q) 
-- 3 sin(#.— q) die Form: 


1 Be 2 al —«) sind a vr (a) dA de, (m) 


und kann, wie man leicht sieht, auch in folgender Gestalt geschrieben 








V—= 
4ast 





werden : 
TE sinAlatat @) r ‚sind(#—at—«) 
ee 1 ar 2 Eu jw 
dast vie) er | Ku A 4 Er h a4 


Nun folgt aus der in $. 451 entwickelten Formel (5): 


"sin bh. 


777 din zezle, ge, 


Jo» 
wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem Ö positiv oder 
negativ ist. Hieraus erhellt, dass die beiden in der Klammer stehenden 
Integrale, welche mit dem vorstehenden der Form nach .vollkommen 
übereinstimmen, sieh aufheben, somit V=0 machen, .wenn die Grössen 
ct at —a und 2 — at — a gleiche Zeichen haben. Es genügt daher 
die Integration nach «@ zwischen solchen Grenzen auszuführen, inner- 
halb welcher diese beiden Grössen entgegengesetzte Vorzeichen erhalten. 
Diese Grenzen ergeben sich nun aus folgenden Relationen: 

wenn 2 positiv: 

ct at — a>0; —at—a<d, d. i.: 2 —atla<x-t at; 

wenn 2 negativ: 

zt+at— a <d, 2 — at— a >O;Ad i.: +atZa<xr — at. 
Man hat daher, wenn 7 positiv: 


T + dl 1 w + df 
Vi | INa)aalı Er =, - | ı (a) da, 


4dası !z--at | YaJx—ot! 
und wenn £ negativ: 


1 za j pre h 
’— | db (a)[— m — na] = —— | v (a) de, 


darı Ja+ut rer 
Herr, Höh. Mathematik, II. 3. Aufl 36 
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welcher Werth mit dem vorhergehenden zusammenfällt. Setzt man daher 


[ur (e) da — f(e), so wird der zweite Theil von (3): 


ne er 
2a 
folglich : 
er 1a) ae NER: u Kine 


und dieser Ausdruck des Integrals stimmt, wie man sieht, mit dem in 








$. 544 auf einfacherem Wege erhaltenen vollkommen überein. 


548. Integriren wir die im vorhergehenden $. betrachtete Gleichung : 
Du 
de 


noch unter der Voraussetzung, dass zu den früheren Bedingungen 
dy - 
y—opla) und  ——_ ule)tar: 0, 
dt i 
noch die folgenden hinzutreten: es sollen, für jeden Werth von ft, y und 


da ; 
ei sowohl für 2 = 0 als auch für © =! in Null übergehen, wobei & 
d 
das Intervall von O bis Z nicht zu überschreiten hat. 

Wir können hier wieder die schon oben gefundenen der Gl. (1) 
Genüge leistenden Werthe: 





Y, — sinAx cos kat,‘ y, — sinAx sin at, 
3 > NIE 
benützen, welche, wenn wir noch 4 = Uri setzen, und n eine ganze 
Zahl sein lassen, offenbar die Eigenschaft besitzen, für 20 und 2 =]| 


zu verschwinden. Durch Addition der aus diesen Ausdrücken für 
n—=1,2,3,.... hervorgehenden particulären Integrale erhalten. wir 
sofort als allgemeines Integral: 


._ TC& rat s 
y= 4,sin az + 4, sin 


7 


DICK 2rruat 





(2) 
FITER TOR u 2 rat 
+ B,sin = sin = + B, sin: T sin ” +. 





und man übersieht auf der Stelle, dass nicht nur dieser Ausdruck, 
sondern auch sein nach t genommener Differenzialquotient für x — 0 
und © —= ! Null werden, da die Differenziation nach f die Sinusse der 
von x abhängigen Bögen unberührt lässt. Es erübrigt daher nur noch, 
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die Constanten A nnd. BD so zu bestimmen, dass für 2=0, y—=y(x) und 


14 
er ı (x) werde. Für £=0 folgt nun aus (2) die Bedingungsgleichung : 


dit 
2; 
Bier A sin wi + 4, sin = +... 
welche, wie aus Gl. (11) $. 478 erhellt, sofort erfüllt wird, wenn wir 
DR, 
Az I, p(e) sin B- da (3) 


setzen. Differenziren wir ferner die Gl. (2) nach t und setzen im Diffe- 
renzialquotienten ? — 0, so verschwindet die mit dem Coefficienten A 
versehene Reihe, und es bleibt: 

LU ICE LO 20T 
u BT sin + B, A +... 


woraus, wieder vermöge der oben citirten Gleichung: 








Daß, ‚ZU 
De —=-- ‚v(e) sin da, 
d. i 
DEE NITO 
Re 
ar and ıı (a) sin da (4) 


folgt. Die Glen. (2), (3) und (4) enthalten die vollständige Lösung der 
Aufgabe, welche allen gestellten Bedingungen entspricht. 
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